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                ::::5555    صفحهصفحهصفحهصفحه    تمرين در كلاستمرين در كلاستمرين در كلاستمرين در كلاس        
)x  ،x)xثابت كنيد براي هر عدد حقيقي  - 1 ====−−−−−−−−   

−+−−=−−+−=x(−،o(نا به تعريف عضو قرينه براي ب    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ )x()]x([)]x([)x( .چنين همo=+−=−+ x)x()x(x . حال با توجه به

)x(xشود نتيجه مي) مثال بالا(منحصر به فرد بودن عضو قرينه  =−− .  

zyzxاگر  zو  yو  xبراي هر سه عدد حقيقي  - 2 yxگاه آن ++++====++++   ).قانون حذف( ====
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  .منحصر به فرد است) غيرصفر(وارون هر عدد حقيقي     ::::6666    صفحهصفحهصفحهصفحه    مثالمثالمثالمثال    

11: باشند، بنابراين xهر دو وارون  2yو  1yفرض كنيم     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ =xy  12و =xy .  

  2221212111 11 yyy)xy(y)xy()xy(yyy =×====×=  
  

)x)xاست، به زبان نمادي  xبرابر  xوارون وارون     ::::6666مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه      ====−−−−−−−− 11 .  

11پس . باشد x−1وارون  yفرض كنيم     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ −−= )x(y 11و =− y)x(  . 11از طرفي =− x)x(  . پس بنا به منحصر به فرد بودن عضو وارون

11) مثال قبلي( −−== )x(yx باشدمي.  
  

                ::::7777صفحه صفحه صفحه صفحه تمرين در كلاس تمرين در كلاس تمرين در كلاس تمرين در كلاس         
z  ،xzxy)zy(xو  yو  xثابت كنيد براي هر سه عدد حقيقي  - 1 −−−−====−−−−  

xyxz)zy(xدهيم ابتدا نشان مي    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ =+− .  

 )        بودن يهمان(

 )         هماني بودن(

 عضو خنثي

 عضو قرينه

 پذيريشركت

 طبق فرض

 جاييجابه

 پذيريشركت

 عضو قرينه

 عضو خنثي

 )هماني خاصيت عضو (

 ) خاصيت عضو قرينه(

 ) پذيريخاصيت شركت(

 ) خاصيت عضو قرينه(

 )هماني خاصيت عضو (
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  .و عكس اين حكم برقرار است o=yيا  o=xگاه آن o=xyثابت كنيد هرگاه  - 2

  : o=xyاه گ، آنo=yيا  o=xدهيم اگر ابتدا نشان مي    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
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  :باشندگاه خواص زير برقرار ميعدد صحيح مثبتي باشد، آن nاعداد حقيقي بوده و  bو  aهرگاه         ::::))))عمال با قدرمطلقعمال با قدرمطلقعمال با قدرمطلقعمال با قدرمطلقاَااََاَ((((قضيه قضيه قضيه قضيه     
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  :كنيماز استقرا استفاده مي) 3(براي اثبات مورد . شودنيز به طور مشابه اثبات مي) 2(مورد 
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 با توجه به تعريف عضو خنثي

 قسمت الف بنا به قسمت الف

 در همه حالات

 طبق فرض استقرا )1(طبق 

 دو حالتدر هر 
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  :داريم) 1(با استفاده از ): ): ): ): 4444((((اثبات اثبات اثبات اثبات 
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      ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

  ],(xxx 1133 −∞∈⇒≤⇒≤⇒   853 ≤≤≤≤++++x )الف  

  ],(xxxxx
4

5

4

5
183735 −∞∈⇒≤⇒≤⇒+≤+⇒ o xx 3735   ب( −−−−≥≥≥≥−−−−

  ),(xx|x| 33333 −∈⇒<<−⇒<⇒ 92 <<<<x )ج  

  2>x  يا
3

5

2

53

2

361

2

231
3

2

1
<⇒<

−
−

⇒<
−
+−

⇒<
−
−−

⇒<−
−

⇒ x
x

x

x

x

x

)x(

x
oooo  3

2
1

<<<<
−−−− x

  د( 

  ),(),(x ∞+−∞∈⇒ 2
3

5
U  

  .اين بازه را بنويسيد. سازدهاي زير يك بازه را مشخص ميهر يك از نامساوي -3

  22 ≤≤≤≤−−−− |x| )الف  

xxx],[            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ 44222 oo ∈⇒≤≤⇒≤−≤−⇒  

  152 <<<<++++ |x| )ب  

xxxx),(            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ 23234261521 −−∈⇒−<<−⇒−<<−⇒<+<−⇒  

  
2
1

2
2 <<<<−−−−

x
  پ( 

xx),(            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
xx

5353
2

3

22

5

2

1

2
2

2

1
∈⇒<<⇒−<−<−⇒<−<−⇒  

  273 <<<<−−−− |x| )ت  

xxxx),(            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ 3
3

5
3

3

5
9352732 ∈⇒<<⇒<<⇒<−<−⇒  

  152 <<<<++++ |x| )ث  

xxxx),(            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ 23234261521 −−∈⇒−<<−⇒−<<−⇒<+<−⇒  
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هايي از نابرابري جواب - 5
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42حال با توجه به اين كه  << x  999819است، پس /x/ −<<− oo 42چنين اشتراك دو شرط هم. قابل قبول نيست << x  و
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x),(از طرفي  ∞+∈ -مي oo1>x ،oo1>xو  x<3هاي غيرقابل قبول است و اشتراك بين شرط oo1−<xباشد، پس  x<3پس بايد  3

  .شود

هايي از نابرابري جواب - 7
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  193 ooo/x <≤  

bxaفرض كنيم  - 8 |b|,|a|{Max|x{|، ثابت كنيد >>>>>>>> آيا عكس اين حكم .) ، ماكسيمم مقدار مجموعه استMaxمنظور از ( >>>>

  درست است؟

b|,|a|{Maxk{|دهيم مي ابتدا قرار    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ   :در اين صورت =
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342: مثال. عكس اين حكم برقرار نيست ==−= a,b,x .  

h  ،haفرض كنيم براي هر عدد مثبت  - 9 <<<<≤≤≤≤o  ثابت كنيدo====a .  

<oبنابراين .  o≠aفرض كنيم : برهان خلف    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
2

a
چنين طبق فرض براي عدد مثبت هم.  

2

a
h داريم  =

2

a
a <≤o پس . كه يك تناقض است

  .باشدمي o=aفرض خلف باطل و 

  )قضيه هيپاسوس. (بت طول قطر به طول ضلع، عددي گنگ است، نسaدر هر پنج ضلعي منتظم با طول ضلع ثابت كنيد  -10

  .انددر شكل زير متشابه FEAو  ABEابتدا نشان دهيد دو مثلث : راهنمايي

        
        

        

اي محيطي از رئوس آن، مانند مقابل گذراند كه در توان دايرهاين پنج ضلعي منتظم است، پس مي    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

خواهد شد  o72ي هر كمان ي زاويهاين حالت اندازه
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، هامساوي نصف كمان مقابل آن1Bو  1E ،1A هاي محاطيزاويههركدام از  گردد كه اندازهچه در هندسه پايه فرا گرفتيد، معلوم ميحال بر اساس آن

)ÊÂB̂(خواهدبود  o36يعني  o36111 FEFAالساقين بوده و متساوي FEAپس مثلث . === مقابل  و اي محاطيزاويه 2Aاز طرفي زاويه . =

oo، پس به دو كمان است 723622 =×=Â .2گردد كه زاويه حال واضح ميF  نيز در مثلثBFA  مساوي)( 36721872 +−= oo  خواهد بود و از

BFBAالساقين بوده و متساوي BFAجا مثلث آن xFEFAحال با فرض . = aBAFBو  == به  FEAو  AEBدو مثلث . دهيمادامه مي ==

  :با يكديگر متشابه هستند و در نتيجه دليل برابري دو زاويه
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2

15
1

2

51
1

+
=+

+−
=+=

+
=

a

x

a

ax

EA

EB
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51+
  .)دارد... گويند كه كاربرد فراواني در طبيعت، بدن انسان و مي ϕنسبت طلايي يا عدد  

  .عددي گنگ است 3ثابت كنيد  -11

به طوري كه  وجود دارند o≠bو  aگنگ نباشد، پس گوياست و اعداد صحيح  3فرض كنيم : برهان خلف    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
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a
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a
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2
333 ba
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2پذير است، پس بخش 3بر  23bچون 
a  اي كه در جبر و احتمال داشتيم، ذير است و بنا بر قضيهپبخش 3نيز برa  شودپذير ميبخش 3نيز بر .  

2اگر : قضيه(
a  بر عدد اولp پذير باشد، بخشa  نيز برp پس .) پذير استبخشka   :بنابراين Z∈kكه  =3

  22222222 339333 bkbkb)k(ba =⇒=⇒=⇒=  

2به طور مشابه 
b  پذير و بنابراين بخش 3نيز برb  1پذير است كه اين مطلب با بخش 3نيز بر=)b,a( 3پس فرض خلف باطل و . در تناقض است 

  .باشدگنگ مي

  .گويا نيست 3logثابت كنيد  - 12

وجود دارند كه  o≠bو  aدر اين صورت اعداد صحيح . گويا باشد 3logفرض كنيم : برهان خلف    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
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  )الزاويهبه كمك رسم مثلث قائم. (را روي محور اعداد نشان دهيد 3و  2اعداد  -13

            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
        
        
  

  مسئله هندسي است، 
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  .چنين تجمع احتمالي جملات هر دنباله را حول يك عدد معين بررسي كنيدهم. انديك نزوليمشخص كنيد كه كدام يك صعودي و كدام 

      ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
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  :باشددهيم اين دنباله صعودي مينشان مي

nnnnدنباله اكيداً صعودي    aa)n()n(aa >⇒>=+−++=− ++ 11 01111  
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- هم. پس دنباله صعودي است. شودتر ميبزرگ 

، مقدار nچنين با افزايش 
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كند، پس به صفر ميل مي 
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  .كنيماين مطلب را اثبات مي 49باشد كه در مثال صفحه دنباله نزولي مي
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كنيم و دنباله جديد را جمله نخست آن را تعويض مي 5اكنون  

}b{ n 151151ناميم؛ بنابراين، براي مثال، مي 54321 −−−−==================== b,b,b,b,b oo  6و براي≥≥≥≥n دهيم قرار ميnn ab رفتار دو .  =

}a{دنباله  n  و}b{ n شود؟ آن را بيان كنيدچه نتيجه كلي از اين بررسي عايدتان مي. را مقايسه كنيد.  

}a{نباله د    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n صعودي و دنباله}b{ n     پس اگر تعداد متناهي جمله از دنباله حذف كنيم يا  .شوندمي 1هر دو دنباله همگرا به غير يكنواست ولي

        .يير دهداضافه يا تعويض كنيم، هيچ تأثيري در همگرايي يا واگرايي دنباله ندارد ولي ممكن است يكنوايي و غيريكنوايي را تغ
K,,,,,,,,,:cnدنباله  - 9 }c{. رابطه بين جملات متوالي اين دنباله را پيدا كنيد. گيريمرا در نظر مي 342113853211 n  يك نمونه از
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}a{فرض كنيم     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n در اين صورت اعداد حقيقي . كراندار باشدk  وk′  موجودند به طوري كه براي هرn ،kak n دهيم حال قرار مي. باشد ≥≥′
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|n  ،M|aاي باشد كه براي هر  Mبالعكس واضح است كه اگر عدد مثبت  n n  ،MaM، در اين صورت براي هر ≥ n شود و در نتيجه مي −≥≥

}a{ n كراندار است.        
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n
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n
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  .يك دنباله نوساني تعريف كنيد كه كراندار باشد، دو دنباله نوساني تعريف كنيد كه كراندار نباشند - 12

)}({: ي نوساني كرانداردنباله    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n1− كراني نوساني بي، دو دنباله :})n{( n−  و}n){( n1−        
  

        ::::    27272727هاي مفهومي صفحه هاي مفهومي صفحه هاي مفهومي صفحه هاي مفهومي صفحه پرسشپرسشپرسشپرسش        
  .اند، مثالي ارائه دهيدكنيد نادرستها را توضيح دهيد و اگر فكر مياند، آنكنيد درستهاي زير را بررسي كنيد، اگر فكر ميپرسش - 1

  .شودجمله نخست يك دنباله را تغيير دهيم، در رفتار آن تغييري حاصل نمي nهرگاه ) الف

گونه نقشي در همگرايي يا واگرايي يك دنباله تحت تأثير جملات آخر دنباله است و جملات ابتدايي هيچ ولياست يكنوايي را تغيير دهد ممكن     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

  .همگرايي يا واگرايي يك دنباله ندارند

}a{هرگاه ) ب n اي صعودي و دنبالهC  عدد ثابتي باشد، دنباله}Ca{ n نيز صعودي است.  

n{}Ca{C{. اي نزولي استدنباله        .نادرست است    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n −=⇒−= }n{}a{: ،  صعودي  1 n =  

}a{هرگاه ) ج n اي نزولي و دنبالهC  عدد ثابتي باشد، دنباله}Ca{ n نيز صعودي است.  

n{}Ca{C{. اي نزولي استدنباله        .استنادرست     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n 22 }n{}a{: ،  نزولي  =⇒=− n −=  

}a{هرگاه ) د n اي يكنوا و دنبالهC  عدد ثابتي باشد، دنباله}Ca{ n نيز يكنوا است.  

}a{ي اگر دنباله. درست است    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n باشد و ) نزولي(دي صعوo>C ،}Ca{ n  اگر . است) نزولي(صعوديo<C  ،باشد}Ca{ n  صعودي(نزولي (

}Ca{باشد،  o=Cاست و اگر  n پس در هر صورت . ودي و هم نزولي استي ثابت صفر است كه هم صعنيز دنباله}Ca{ n باشديكنوا مي .  

}a{فرض كنيم . كنيميكي از حالتها را اثبات مي n صعودي باشد وo<C . در اين صورت:  

}Ca{ nنزولي است ⇒≤ →≥∀ +
<

+ nn
C

nn CaCaaa:n 11
o  

  

        ::::34343434ن در كلاس صفحه ن در كلاس صفحه ن در كلاس صفحه ن در كلاس صفحه تمريتمريتمريتمري        
12توضيح دهيد كه جرا دنباله  - 1 ++++==== nan باشدهمگرا نمي.  

}n{فرض كنيم : برهان خلف    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ 12 ooباشد و  Lهمگرا به  + >ε در اين صورت عدد طبيعي . دلخواه باشدM  وجود دارد كه برايMn ≥ ،

oε<−+ |Ln|   :در اين صورت. باشد 12

  
2

1
1211212

−+ε
<⇒−+ε<<−+ε−⇒ε<−+<ε−⇒ε<−+≥

L
nLnLLn|Ln|:Mn o

ooooo  

  .چون اعداد طبيعي از بالا كراندار نيستند. كه يك تناقض است

,,,,,,,,,,Kدنباله  - 2
6
5

5
5
4

4
4
3

3
3
2

2
2
1

1 ابتدا ضابطه اين دنباله را معلوم كنيد، سپس از اين دنباله دو . را در نظر بگيريد −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

  .يد كه يكي همگرا و ديگري واگرا باشددنباله استخراج كن
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            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ










+
+

−
=

n
n

n
n

n

an
فرد

2

1

زوج
2        

اي همگرا و دنباله }n{ي واگرا دنباله








+
−

1n

n
  .باشدمي -1است كه همگرا به  

  

همگرايي دنباله     ::::35353535مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه     
1

2
1

3

====




















−−−−

n

n

  .را بررسي كنيد 

، nتوجه به اين كه با افزايش  با    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
n









2

1
زنيم شود، حدس ميبه صفر نزديك مي 





















−

n

2

1
درستي حدس خود را نشان . همگرا باشد 3به  3

Mnهستيم، به طوري كه براي هر  Mعدد دلخواهي باشد، به دنبال عدد طبيعي  o>εفرض كنيم . دهيممي ε<−ي ، رابطه≤







− 3

2

1
3

n

برقرار  

از طرفي . باشد













=−








−

nn

2

1
3

2

1
ε<، پس كافي است 3








n

2

1
و در نتيجه  

ε
>

1
2n  وε>

1

2logn .خواهيم چون ميM  ،عدد طبيعي باشد

1را به صورت  Mكافي است 

1

2 += ε ][logM ي روابط موردنظر برقرار باشدمعرفي كنيم تا همه.  
  

}a{آيا دنباله     ::::36363636مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه      n  با ضابطه
2
ππππ

====
n

sinan همگراست؟  

Koo  . كنندخير، با نوشتن جملات اين دنباله خواهيم ديد كه جملاتش در اطراف يك عدد تجمع نمي    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ ,,,,
n

sin 11
2

−=






 π

  

ي فرض كنيم دنباله: برهان خلف. كنيمبا برهان خلف اين مطلب را ثابت مي






 π

2

n
sin  همگرا بهL در اين صورت طبق تعريف همگرايي داريم. باشد:  

  ε<−
π

⇒≥∈∃>ε∀ L
n

sinMn,M,
2

No  

با فرض 
2

1
=ε ،1M1د است كه براي اي موجوMn ≥ ،

2

1

2
<−

π
L

n
sin .بنابراين:  

  1
2

1

2

1
111

2

1
11

2
14

2

1

2
2

1

1
=+<+−≤+−=⇒










<−⇒=
π

∈+=≥

<−⇒=
π

∈=≥
|L||L||LL|

|L|
n

sin:)k(kn,Mn

|L|
n

sin:)k(kn,Mn

N

N oo

  

بنابراين فرض خلف باطل و . كه يك تناقض است






 π

2

n
sin باشدهمگرا نمي.  

  

                ::::38383838مسائل صفحه مسائل صفحه مسائل صفحه مسائل صفحه         

ابتدا حد دنباله  - 1
1

1

====





 −−−−

nn

n
  .اثبات كنيد εεεεو سپس حدس خود را به روش  را حدس بزنيد 

    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
nn

n 1
1

1
−=

،  nبا افزايش     −
n

1
زنيم شود، در نتيجه حدس ميبه صفر نزديك مي 

n

1
  :بايد نشان دهيم. نزديك شود 1به  −1

  
ε

>⇒ε<⇒ε<
−

⇒ε<−
−

⇒≥∈∃>ε∀
111

1
1

n
nnn

n
Mn:M, No  

1پس كافي است 
1
+





ε

=M باشد تا روابط فوق برقرار باشد.  
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nn====1فرض كنيم  - 2 }a{ چنين فرض كنيم هم. يك دنباله همگرا باشدk  1عدد صحيح و ثابت است به قسمي كه≥≥≥≥++++ kn دنباله ،

1====nn }b{ كنيمرا چنين تعريف مي :knn ab KKو  k====2مثال هرگاه  براي ====++++ ,a,a,,a,a,a nn 1321 }a{دنباله  ++++ n  باشد، دنباله

}b{ n چنين است:    KK ,ab,,ab,ab,ab nn 2534231 +====  

KK    :يعني ,a,,a,a,a n 2543 +  

Lalimثابت كنيد هرگاه . است }nn}b=1همان دنباله  n
n

=
∞→

Lblimگاه آن ،  n
n

=
∞→

 .  

K,a,aبه صورت  nbي در واقع جملات دنباله    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ knkn Lblimبراي نشان دادن اين كه. باشدمي +++1 n
n

=
∞→

بايد نشان دهيم كه براي ،

Mnوجود دارد به طوري كه براي M، عدد طبيعيo>εهر ≥،ε<− |Lb| nفرض كنيم . باشدLalim n
n

=
∞→

  :بنابراين 

  ε<−⇒≥∈∃>ε∀ |La|Mn:M n11 No  

ε<−:                                                             بنابراين  →⇒ε<−⇒≥+⇒−≥ +=
+ |Lb||La|MknkMn n

ab
kn

knn
11  

kMMپس كافيست  −=   .را در نظر بگيريم1

nn====1فرض كنيم  -3 }P{  يك دنباله همگرا و
n

n
n

Pa

bP
P

++++
====++++ حد دنباله  7با استفاده از مسأله . انداعدادي ثابت bو  aكه در آن  1

1=nn}P{ را به دست آوريد.  

LPlimفرض كنيم     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n
n

=
∞→

LPlimدر اين صورت طبق مسئله قبلي  n
n

=+
∞→

  :و 1





−=

=
⇒=−+⇒=−+⇒

=+⇒
+

=⇒
+

=⇒
+

=⇒
+

=

∞→

∞→

∞→

∞→

∞→
+

∞→

abL

L
))ba(L(LL)ba(L

bLLaL
La

bL
L

Plima

)Plim(b

L
)Pa(lim

)bP(lim

L
Pa

bP
limPlim

n
n

n
n

n
n

n
n

n

n

n
n

n

o
oo2

2
1

  

  .كنيد همگرا نيستند، واگرايي دنباله را توضيح دهيدهايي را كه فكر ميهاي زير همگراست؟ آنكدام يك از دنباله - 4

    
1

1

3
1

====

−−−−






















n

n

  الف( 

11ندسي با قدرنسبت ي هدنباله    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ <<− q پس به صفر همگرا است.  

    13 ====n
n   ب( }{

  .، واگراستq<1ي هندسي با قدرنسبت دنباله    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

  13 333
3
3 +=⇒>⇒>⇒>⇒≥∈∃>∀ ][logMlognkloglognkMn:M,k kknNo  

    1====n}n{log )ج  

  .واگراست    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

  111 +=⇒>⇒>⇒≥∈∃>∀ ][MnknlogMn:M,k kk ooo N  

    
1

1

====







nn
log )د  

  .واگراست    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

  1
1

1

1

1
1

11
+







=⇒>⇒<⇒<⇒≥∈∃<∀

kk

k
Mn

n
k

n
logMn:Mk

oo
oo N  

  

        ::::40404040تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه         
  .است و سپس حدس خود را ثابت كنيد ∞−∞−∞−∞−يا واگرا به  ∞+∞+∞+∞+ها واگرا به سازي مشخص كنيد كه كدام يك از دنبالهابتدا با حدسيه
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1 (∞∞∞∞
====1

2
n}n{  

=∞+زنيم شود و حدس ميتر مينيز بزرگ و بزرگ n ،2nتر شدن با بزرگ    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
∞→

2nlim
n

  

  knknkaMn,Mk n >⇒>⇒>⇒≥∈∃>∀ 2No  

=+1پس كافي است  ]k[M باشد تا روابط فوق صحيح شود.  

2 (∞∞∞∞
====−−−− 1

21 n}n{ ooo  

−=∞−زنيم پس حدس مي. شودتر ميكوچك و كوچك −2nشود و تر ميبزرگ و بزرگ n ،2nتر شدن رگبا بز    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
∞→

21 nlim
n

ooo :  

  knknknkaMn:M,k n −>⇒−>⇒<−⇒<⇒≥∈∃<∀ oooooooooo 111 22N  

11پس كافي است  +−= ]k[M oooباشد.  

3 (
∞∞∞∞

====







++++
1

6
1

1

1

n

)n(
o

  

+=∞+زنيم پس حدس مي. شودتر مينيز بزرگ و بزرگ n+1شود، زرگ ميب nوقتي     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
∞→

)n(lim
n

1
1

1
6o

   

  11
1

1 6
6

−>⇒>
+

⇒>⇒≥∈∃>∀ knk
n

kaMn:Mk n o
o

o N  

111پس كافي است  6 +−= ]k[M o  كه همان]k[ 61o است، انتخاب شود.  
  

                ::::41414141مسائل صفحه مسائل صفحه مسائل صفحه مسائل صفحه         
  : ثابت كنيد - 1

====∞∞∞∞) الف
++++

∞∞∞∞→→→→ n

n
lim
n

12
.  

kaMn:Mk            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n >⇒≥∈∃>∀ No        

knاگر  knباشد، در اينصورت  <
n

n >>+
1

=+1است، پس كافي است   ]k[M باشد.  

) ب
n

n
)(lim
n

n

1
1

2 ++++
−−−−

∞∞∞∞→→→→
  .موجود نيست 

  .كنند، پس حد دنباله وجود نداردميل مي ∞+و با انديس زوج به  ∞−چون جملات با انديس فرد به     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

====∞∞∞∞ثابت كنيد هرگاه  - 2
∞∞∞∞→→→→

n
n

alim گاه آنo====
∞∞∞∞→→→→ nn a

lim
1

.  

  :كافي است نشان دهيم    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

  ε<−≥∈∃>ε∀ oo
na

Mn:M
1

N  

=∞طبق فرض 
∞→

n
n

alim  براي بنابراين
ε

=
1

k عدد طبيعي ،M  هست كه برايMn ≥ ،ka n : داريم Mپس براي همين . <
ε

>≥
1

nn a|a|  

>εو در نتيجه 
na

1
=oپس 

∞→ nn a
lim

1
 .  

====oو  o>>>>naفرض كنيم همواره  -3
∞∞∞∞→→→→ nn a

lim
1

====∞∞∞∞ثابت كنيد . 
∞∞∞∞→→→→

n
n

alim.  

kaMn:Mkكافي است نشان دهيم                                                                                                  ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n >⇒≥∈∃>∀ No  
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=oچون . باشدo>kفرض كنيم 
∞→ nn a

lim
1

پس براي  
k

1
=ε عدد طبيعيM  موجود است كه

ka
Mn

n

11
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        ::::43434343تمرين در كلاس تمرين در كلاس تمرين در كلاس تمرين در كلاس         
كنيد و اگر فكر مي. ها را توضيح دهيدد، آنانكنيد درستاگر فكر مي. ها كار كنيدتوانيد با مثالدر مورد احكام زير فكر كنيد، مي) الف

  .اند، نيز توضيح دهيدنادرست

  .ترين كران بالا استهر مجموعه از بالا كراندار داراي كوچك - 1

: مثال. باشد، برقرار نيست Qولي اگر مثلاً . باشدباشد، اين جمله درست مي Zيا  Nيا  Rي مرجع به عنوان مثال اگر مجموعه    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

}xx|x{ <∈Q ترين كران بالا در از بالا كراندار است، ولي كوچكQ ندارد.  

  .ترين كران پايين استهر مجموعه از پايين كراندار داراي بزرگ - 2

: مثال. باشد اين جمله برقرار نيست Qباشد، اين جمله درست است ولي اگر  Nيا  Zيا  Rي مرجع مثلاً اگر مجموعه 1شبيه مورد     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

}x|x{ 2>∈Q  درQ ترين كران پايين در كران پايين است، ولي بزرگQ ندارد.  

  .ترين كران پايين داردترين كران بالا و هم بزرگيك مجموعه كراندار و ناتهي باشد، هم كوچك Aهرگاه  -3

}x|x{همواره درست نيست، مثلاً     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ 22 <∈Q  درR  وZ ترين كران پايين دارد، ولي در ران بالا و بزرگترين ككوچكQ ندارد.  

BAهرگاه  - 4 ⊆⊆⊆⊆≠≠≠≠φφφφ  وBU∈∈∈∈  يك كران بالايB  ،باشدU  يك كران بالايA باشدنيز مي.  

Ux:Axبايد نشان دهيم     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ   :بنابراين. است Bيك كران بالاي  Uدانيم مي. ∀∋≥

  UxBxAx
BA ≤ →∈ →∈∀ ⊂  

  .)ندارد ∋BUالبته مسئله نيازي به شرط (

  .هاي پايين بيان كنيددر باب كران 4حكمي نظير  - 5

BAهرگاه     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ ⊆≠φ  وU  يك كران پايينB  ،باشدU  يك كران پايينA نيز است.  
  

}a{فرض كنيم : : : : 44444444صفحه صفحه صفحه صفحه     1111قضيه قضيه قضيه قضيه          n  يك دنباله صعودي و از بالا كراندار باشد، در اين صورتn
n

alim
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n|a{S{را مجموعه مقادير برد دنباله يعني  S: اثبات    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n N∈= كه واضح است . دهيمقرار ميφ≠S  و چون}a{ n  از بالا كراندار است، پسS 

Lalimدهيم نشان مي. ناميممي Lترين كران بالاست كه آن را داراي كوچك Sبنا بر اصل موضوع تماميت . دارد Kكران بالايي مانند  n
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LLنيست، زيرا  Sيك كران بالاي  ε−Lاست، پس  Sترين كران بالاي كوچك Lچون  <ε− . پس حداقل عضوي مانندNa  است كهNaL <ε− .
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  .اي نزولي و از پايين كراندار است پس همگراستبنابراين دنباله. باشدشود كه جملات آن همگي مثبت است، پس صفر يك كران پايين آن ميمي
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  .اي از اعداد گويا استهر عدد حقيقي حد دنباله: : : : 45454545قضيه صفحه قضيه صفحه قضيه صفحه قضيه صفحه         

 u: حالت اول. عددي گنگ باشد u -2. عددي گويا باشد u -1: گيريمحالت را در نظر مي دو. عدد حقيقي دلخواهي باشد uفرض كنيم : اثبات    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
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n

n
n

a 







++++====

1
  .صعودي است 1

n ،11كافي است ثابت كنيم براي هر     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ >+

n

n

a

a
  :داريم.  

}a{ق چون جملات .ق.غ n اندهمگي مثبت 

www.konkur.in

forum.konkur.in



  )1(رانسيل و انتگرال ديف  
 

 18 

  









+











+
−=








+















+

+
=








+



















+
+
+

=⇒









+×



















+

+
+

=








 +









+

+
=

++
+

+

++

+

n)n(n)n(

nn

n

n

n
n

n

a

a

n

n

n

n

n

a

a

nn
n

n

n

n

n

n

n

n

1
1

1

1
1

1
1

1

21
1

1
1

2

1
1

1
1

1

1
1

1
1

1

1
1

1

2

1

2

2

1

1

11

1

  

بنا بر نامساوي برنولي 










+

+
−>











+
−

+

2

1

2 1

1
1

1

1
1

)n(

n

)n(

n

  :بنابراين 

  1
1

1
1

1
1

1
1

1

1
1

2

1

2
1 =







 +










+

+
−>







 +










+
−=

+
+

n)n(

n

n)n(a

a
n

n

n  

  

}b{دنباله : : : : 48484848صفحه صفحه صفحه صفحه     4444ه ه ه ه قضيقضيقضيقضي         n  با ضابطه
n

n
n

a 







++++====

1
  .از بالا كراندار است 1

}b{ي داريم دنباله 2بنا بر قضيه     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n  با ضابطه
n

n
n

b 







−=

1
از طرفي چون . باشدصعودي مي 1

4

1
2 =b  پس براي هرn ،

ε
>

1
nb . پس براي

،  nهر 
ε

×>
1

nnn aba 1  :از طرفي
1

1
1

1
1

1
2

<







−=







 −






 +=
nnn

nn
nnn

ba  

1بنابراين 
1

<<
ε nnn baa  پسε<na  و}a{ n از بالا كراندار است.  

  

ثابت كنيد كه دنباله : : : : 49494949مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه         




















++++

++++11
1

n

n
  .نزولي است 

1كافي است ثابت كنيم كه     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
1
>

+n

n

a

a
  :، داريم

  

1

1
1

1

2

1
1

1

1
1

1

1

1
1

1
1

1

1
1

1
1 1

1

2

1

1
+

+
×









+
+=

+
+

×



















+
+

+
=









+

+









+

=
+

+

+

+

+
n

)n(n

nn

n

n

n

a

a
n

n

n

n

n

n  

  :و اما طبق نامساوي برنولي داريم
1

1
1

1

1
1

2

1
1

2

1
1

2

1

+
+=

+

+
+>

+
+

+≥








+
+

+

n)n(

n

)n(n

n

)n(n

n

  

1  :بنابراين

1

1
1

1

1

1
1

1
=









+

+
×







+

+>
+

n

na

a

n

n  

1  :و يا
1
>

+n

n

a

a
  

  

          ::::49494949تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه         

  .هاي زير را حدس بزنيدحد دنباله - 1

  21
1

n

n
n

c 







++++====  

n

n
n

b

31
1 








++++====  

n

n
n

a

21
1 








++++====  

www.konkur.in

forum.konkur.in



 )1(ديفرانسيل و انتگرال 
 

19

αβαβαβαβββββαααα:  هاي مكرر استفاده كنيداز قاعده توان: راهنمايي ==== )a(])a[(  

      ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

  2

222
1

1
1

1
1

1 e
n

lim
n

lim
n

a

n

n

n

n

n

n =





















+=








+⇒








+=

∞→∞→
  

  3

333
1

1
1

1
1

1 e
n

lim
n

lim
n

b

n

n

n

n

n

n =





















+=








+⇒








+=

∞→∞→
  

  ee
n

lim
n

lim
n

c

n
n

n

n

n ==





















+=








+⇒








+=

∞→
2

12

1

22 1
1

1
1

1
1  

  .رقم اعشار به دست آوريد o1را تا  eاز ماشين حساب و يا رايانه خود استفاده كرده و عدد  - 2

      ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

  71828182842 /e =  

ooooحاصل  -3 111 )/(   .مقايسه كنيد eرا به دست آوريد و با عدد  ++++

      ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

  4813837211 1 ooo oo /)/( =+  
  

}a{فرض كنيم             ::::50505050صفحه صفحه صفحه صفحه ) ) ) ) قضيه فشردگيقضيه فشردگيقضيه فشردگيقضيه فشردگي((((    6666ضيه ضيه ضيه ضيه قققق         n  و}b{ n  دو دنباله وLblimalim n
n

n
n

========
∞∞∞∞→→→→∞∞∞∞→→→→

}c{چنين فرض كنيم ، هم n   

n  ،nnnاي باشد به قسمي كه براي هر دنباله bca }c{در اين صورت . ≥≥≥≥≥≥≥≥ n  نيز همگراست وLclim n
n

====
∞∞∞∞→→→→

.  

Lblimچون . عدد حقيقي دلخواهي باشد o>εفرض كنيم : اثبات    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n
n

=
∞→

وجود دارد، به طوري كه براي هر  N∈1Mبنابراين عدد  

2Mn −>εداشته باشيم  ≤ |La| n .كنيم حال فرض مي}M,M{MaxM Mnباشد و  =21 1MMچون . ≤ 2MMو  ≤ بنابراين  ≤

1Mn 2Mnو  ≤ −>εو داريم  ≤ |Lb| n  وε<− |La| n  . بنابراينε+<<ε− LbL n  وε+<<ε− LaL n . از طرفي براي هرn ،

nnn bca Mnپس براي هر  ≥≥ ≥ ،ε+<≤≤<ε− LbcaL nnn  يعنيε<− |Lc| n  و بنابراينLclim n
n

=
∞→

  

  

====oدانيم يم: : : : 51515151مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه         
∞∞∞∞→→→→ kn n

lim
1

  .هاي زير بحث كنيدعددي طبيعي است در همگرايي دنباله kكه در آن  

) الف












−−−−++++

−−−−−−−−

35

12
2

2

nn

nn
  

  :داريم    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

2

2

2

2

31
5

11
2

35

12

nn

nn

nn

nn

−+

−−
=

−+

−−
  

22  :اما
11

2
11

2
22

=−=−−=







−−

∞→∞→∞→∞→
o

n
lim

n
limlim

nn
lim

nnnn
  

  55
1

3
1

5
31

5
22

=−+=−+=







−+

∞→∞→∞→∞→
oo

n
lim

n
limlim

nn
lim

nnnn
  

  :در نتيجه
5

2

35

12
2

2
=

−+

−−

∞→ nn

nn
lim
n

  

) ب








n

ncos
  

www.konkur.in

forum.konkur.in



  )1(رانسيل و انتگرال ديف  
 

 20 

11دانيم همواره مي    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ ≤≤− xcos  در نتيجه براي هر عدد طبيعيn ،
nn

ncos

n

11
≤≤

−
=oاز طرفي چون . 

−
=

∞→∞→ n
lim

n
lim

nn

11
پس طبق  

=oقضيه فشردگي 
∞→ n

ncos
lim
n

.  

  

                : : : : 52525252مسائل صفحه مسائل صفحه مسائل صفحه مسائل صفحه         
  :د كه آيا دنباله موردنظرهاي زير مشخص كنيدر هر يك از تمرين

  .كراندار است) از بالا يا پايين) (الف

  .اندجملات دنباله مثبت يا منفي) ب

  .اندصعودي يا نزولي و يا نوساني) ج

  .و يا هيچ يك ∞−∞−∞−∞−و يا واگرا به  ∞+∞+∞+∞+اگر واگراست به  همگرا يا واگراست؛ و) د

1 - 












++++ 1

5
2

2

n

n
  

⇒≥⇒    كراندار است    na            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
+

−=
+

−+
=

+

−+
=

+
= 5

1

5
5

1

515

1

555

1

5
22

2

2

2

2
|a|

nn

)n(

n

n

n

n
a nn        

چنين واضح است كه در اند و هماز طرفي جملات دنباله همگي مثبت
1

5
5

2 +
−=
n

an با افزايش ،n ،12 +n  افزايش پس
1

5
2 +n

. يابدكاهش مي 

پس 
1

5
5

2 +
−=
n

an پس . يابدافزايش ميna  5صعودي است و
1

1

5
1

1

5

1

5

22

2

2
=

+
=

+
=

+
=

∞→

∞→∞→∞→

n
lim

n

lim
n

n
limalim

n

nn
n

n
 .  

2 - 








++++ 1

2
2n

n
  

اند، از طرفي جملات دنباله مثبت    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

n
n)

n
n(n

n

n

n

1
2

1
2

1

2
2

+
=

+
=

+
 است پس 2دانيم كه جمع هر عدد مثبت و معكوس آن بزرگتر يا مساوي ميو 

1
1

2
2

1
≤

+
⇒≥+

n
n

n
n  1بنابراين≤< nao با افزايش  همچنين ،است كرانداراي دنباله است وn زنيم شود پس حس ميمخرج بزرگ و بزرگتر مي

   .نزولي و همگرا به صفر استدنباله 

111 �.) همواره برقرار است(
1

1
1

1

11

1

1
1

1

1

1
1

2
1

2
1 >+⇔<

+
⇔<

+
−⇔

+
++≥+⇔

+
++

≤
+

⇔≤ + )n(n
)n(nnnn

n
n

n

n
n

n
n

aa nn  

o=
+

=
∞→∞→

n
n

limalim
n

n
n 1

2
  

3- 










 −−−−
++++

n

)(
n1

4  

1جملات دنباله مثبت، و چون     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
1

1 ≤
−

≤−
n

)(
n

5پس  
1

43 ≤
−

+≤
n

)(
n

  .است 4و دنباله كراندار است، همچنين دنباله غيريكنوا و همگرا به  

4
1

4
1

4 =
−

+=
−

+=
∞→∞→∞→ n

)(
lim

n

)(
limalim

n

n

n

n
n

n
  

4 - 








n
sin

1
  

www.konkur.in

forum.konkur.in



 )1(ديفرانسيل و انتگرال 
 

21

1ار است زيراكرانددنباله و  جملات دنباله مثبت    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
1

2
1

1
<<⇒

π
<≤<

n
sin

n
oo همچنين با افزايش ،n   و كاهش

n

1
، مقدار 

n
sin

1
در  ناحيه 

oo: دنباله همگرا به صفر است زيرا . باشديابد و دنباله نزولي مياول كاهش مي ===
∞→∞→

)sin()
n

limsin(
n

sinlim
nn

11
.  

5 - 










 −−−−

n

n 12
  

طرفي  از .و دنباله از پايين كراندار است پس جملات نامنفي. است o≥naدنباله اين در     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
n

n
n

n 112
−=

−
{و }n{و 

n
{

1
. اندهر دو صعودي−

پس دنباله 










 −

n

n 12
nهمچنين. ن صعودي بودن دنباله را نشان دادتوااز روش مشتق نيز مي. صعودي است 

n
n >−

1
پس دنباله از بالا كراندار نيست   

=−=∞و 
−

∞→∞→
)

n
n(lim

n

n
lim

nn

112
.  

6 - 








n

nsin
  

1    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
11

1 ≤≤≤−≤−
nn

nsin

n
گيرد، جملات آن مثبت و ميهاي مختلف قرار در ناحيه nكمان  nبنابراين دنباله كراندار است و چون با افزايش  

−==oپس دنباله غيريكنوا است و چون  . شودمنفي مي
∞→∞→ n

lim
n

lim
nn

11
=o، طبق قضيه فشردگي 

∞→ n

nsin
lim
n

  .و دنباله همگراست

7 - 






 ππππ

2
n

cosn  

Kooooبا نوشتن چند جمله از اين دنباله داريم     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ ,,,,,,, 642   .و واگراست) غيريكنوا(كران، با جملات مثبت و منفي پس دنباله بي−−

8 - 






 ππππ

2
n

sinn  

Koooo: نويسيمباز هم چند جمله اول آن را مي    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ ,,,,,,,, 7531   .و واگراست) غيريكنوا(كران، با جملات مثبت و منفي پس دنباله بي−−

9 - 



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


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n
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دانيممي    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ


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=
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

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

 −

n
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n
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n 11
xcos)x(cosزيرا  <oو چون  −=

n
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1
<oپس  

n
cosn

1
جملات مثبت و دنباله از پايين و  

}شود و چون كراندار مي }n و








n
cos

1
(اندهر دو صعودي 









n
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1
ولي تركيب دو تابع نز 








x

,xcos
1

-، پس حاصل.)باشدپس صعودي مي. است 

xxsin چون در ناحيه اول. دهيم دنباله از بالا كراندار نيستدر ادامه نشان مي. .ها نيز صعودي استضرب آن بنابراين≥
n

)
n

sin(
2

1

2

1
  و  ≥

n
na))

n
((n))

n
(sin(n))

n
(sin(n

n
cosna n

n
)

n
sin(

xxsin
n 2

1
2
1

21
2
1
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2
1
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1 22

2
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2
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−−−−====∞+∞+∞+∞+از طرفي چون  
∞∞∞∞→→→→ n
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n 2
1

}a{پس  nاز بالا كراندار نيست.  

====∞+∞+∞+∞+ثابت كنيد  -10
∞∞∞∞→→→→

nlim
n

++++====∞+∞+∞+∞+توان نتيجه گرفت كه آيا از اين مي. 
∞∞∞∞→→→→

1nlim
n

  ؟

      ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

  knknMn:M,knlim
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n
≥+ →>⇒≥∈∃>∀⇒∞= >+
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  .هاي زير را بررسي كنيددنباله ∞−∞−∞−∞−يا  ∞+∞+∞+∞+همگرايي، واگرايي و واگرايي به  -11

) الف










 −−−−
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==∞+      ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
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
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∞→∞→∞→ n

n
lim

n

n
n

lim
n

n
lim

nnn

22
2

2
1

1
1

  

) ب



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  .واگراست ∞−به و زيردنباله جملات فرد  ∞+ي جملات زوج به زيردنباله. دنباله واگرا    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
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
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  ::::57575757تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه 

تابع 
1
13

−−−−
−−−−

====
x

x
)x(f گيريمرا در نظر مي.  

})/({هاي ول هر كدام از دنبالهي اپنج جمله - 1 n 111 −− o  و})/({ n 111 −+ o  را بنويسيد و حدس بزنيد هر كدام از دو دنباله به چه عددي

  همگرا هستند؟

      ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

  9999999999111 54321
1 /a,/a,/a,/a,a:})/({ n ooooo =====− −  

  11111111111 54321
1 ooooooo /b,/b,/b,/b,b:})/({ n =====+ −  

  .شوندنزديك مي 1هر دو دنباله به عدد 

  .ل كنيدجدول زير را تكمي - 2

                        x  شود         نزديك مي   1  از راست به عددx  شودنزديك مي    1  از چپ به عدد  
  

1  1/1  01/1  001/1  0001/1  1  9999/0  999/0  99/0  9/0  0  x  

 f(x)  1  971/2  9701/2  019970/2  99970001/2  ؟  00030001/3  003001/3  0301/3  31/3  3

                   f(x)          شود         نزديك مي   3  به عددf(x)  شودنزديك مي    3  به عدد  
  

نزديك  1به  1تر از با مقادير بزرگ xي مختصات رسم كنيد و سپس به كمك نمودار تابع حدس بزنيد كه اگر را در صفحه fنمودار تابع  -3

  به چه عددي نزديك خواهدشد؟ f(x)نزديك كنيم،  1ه ب 1تر از را با مقادير كوچك xچنين شود و هم

  3    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

  :نويسيمتر ميبراي رسم تابع ابتدا آن را ساده
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−
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−

=
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  ::::60606060تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه     

ها و وضعيت مقادير تابع ويژگي
11 −−−−++++

====
x

x
)x(f هاي ي اول دنبالهبه ازاي چهار جمله})/{(

n1o  و})/({
n1o−−−−  را در نزديكيo====x  با

x(flim(تنظيم جدول و رسم نمودار تابع توصيف كنيد و سپس 
x o→→→→

  .را تخمين بزنيد 

11111      ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ 4321 ooooooooooo /a,/a,/a,/a:})/{( n ====  

  11111 4321 ooooooooooo /b,/b,/b,/b:})/({ n −=−=−=−=−  

1/0  01/0  001/0  0001/0  0  0001/0-  001/0-  01/0-  1/0  x  

 f(x)  949/1  994/1  9994/1  99994/1  ؟  00004/2  0004/2  004/2  048/2
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  ::::61616161تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه     

x[x)x(f[ابتدا نمودار تابع  ],(را در بازه  ====++++ 2o  رسم كنيد و سپس مقادير)x(flim
x −−−−→→→→1

x(flim(و  
x ++++→→→→1

x(flim(آيا . را تخمين بزنيد 
x 1→→→→

 

  وجود دارد؟

      ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
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=+=
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  ::::60606060طرح يك مسأله صفحه طرح يك مسأله صفحه طرح يك مسأله صفحه طرح يك مسأله صفحه     

وجود حدهاي 
x

sinlim
x

π
+→o

و  
x

sinlim
x

π
−→o

اصطلاحاً گوييم رفتار تابع . (را بررسي كنيد 
x

sin)x(f
ππππ

بررسي  o=xرا در مجاورت  ====

  .)كنيد

براي بررسي     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
x

sinlim
x

π
+→o

ي دو دنباله. تر از صفر به صفر ميل كندگيريم كه با مقادير بزرگهايي را در نظر مي، دنباله
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an
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و  =

14

2

+
=

n
bn گيريمرا در نظر مي .}a{ n ي همگرا به صفر است و جملات دنباله)}a(f{ n پس اين دنباله همگرا به صفر . همگي برابر صفر هستند

}b{از طرفي . است n ي صورتي كه جملات دنباله نيز همگرا به صفر است، در)}b(f{ n  بنابراين . همگراست 1پس اين دنباله به . باشدمي 1همگي برابر

}a{ n  و}b{ n عدد ثابت و مشخص همگرا  هاي به دست آمده براي مقادير تابع به يكهر دو با مقادير مثبت همگرا به صفر هستند، در صورتي كه دنباله

پس . نيستند
x

sinlim
x
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+→o

  .وجود ندارد 

  

  

  

  

  

  

  

  

به طور مشابه با در نظر گرفتن 
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و  =−
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bnهاي ، دنباله}a{ n  و}b{ n در صورتي كه شوند، با مقادير منفي به صفر نزديك مي

)}a(f{ n  بهo  و)}b(f{ n  پس . همگراست -1به
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  .نيز وجود ندارد 

  

  ::::66666666تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه     

====∞−∞−∞−∞−نشان دهيد كه 
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=∞−، 4، سؤال 41از طرفي طبق مسائل صفحه 
−
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lim  .استفاده كرد 4توان از سؤال پس مي(.  

  

  ::::67676767تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه     

=∞−نشان دهيد كه 
−
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→ 21 1
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)x(
lim
x

  

}a{فرض كنيم     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n 1اي دلخواه با مقادير مخالف يك باشد، به طوري كه دنباله=
∞→
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alim  .در اين صورت:  
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→ 21 1

1

)x(
lim
x

 .  

  

  ::::68686868تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه     

: دبير
1+++++∞+∞+∞+∞→→→→ x

x
lim
x

  .را حدس بزنيد 

سازي در رابطه با حدسيه: گونه مسأله را بررسي كرده استمحسن اين    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
1++∞→ x

x
lim

x
و يا  1سروكار داريم، پس عدد  xتر با مقادير بزرگ و بزرگ 

=1تقريب كنيم، مقادير تابع با  xمخرج كسر را با  x+1پس اگر . ناچيز است xهر عدد ثابت ديگري در مقابل 
x

x
بنابراين مقادير اين . گردندتقريب مي 

1زنيم در نتيجه حدس مي. هستند 1هاي بزرگ، عددهاي نزديك xراي تابع ب
1
=

++∞→ x

x
lim

x
  آيا استدلال و تفكر شهودي محسن درست است؟ بله.  

}a{هاي توانيد دنبالهمي n  و}b{ n هاي با ضابطهnan 12و  = += nbn  در مورد مقدار . واگرا هستند، محك بزنيد ∞+را كه هر دو به

1+−∞→ x

x
lim

x
  كنيد؟چگونه فكر مي 

1  :كنيمتقريب مي nرا با  n+1نهايت در بي
11

==
+

=
+

⇒=
+∞→∞→∞→ n

n
lim

n

n
lim

a

a
limna

nnn

n

n
n  

  1
2

1

1
1

2

22

2

2
2 =

+

+
=

+
⇒+=

+∞→

+∞→⇒+∞→

+∞→+∞→ n

n
lim

n

n
lim

b

b
limnb

n

nn

nn

n

n
n  

  

  ::::69696969ه ه ه ه تمرين در كلاس صفحتمرين در كلاس صفحتمرين در كلاس صفحتمرين در كلاس صفح    

مقدارهاي  - 1
12 +++++∞+∞+∞+∞→→→→ x

x
lim
x

و  
12 ++++−∞−∞−∞−∞→→→→ x

x
lim
x

  .را در صورت وجود، حدس بزنيد 

1            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
1 22

====
+ +∞→+∞→+∞→+∞→ x

x
lim

|x|

x
lim

x

x
lim

x

x
lim

xxxx
        

        1
1 22

−=
−

===
+ −∞→−∞→−∞→−∞→ x

x
lim

|x|

x
lim

x

x
lim

x

x
lim

xxxx
  

12 +n  22و +n  2را باn كنيمتقريب مي 
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  .حدهاي زير را حدس بزنيد. در شكل زير نشان داده شده است fنمودار تابع  - 2

x(flim() الف
x

−−−−→→→→2
  

        ∞+    ::::سخسخسخسخپاپاپاپا
x(flim() ب

x
++++→→→→2

  

        ∞+    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
x(flim() پ

x −∞−∞−∞−∞→→→→
  

        2    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
x(flim() ت

x +∞+∞+∞+∞→→→→
  

        2    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

تابع  -3
x

x
)x(f

1++++
}a{و دنباله  ==== n  با ضابطهn

na o1−= را در نظر بگيريد.  

  .را محاسبه كنيد f(x)مقادير اين دنباله را طبق جدول زير اختيار كند،  xوقتي ) الف

      ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

10000 -  1000 -  100 -  10-  na  

9999/0  999/0  99/0  9/0  )a(f n  

x(flim(آيا ) ب
x −∞−∞−∞−∞→→→→

  وجود دارد؟ 

=1بله،     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
−∞→

)x(flim
x

  

جواب خود را با توجه به نمودار 
x

x
)x(f

1++++
  رو آمده كه در شكل روبه ====

. نيز توجيه كنيد







++++====

++++
====

xx

x
)x(f

1
1

1
  

            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

            1
1

1
1

1
o=

−∞→−∞→−∞→

∞→







+=

+
= x

lim

xxx

x

x
lim

x

x
lim)x(flim  

  

                ::::70707070مسائل  صفحه مسائل  صفحه مسائل  صفحه مسائل  صفحه     
  هاي زير را، در كه در زير داده شده است، مقدار هر يك از عبارت fر با استفاده از نمودا - 1

  .اگر اين مقدار وجود ندارد، توضيح دهيد كه چرا وجود ندارد. صورت وجود، مشخص كنيد

x(flim() الف
x 1−−−−→→→→

  

  o    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

x(flim() ب
x 0→→→→

  

  1    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

x(flim() پ
x 2→→→→

  

3وجود ندارد، زيرا     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
2

=
+→

)x(flim
x

1و  
2

=
−→

)x(flim
x

  .حد ندارد 2پس تابع در . يعني حد چپ و راست با هم برابر نيست 

x(flim()  ت
x 4→→→→

  

  4    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
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  :شودبه صورت زير تعريف مي (Heaviside)سايد تابع هوي - 2




<

≥
=

oo

o

t,

t,
)t(H

1
  

  .شوداز اين تابع در مدارهاي الكتريكي براي نشان دادن هجوم ناگهاني جريان الكتريكي، يا ولتاژ، در لحظه زدن كليد استفاده مي

  .سايد را رسم كنيدنمودار تابع هوي) الف

            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
        
  

t(Hlim(هاي مقدار عبارت) ب
t −→o

t(Hlim(و  
t +→o

  .را مشخص كنيد 

==1            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
+− →→

)t(Hlim,)t(Hlim
tt oo

o  

  :شودبه صورت زير تعريف مي) signumيا تابع (تابع علامت  -3

    








=

<−

>

==

o

o

o

x,

x,

x,

|x|

x
)ssgn( 1

1

  

  .نمودار تابع علامت را رسم كنيد) الف

      ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

  

  

xsgn(lim(هاي مقدار عبارت) ب
x −→o

xsgn(lim(و  
x +→o

  .را مشخص كنيد 

      ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

  1=
+→

)xsgn(lim
x o

  

  1−=
−→

)xsgn(lim
x o

  

x[]x[)x(f[نمودار تابع  - 4   .را رسم نموده و حدهاي زير را مشخص كنيد ====++++−−−−

    




∉−

∈
=−+=

Z

Z

x

x
]x[]x[)x(f

1

o
  

x(flim() الف
x −−−−→→→→1

  

  -1    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

x(flim() ب
x ++++→→→→1

  

  -1    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

x(flim() پ
x 1→→→→

  

  -1    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

=−1: توان نوشتا ميآي
→

)x(flim
ax

  ؟  Rعضو  aبه ازاي هر (  

  بله    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

با رسم نمودار تابع  - 5
]x[

x
)x(f ],[در بازه  ====   .هاي زير را، در صورت وجود، مشخص كنيد، مقدار هر يك از عبارت−−−−11

) الف
]x[

x
lim

x −→o

) ب   
]x[

x
lim

x +→o

  .)علامت جزء صحيح است [ ](          
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      ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

  ],[:D
]x[

x
)x(f 11−=  

  x)x(f]x[x −=⇒−=⇒<≤− 11 o  

x(f]x[x(: تعريف نشده    ⇒=⇒<≤ oo 1  

  1
1

1
11 ==⇒=⇒= )x(f]x[x  

. وجود ندارد  
]x[

x
lim,

]x[

x
lim

xx +− →→
=

oo

o  

مقدار  - 6





→ x

xsin
lim
x o

  .را پيدا كنيد 

xxsinگاه ، آنo>xدانيم وقتي مي    ::::خخخخپاسپاسپاسپاس >>1و در نتيجه  0>>
x

xsin
o  بنابراينo=





x

xsin
oو  

o

=





+→ x

xsin
lim

x

از طرفي وقتي .  

o<x در اين صورت ،o>−x  وx)xsin( >1، بنابراين  0>−>−
−
−

<
x

)xsin(
o  و:  

  111 <<⇒<
−

−
<⇒<

−
−

<
x

xsin

x

xsin

x

)xsin(
ooo  

o=پس در اين حالت نيز 





x

xsin
oو در نتيجه  

o

=





−→ x

xsin
lim

x

oبا توجه به مطالب گفته شده .  
o

=





→ x

xsin
lim
x

  .باشدمي 

  

2: دبه كمك تعريف ثابت كني: : : : 74747474مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه         
1
12

1
====

−−−−
−−−−

→→→→ x

x
lim
x

   

تابع     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
1

11

−
+−

=
x

)x)(x(
)x(f  1به ازاي=x  1تعريف نشده است و براي هر≠x  1داريم+= x)x(f  . از طرفي براي هر دنباله}a{ n  كه

1≠na باشد، داريم 1ا به و همگر:  

  2111 =+=+=
+∞→+∞→

)a(lim)a(flim n
n

n
n

  

2  :بنابراين
1

=
→

)x(flim
x

  

  

  ::::75757575تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه     

  :به كمك تعريف ثابت كنيد

1 - c  ،عدد ثابتcclim
ax

====
→→→→

axlimو  
ax

====
→→→→

 .  

}a{فرض كنيم ) الف    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n ه باشد كه اي دلخوادنبالهaan   :در اين صورت. باشد aو همگرا به  ≠

  cclimcclim)a(flim
axn

n
n

=⇒==
→+∞→+∞→

  

cclim: پس
an
=

→
 .  

}a{فرض كنيم ) ب n اي دلخواه و همگرا به دنبالهa  باشد، به طوري كهaan   :در اين صورت. ≠

  axlimaalim)a(flim
ax

n
n

n
n

=⇒==
→+∞→+∞→

  

2 - o
o

=
π

→ x
sinxlim

x
  

}a{فرض كنيم     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n در اين صورت. اي دلخواه با مقادير مخالف صفر و همگرا به صفر باشددنباله:  

  oo
o

=
π

⇒=
→ x

sinxlim
x

=×كراندار 
π

=
+∞→+∞→

o
n

n
n

n
n a

sin.alim)a(flim  

3- 22
axlim

ax
====

→→→→
  

}a{فرض كنيم     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n اي دلخواه و با مقادير مخالف دنبالهa  باشد كه همگرا بهa در اين صورت. باشدمي:  
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  2222 axlima)a(lim)a(flim
ax

n
n

n
n

=⇒==
→+∞→+∞→

  

4 - nn

ax
axlim ====

→→→→
  ،n  اگر (عددي است طبيعيn  ،زوج باشدo≥a.(  

}a{فرض كنيم     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n لخواه با مقادير مخالف اي ددنبالهa  و همگرا بهa در اين صورت. باشد:  

  nn

an

nn
n

n
n

n
axlimaalim)a(flim =⇒==

→+∞→+∞→
5  

  

به كمك تعريف ثابت كنيد تابع : : : : 75757575مسأله صفحه مسأله صفحه مسأله صفحه مسأله صفحه         
x

sin)x(f
ππππ

  .حد ندارد o=xدر نقطه  ====

}a{هاي دنباله    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n ي با ضابطه
n

an
1

}b{و  = n ي با ضابطه

2

1
2

1

+
=

n

bn از طرفي. هر دو مخالف صفر ولي به صفر همگرا هستند:  

  oo ==π=
+∞→+∞→+∞→ nn

n
n

limnsinlim)a(flim  

  11
2

2 ==






 π
+π=

+∞→+∞→+∞→ nn
n

n
limnsinlim)b(flim  

b(flim)a(flim(جا چون حد دنباله در صورت وجود يكتاست و در اين n
n

n
n +∞→+∞→

تعريف ، پس بنا به ≠
x

sinlim
x

π

→o
  .وجود ندارد 

  

  :ثابت كنيد::::75757575تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه     

1 - 
x

coslim
x

1
0→→→→

  .وجود ندارد 

فرض كنيم     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
x

cos)x(f
1

}a{ي در اين صورت دو دنباله. باشد = n ي با ضابطه
π

=
n

an 2

1
}b{و   n ي با ضابطه

2
2

1
π

+π
=

n

bn  را در نظر

  :از طرفي. هر دو دنباله مخالف صفر و همگرا به صفر هستند. گيريممي

  12 =π=
+∞→+∞→

ncoslim)a(flim
n

n
n

  

  o=






 π
+π=

+∞→+∞→ 2
2ncoslim)b(flim

n
n

n
  

b(flim)a(flim(چون  n
n

n
n +∞→+∞→

، پس طبق تعريف حد، ≠
x

coslim
x

1

o→
  .وجود ندارد 

با ضابطه  fتابع  - 2






>−

<
=

o

o

x,x

x,x
)x(f

1

2
  .در نقطه صفر داراي حد نيست 

}a{ي دنباله    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n ي با ضابطه
n

an
1

  . شودتر از صفر به صفر نزديك مي، از مقادير كم=−

}b{ي چنين دنبالههم n ي با ضابطه
n

bn
1

  :از طرفي. شود، با مقادير بيشتر از صفر به صفر نزديك مي=

  o=







−=

∞→+∞→

2
1

n
lim)a(flim
n

n
n

  

  11
1

−=







−=

∞→∞→ n
lim)b(flim
n

n
n

  

b(flim)a(flim(چون  n
n

n
n +∞→+∞→

x(flim(، پس بنا به تعريف حد، ≠
x o→

  .وجود ندارد 

  

2L)x(glimهايي باشند كه تابع RRRR→→→→D:g,fو باشد  RRRRاي از زيرمجموعه Dفرض كنيم : : : : 76767676صفحه صفحه صفحه صفحه     1111قضيه قضيه قضيه قضيه         
ax

====
→→→→

1L)x(flimو  
ax

====
→→→→

  .  

  : در اين صورت
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21) الف LL)x)(gf(lim
ax

++++====++++
→→→→

   

21) ب LL)x)(gf(lim
ax

−−−−====−−−−
→→→→

   

x)(cf(lim(1cL) پ
ax

====
→→→→

  .  عددي ثابت است cكه  

x)(g.f(lim(21LL) ت
ax

====
→→→→

  

گاه ، آنo≠2Lاگر ) ث
2

1

L

L

)x(g

)x(f
lim

ax
====

→→→→
 .  

  : 1اثبات قضيه     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

}a{دنباله دلخواه  n همگرا به ،a  را كهaan 1L)a(flimچون . گيريماست، در نظر مي ≠ n
n

=
+∞→

2L)a(glimو   n
n

=
+∞→

  :، پس

  21 LL)a(glim)a(flim))a(g)a(f(lim n
n

n
n

nn
n

±=±=±
+∞→+∞→+∞→

  

21  :در نتيجه LL)x)(gf(lim
ax

±=±
→

  

  1cL)a(flimc)a(cflim n
n

n
n

==
+∞→+∞→

  

  21LL)a(glim)a(flim)a(g)a(flim n
n

n
n

nn
n

==
+∞→+∞→+∞→

  

211  :در نتيجه LL)x)(g.f(lim,cL)x(cflim
axax

==
→→

  

  o≠==

+∞→

+∞→

+∞→
2

2

1 L,
L

L

)a(glim

)a(flim

)a(g

)a(f
lim

n
n

n
n

n

n

n
  

=≠o  :در نتيجه
→

2
2

1 L,
L

L

)x(g

)x(f
lim

ax
  

  

  :نشان دهيد: : : : 76767676مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه         

nn) الف

ax
axlim ====

→→→→
  

a(P)x(Plim(گاه اي دلخواه باشد، آنچندجمله يك P(x)اگر ) ب
ax

====
→→→→

  

  : گاه، آنa(Q(≠oاي دلخواه باشند و دو چندجمله Q(x)و  P(x)اگر ) پ
)a(Q

)a(P

)x(Q

)x(P
lim

ax
====

→→→→
  

nn  )الف    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

axaxax

n

ax
a)xlim()xlim()xlim(xlim ===

→→→→
L  

oLاگر ) ب axaxa)x(P n
n

n
n +++= −

−
1

  :داريم) 1(قضيه  گاه طبق قسمت الف و قسمت پآن 1

  )a(Paaaaaalimxlimaxlima)x(Plim n
n

n
n

ax

n

ax
n

n

ax
n

ax
=+++=+++= −

−
→

−

→
−

→→
0

1
1

1
1 oo LL  

  :داريم) ب(و قسمت ) 1(قضيه ) ث(طبق قسمت ) پ

  
)a(Q

)a(P

)x(Qlim

)x(Plim

)x(Q

)x(P
lim

ax

ax

ax
==

→

→

→
  

  

          ::::77777777تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه     

  :ثابت كنيد) 1(به كمك قضيه  - 1

L)x(flim
ax

====
→→→→

−=oاگر و تنها اگر  
→

)L)x(f(lim
ax

 .  

L)x(flimم اگر كنيابتدا ثابت مي    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
ax

=
→

−=oگاه ، آن
→

)L)x(f(lim
ax

 :  
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  o=−=−=−
→→→

LLLlim)x(flim)L)x(f(lim
axaxax

  

−=oفرض كنيم : برعكس
→

)L)x(f(lim
ax

  :در اين صورت. 

  LLLlimL)x(f(lim)L)x(f(lim)x(flim
axaxaxax

=+=+−⇒=+−=
→→→→

oo1  

  :ثابت كنيد) 1(به كمك قضيه  - 2

369) الف 2

2
====

→→→→
xlim

x
  

) ب
3
4

1

2

2
====

++++→→→→ x

x
lim
x

  

41 )پ 22

1
====++++++++

→→→→
)xx)(x(lim

x
  

            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

        362999 22

22

2

2
=×==

→→→
)xlim)(lim(xlim

xxx
  الف(    

  
3

4

12

2

111

2

22

2

2

2

2

2
2

2
=

+
=

+
=

+
=

+
→→

→

→

→

→
xx

x

x

x

x lim)x(lim

)xlim(

)x(lim

xlim

x

x
lim )ب  

  ))xlim)(()xlim(()xlimxlim)(limxlim()xx(lim.)x(lim)xx)(x(lim
xxxxxxxxx

11111 2

1

2

11

2

11

2

1

2

1

2

1

22

1
++=++=++=++

→→→→→→→→→
  پ( 

  41111 =++= ))((  
  

o: نشان دهيد:  :  :  :  78787878مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه     
o

=
→ x

sinxlim
x

12  

ابتدا توجه كنيد كه چون     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
x

sinlim
x

1

o→
  : توان گفتنيست، نمي موجود 

  
x

sinlimxlimxlim
x

sinxlim
xxxx

11 222

oooo →→→→
××=  

1ولي به علت اين كه 
1

1 ≤≤−
x

sin شود، رو هم مشاهده ميطور كه در شكل روبه، پس همان

222 1
x

x
sinxx oدانيم از طرفي مي. باشدمي −≥≥

oo
=−=

→→

22 )x(limxlim
xx

پس طبق  

  :گيريمقضيه فشردگي نتيجه مي

  o
o

=
→ x

sinxlim
x

12  

  

به جز احتمالاً در خود (،  aي بازي شامل در بازه xهرگاه به ازاي هر : : : : 78787878صفحه صفحه صفحه صفحه     2222قضيه قضيه قضيه قضيه         

a ()x(g)x(f)x(h x(glimL)x(hlim(و نيز  ≥≥≥≥≥≥≥≥
axax →→→→→→→→

L)x(flim: گاهآن ========
ax

====
→→→→

 .  

  

  

  

  

}a{ه دلخواه بايد نشان دهيم كه براي هر دنبال: اثبات قضيه فشردگي    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n  كه همگرا بهa  است وaan }a(f{(، دنباله ≠ n  بهL همگراست.  

}a{دانيم براي هر دنباله مي n  كه بهa  همگراست، به ازايn ،هاي به اندازه كافي بزرگna يگي محذوف در يك همساa بنابراين. گيردقرار مي:  

  )a(g)a(f)a(h,L)a(glim)a(hlim nnnn
n

n
n

≤≤==
+∞→+∞→
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L)a(flim: ها داريمپس طبق قضيه فشردگي در دنباله n
n

=
+∞→

L)x(flim، بنابراين  
ax

=
→

 .  

  

  : هايي از توابع كراندارمثال: : : : 79797979مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه         

تابع ) الف
x

sin)x(f
1

fDx∈∈∈∈ ،1راندار است، زيرا به ازاي هر اش كدر دامنه ====
1
≤≤≤≤

x
sin   

x(f(]x[تابع ) ب x,x{A{بر مجموعه  ==== 11 <<<<<<<<−−−−∈∈∈∈==== R  كراندار است، زيرا به ازاي هرAx∈∈∈∈ ،f(x)  پس  - 1يا صفر است و يا ،

1≤≤≤≤|)x(f| .  

            ::::سخسخسخسخپاپاپاپا
        
  

  

  
  

21نشان دهيد تابع ::::79797979تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه      x)x(f   .اش كراندار استدر دامنه ====−−−−

1111  :كنيمرا تعيين مي f(x)ي ابتدا دامنه    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ 22 ≤≤−⇒≤⇒≥− xxx o  

Df],[بنابراين    :، از طرفي=−11

  111111111 2222 ≤≤⇒≤−≤⇒≥−≥⇒−≥−≥⇒≤≤⇒≤≤−⇒∈ )x(fxxxxxDx f ooooo  

  .باشداش كراندار ميهدر دامن f(x)يعني تابع 
  

=oاگر ::::80808080صفحه صفحه صفحه صفحه     3333قضيه قضيه قضيه قضيه     
→

)x(flim
ax

=oگاه كراندار باشد، آن aدر يك همسايگي محذوف  gو تابع  
→

)x(g)x(flim
ax

  

}a{طبق تعريف حد به ازاي هر دنباله : 3اثبات قضيه     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n  كه همگرا بهa  باشد وaan =oداريم  ≠
+∞→

)a(flim n
n

كه در يك  gو براي تابع  

|M|)a(gوجود دارد كه  Mكراندار است، عدد مثبتي مانند  aهمسايگي محذوف  n شود كه دنباله پس طبق قضيه فشردگي نتيجه مي ≥

)}a(g)a(f{ nn بنابراين . همگرا به صفر استo=
→

)x(g)x(flim
ax

 .  

  

  : داريم) 3(بنا بر قضيه : : : : 80808080مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه         

    o=
−

−
→ 1

1
1 2

1 x
sin)x(lim

x
 )1  

−=o: زيرا
→

2

1
1)x(lim

x
1و  

1

1
1 ≤

−
≤−

x
sin  يعني تابع

1

1

−
=

x
sin)x(g كراندار است.  

    o=
→

]x[xlim
x

2

0
 )2  

o: زيرا
o

=
→

2xlim
x

x[)x(g[و تابع     .كراندار استr=1در يك همسايگي محذوف صفر و به شعاع مثلاً  =

  

  : : : : 80808080تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه         

=oنشان دهيد كه اگر  - 1
→

|)x(f|lim
ax

=oگاه ، آن 
→

)x(flim
ax

  

|x(f|)x(f|)x(f(دانيم مي    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ =oاز طرفي طبق فرض . −≥≥
→

|)x(f|lim
ax

−=oو در نتيجه  
→

|)x(f|lim
ax

پس بنا به قضيه . شودمي 

=oفشردگي 
→

)x(flim
ax

  .است 

22داشته باشيم  o≠xاگر به ازاي هر  - 2 33 x)x(fx x(flim(، مطلوب است −−−−≥≥≥≥≥≥≥≥++++
x o→

.  

22چون     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ 33 x)x(fx 333و  −≥≥+ 22 =+=−
→→

xlimxlim
xx oo

=3ي فشردگي پس طبق قضيه 
→

)x(flim
x o

  .باشدمي 
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تابع ديريكله با ضابطه  -3




=
,

,
)x(D

o

1
oثابت كنيد . داده شده است 

o
=

→
)x(xDlim

x
.  

)|x(D(|(چون تابع ديريكله كراندار است     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ oو  ≥1
o

=
→

xlim
x

  :داريم 3طبق قضيه  

  o=كراندار×=
→

o
o

)x(xDlim
x

  

  

  :گيري داريمطبق قاعده ريشه: : : : 81818181مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه         

    
5
1

25
1

23

2
23

========
−−−−

−−−−

→→→→ x

x
lim
x

 )1  

    
3

1
27

1

2

6 33
25

−−−−
====

−−−−
====

++++

−−−−

→→→→ x

x
lim
x

 )2  

  

4مقدار : : : : 81818181تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه         
21 12

15

−−−−

++++

→→→→ x

x
lim
x

  .به دست آوريدرا  

      ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

  2
1

16

12

15

12

15

12

15
44 2

1

14
21

4
21

==
−

+
=

−

+
=

−

+

→

→

→→ )x(lim

)x(lim

x

x
lim

x

x
lim

x

x

xx
  

  

تابع : : : : 82828282مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه         






>>>>++++

≤≤≤≤−−−−
====

11

112
2

x,x

x,x
)x(f 2به كمك تعريف حد راست ثابت كنيد . را در نظر بگيريد

1
====

++++→→→→
)x(flim

x

.  

}a{فرض كنيد     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n باشد  1اي دلخواه و همگرا به دنباله)a( n   :گاهتر باشند، آنبزرگ 1كه مقادير آن همگي از  ≠1

  21112 =+=+=
+∞→+∞→

)a(lim)a(flim n
n

n
n

  

2پس طبق تعريف 
1

=
+→

)x(flim
x

  

  

=1: به كمك تعريف حد راست ثابت كنيد: : : : 83838383تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه         
+→ x

|x|
lim

x o

  

}a{فرض كنيم     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n ه باشد كه تمام جملاتش مثبت است اي دلخوادنباله)a( n o>  وo=
+∞→

n
n

alim در اين صورت:  

  1==
+∞→

>

+∞→+∞→ n

n

n

na

n

n

n
n

n a

a
lim

a

|a|
lim)a(flim

o
  

=1پس بنا به تعريف حد راست، 
+→ x

|x|
lim

x o

 .  

  

تابع : : : : 83838383مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه         






>>>>++++

≤≤≤≤−−−−
====

11

112
2

x,x

x,x
)x(f  را در نظر گرفته و)x(flim

x
−−−−→→→→1

  .را به كمك تعريف حد چپ به دست آوريد 

}a{فرض كنيد     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n باشد  1اي دلخواه و همگرا به دنباله)a( n   :گاهتر باشند، آنكوچك 1كه مقادير آن همگي از  ≠1

  11212 =−=−=
+∞→+∞→

)a(lim)a(flim n
n

n
n

  

1پس طبق تعريف 
1

=
−→

)x(flim
x

  

  

x(flim(به كمك تعريف ثابت كنيد كه اگر : : : : 83838383در كلاس صفحه در كلاس صفحه در كلاس صفحه در كلاس صفحه     تمرينتمرينتمرينتمرين        
ax ++++→→→→

x(flim(و  
ax −−−−→→→→

  گاهباشند، آن Lموجود و مساوي عدد حقيقي  

 )x(flim
ax→→→→

  .است Lموجود و مساوي  

x گويا  

x اصم  
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x(flim(چون     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
ax
++++→→→→

}a{موجود است پس براي هر دنباله  n  باشد و  1دنباله دلخواه كه همگرا بهaa n }a(f{(دنباله  < n  بهL  و  همگراست

x(flim( چون
ax −−−−→→→→

}a{پس براي هر دنباله   n  باشد و  1دنباله دلخواه كه همگرا بهabn }b(f{(دنباله  > n  بهL فرض كنيد حال . همگراست

}c{ n باشد  1اي دلخواه و همگرا به دنباله)c( n }c{چه جملات  ≠1 n كوچكتر ازa باشد و چه بزرگتر با توجه به مطالب فوق)}c(f{ nبه L  همگرا

x(flim( بنابراين . شودمي
ax→→→→

  .باشدمي Lموجود و برابر 

  
  

1ثابت كنيد : : : : 84848484مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه         
1

0
====





→→→→ x
xlim

x
، كه در آن،  





x

1
جزء صحيح  

x

1
  .است 

S  ،S]S[Sدانيم به ازاي هر عدد حقيقي مي    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ و با انتخاب  1−>≥
x

S
1

= ،o≠x داريم:  

  )1 (
xxx

11
1

1
≤





<−  

  :گيريمرا براي دو حالت زير در نظر مي) 1(رابطه 

1  .كنيمضرب مي o>xرا در ) 1(هاي طرفين نامساوي) 1
1

1 ≤




<−
x

xx  

=11 چون
+→ox

lim  11و =−
+→

)x(lim
x o

1  :، بنا بر قضيه فشردگي داريم
1

=





+→ x
xlim

x o

  

  .كنيمضرب مي o<xرا در ) 1(هاي طرفين نامساوي) 2

  x
x

x −<





≤ 1

1
1  

=11چون 
−→ox

lim  11و =−
−→

)x(lim
x o

1  :ين طبق قضيه فشردگي داريم، بنابرا
1

=





−→ x
xlim

x o

  

1در نتيجه 
1

=





→ x

xlim
x o

  

  

: نشان دهيد: : : : 84848484تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه         
x

|x|
lim
x o→

  .موجود نيست 

}a{فرض كنيم     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n ي با ضابطه
n

an
1

}b{و  = n ي با ضابطه
n

bn
1

}a{باشد، در اين صورت  =− n  و}b{ n از . به صفر همگرا هستند

  :طرفي

  1
1

1

===
∞→+∞→+∞→

n

nlim
a

|a|
lim)a(flim

nn

n

n
n

n
  

  1
1

1

−=
−

==
+∞→+∞→+∞→

n

nlim
b

|b|
lim)b(flim

nn

n

n
n

n
  

و چون حدها با هم برابر نشد، پس بنا به تعريف حد 
x

|x|
lim
x o→

  .جود نداردو 

  

|x||xsin|نامساوي : : : : 84848484نتيجه صفحه نتيجه صفحه نتيجه صفحه نتيجه صفحه            .برقرار است) برحسب راديان( xبه ازاي هر  ≥≥≥≥

ooشود مي o=xنامساوي به ازاي : برهان كه اين هم درست است و به ازاي  ≥
2

π
<< |x|o  باشد و نامساوي به برقرار مي) 1(، نامساوي به خاطر

ازاي 
2

π
≥|x|  1نيز واضح است كه برقرار است، زيرا≤|xsin|  
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asinxsinlimگاه يك عدد حقيقي باشد، آن aاگر : به كمك تعريف حد ثابت كنيد::::85858585مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه         
ax

====
→→→→

  

}a{دنباله دلخواه : اثبات    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n  كه همگرا بهa  است و براي هر عدد طبيعيn ،aan   :را در نظر بگيريد؛ در اين صورت ≠

  |aa|
aa

sin
aa

cos
aasin

|asinasin| n
nnn

n −≤
−

≤
−−

=−
2

2
22

2  

asinasinlimبنابراين  n
n

=
+∞→

asinxsinlimدر نتيجه طبق تعريف حد،  
ax

=
→

 .  

  

          : : : : 85858585تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه         
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  |aa|
aaaa

sin
aa

sin
aa

sin|acosacos| n
nnnn

n −=
−

≤
−

≤
+−

−=−
2

2
2

2
22

2  
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      ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
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→
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حد تابع : : : : 86868686مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه         
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حد تابع : : : : 86868686مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه         
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مقدار : : : : 86868686تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه         
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مقدار : : : : 87878787مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه         
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مقدار : : : : 87878787تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه         
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=
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مقدار : : : : 88888888مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه         
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  .)كنيمحساب مي πيگي محذوف حد را در يك همسا( π≠xكنند، پس به ازاي ميل كند، صورت و مخرج كسر به صفر ميل مي πبه  xوقتي     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
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=
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=
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مقدار : : : : 88888888تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه         
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+
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=
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=
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          : : : : 88888888مسائل صفحه مسائل صفحه مسائل صفحه مسائل صفحه         
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x(g)x(f(lim((مثال بزنيد كه gو  fهاي دو تابع به نام) الف - 2
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x(flim(اشد، ولي نهوجود داشته ب 
ax→→→→
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 .  
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

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=
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با استفاده از قضيه فشردگي مقدار  -13
x

cosxlim
x
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0→→→→
  )د؟تري براي اين مسأله، ارائه دهيحل سادهتوانيد راهمي(را بيابيد  

1كراندار است و  cosدانيم تابع مي    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
1

1 +≤≤−
x

cos  222بنابراين 1
x
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x[x)x(f[با فرض اين كه  -14 3
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1
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  به چه عددي همگراست؟ 
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  .ي داده شده، حدشان موجود نيستهاي زير در نقطهاي حد، ثابت كنيد تابعبه كمك تعريف دنباله - 15
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) ب
1

1
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x

cos)x(g 1ي در نقطه====x  

      ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

 .باشدموجود نمي
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⇒
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  .اي داراي حد نيستدر هيچ نقطه) تابع ديريكله(اي حد، ثابت كنيد، تابع زير به كمك تعريف دنباله - 16

  




=
,

,
)x(D

1

o
  

}u{اي مانند دنباله 45طبق قضيه  صفحه . عددي دلخواه باشد aكنيم  فرض     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n رد كه  از اعداد گويا وجود داaun در اين صورت . →

oo →⇒= )u(D)u(D nn . با فرض
n

ub nn
2

b(D(=1شوند و همه جملات اين دنباله گنگ مي=+ n 1و در نتيجه→)b(D n . بنابراين  

)x(Dlim
ax→

   .باشدموجود نمي

ي اي حد، نشان دهيد تابع زير در نقطهعريف دنبالهبه كمك ت -17
2
1

====xداراي حد است و مقدار حد را مشخص كنيد ،.  

  




+

+
=

,x

,x
)x(f
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2
  

            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

        
2
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2

1
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



+

+
=
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n
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2
  

گويا باشد  nuبنابراين وقتي 
2

5
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∞→∞→
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گنگ باشد  nuو وقتي  
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5
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و در نتيجه  

2

5

2

1
=

→

)x(flim

x

  .باشدموجود مي  

  

شود كه تابع يافت مي mآيا مقداري براي : : : : 92929292مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه         







=

≠
=

o

o

x,m

x,
x

|x|

)x(f  درo=x پيوسته باشد؟  

=1دانيم مي    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
+→ x

|x|
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x o

=−1و  
−→ x

|x|
lim

x o

، در نتيجه  
x

|x|
lim
x o→

در تعريف ) ب(را هر عددي كه بگيريم، شرط  mلذا . وجود ندارد 

  .پيوسته كرد o=xدر  را fتوان تابع پيوستگي برقرار نيست و نمي
  

پيوستگي تابع :  :  :  :  92929292تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه         

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
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x

)x(f  1را در====x بررسي كنيد.  

  ⇒. پيوسته نيست x=1در  f            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
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نشان دهيد تابع :  :  :  :  93939393فحه فحه فحه فحه مثال صمثال صمثال صمثال ص        







=

≠
=

o

o

x,

x,
x

xsin

)x(f

1
  .پيوسته است o=xدر نقطه  

==1است و  fنقطه دروني دامنه     o=x    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
→

)(f)x(flim
x

o
o

  .پيوسته است o=xدر  fپس تابع  

  

24يد تابع نشان ده:  :  :  :  93939393تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه          x)x(f   .پيوسته است x====1ي در نقطه ====−−−−

            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

        f  1در=x پيوسته است  .⇒=⇒


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
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→
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x
xx 1

3141
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1

2
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x[)x(f[تابع : : : : 94949494مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه            .ستاز راست پيوسته است اما از چپ ناپيوسته ا nدر هر عدد صحيح  ====

  :زيرا    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

  )n(fn]x[lim)x(flim
nxnx

===
++ →→

  

n(fn]x[lim)x(flim(  :اما
nxnx

≠−==
−− →→

1  

  

x[sin)x(f[پيوستگي تابع : : : : 94949494تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه            )پيوستگي راست و چپ. (بررسي كنيد ππππ====xرا در نقطه  ====

            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

        f  درπ=x پيوستگي چپ دارد .⇒=π=π o][sin)(f   
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o
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24پيوستگي تابع : : : : 95959595تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه          xx)x(f   .را در نقاط انتهايي دامنه آن بررسي كنيد ====−−−−−−−−

],[ي اين تابع دامنه    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ  x=2و پيوستگي چپ در  x=−2پيوستگي راست در در نقاط انتهايي، بررسي  fپس منظور از پيوستگي . باشدمي −22

  .باشدمي

  f  2در−=x پيوستگي راست دارد .⇒
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)(f
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x)x(fتگي تابع پيوس: : : : 95959595مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه          ],(اش يعني را در دامنه ==== ∞+o بررسي كنيد.  

)fxlim)((جا از راست پيوسته است پيوسته است، زيرا در آن oاش يعني ي انتهايي چپ دامنهدر نقطه fتابع     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
x

o
o

=
+→

در هر  fچنين هم 

cxlimپيوسته است، زيرا  o>cي نقطه
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=
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پيوستگي تابع : : : : 95959595تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه         
1

1

−−−−
====

x
)x(f اش بررسي كنيدرا در دامنه. 

),(ي اين تابع دامنه    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ اش پيوسته است و اين تابع در تمام نقاط دامنه. است 1+∞
1

1

1

1

−
=

−→ ax
lim

ax
.  

  

  گاهعددي ثابت باشد، آن cپيوسته باشند و  aهر دو در نقطه  gو  fباشد و  gو  fهاي اشتراك دامنه تابع Dفرض كنيد : : : :     96969696صفحه صفحه صفحه صفحه     1111قضيه قضيه قضيه قضيه         
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  .اندپيوسته aهاي زير نيز در تابع 

gf) الف gf) ب  ++++ ) ث  g.f) ت  cf) پ  −−−−
g

f
  o≠)a(gبه شرطي كه  

            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
  .شوندنتيجه مي) 1(قسمت در قضيه ضرب و خارجهاي مشابه براي محاسبه حد مجموع و حاصلها به سادگي از حكمي حكمهمه: برهان

}x{به ازاي هر دنباله دلخواه .كنيمرا ثابت مي) ث(براي نمونه قسمت  n  از نقاطD  كه همگرا بهa است، داريم:  
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=≠o  :بنابراين
+∞→
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n

n

n
  

تابع ) 3(پس طبق تعريف 
g

f
  .پيوسته است aي در نقطه 

  .عكس اين قضيه همواره درست نيست: نكته
  

هاي تابع        : : : : 96969696مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه         




=
,

,
)x(f

o

1
و       





=
,

,
)x(g

1

o
  اما . پيوسته نيستند o=xحد ندارند و بنابراين در  o=xدر  

اش، حد آن با مقدار تابع در آن نقطه برابر است، پس در تمام نقاط از جمله ر هر نقطهو اين تابع ثابت د )RRRR∈∈∈∈x  ،o=)x)(g.fبراي هر 

o=x پيوسته است.  
  

  .پيوسته باشد aها در ناپيوسته باشند، ولي مجموع آن aي دو تابع مثال بزنيد كه هر دو در نقطه:  :  :  :  96969696مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه         

            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
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                : : : : 97979797صفحه صفحه صفحه صفحه     2222قضيه قضيه قضيه قضيه         
),(جا پيوست است، يعني روي اي همههر چندجمله) الف ∞∞∞∞++++−∞−∞−∞−∞====R پيوسته است.  

  .اش پيوسته استهر تابع گويا در هر نقطه از دامنه) ب

            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

oLاي تابعي است به شكلهرچندجمله) الف: برهان axaxaxa)x(P n
n

n
n ++++= −
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1

oLكه در آن 1 a,a,,a,a nn   .اندعددهاي ثابت −11

oo  :دانيممي aalim
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=
→

  

  n,,,,m,cxlim mm
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K321==

→
  

mx)x(fاين تساوي به معني آن است كه تابع  x(g(max) 1(قضيه ) پ(تابعي است پيوسته در نتيجه بنا بر قسمت  = . نيز تابعي است پيوسته =

max)x(gهايي پيوسته نظير مجموع تابع P(x)چون  پيوسته  Rاي در شود تابع چندجملهنتيجه مي) 1(و تابعي ثابت است بنا بر قسمت الف قضيه  =

  .است

هر تابع گويا تابعي است به شكل ) ب
)x(Q

)x(P
)x(f x(Q|x{D({مجموعه  fاند و دامنه ايچندجمله Q(x)و  P(x)كه در آن  = o≠∈= R است.  

اش پيوسته در تمام نقاط دامنه fتابع ) 1(قضيه ) ث(اند، در نتيجه طبق قسمت در همه جا پيوسته Q(x)و  P(x)، )2(از طرفي بنا بر قسمت الف قضيه 

  .است
  

x گويا  
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x گويا  
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تابع : : : : 98989898مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه         
1

12
2

23

−

+−+
=

x

xxx
)x(f دامنه تابع     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخهايي پيوسته است؟روي چه بازهfي، مجموعه },{D 11 +−−=R 

هاي جا پيوسته است در نتيجه تابع روي بازهشود، همهبه جز در نقاطي كه مخرج آن صفر مي fتابع ) 1(است، بنابراين طبق قضيه 

),(),(),( +∞−−−∞ 1111 UU پيوسته است.   
  

تابع : : : : 98989898تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه         
1

1
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2
2 ++++++++
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−−−−
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xx

x

x
)x(f سته است؟هايي پيوروي چه بازه  

  .است R−3}{ي تابع برابر دامنه    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
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),(,),(:  هاي زير پيوسته استبنابراين تابع روي بازه ∞+−∞ 33  
  

فرض كنيد         : : : : 98989898مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه         
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1

2
 ،)(f o ريف كنيد كه تابع را چنان تعf  درo=x پيوسته باشد.  

            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

        
)xcos(

)xcos)(xcos(
lim
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)xcos(lim)x(flim
xx oo

  

f)(=2با انتخاب  o  تابعf شوددر صفر پيوسته مي.  
  

تابع : : : : 99999999صفحه صفحه صفحه صفحه     تمرين در كلاستمرين در كلاستمرين در كلاستمرين در كلاس        
xsin

xtan
)x(f

++++
====

1
  در چه نقاطي پيوسته است؟ 

    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
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xsin

xsin

xtan
)x(f

+
=

+
=

+
=

111
هاي مخرج را است ريشهپس كافي. اندهمواره پيوسته xcosو  xsinدانيم توابع  ميو 

  :ها را حذف كنيممحاسبه كنيم و آن

2
2

21

21
π

+π=








→
π

−π=⇒−=

π
+π=⇒=

⇒=+ kx

kxxsin

kxxcos
)xsin(xcos

o
o  

اش يعني هوه نقاط به جز در همه نقاط دامنه x(f(بنابراين 
2

π
+π= kx پيوسته است  

  

x|)x(f|دانيم تابع مي:  :  :  :  99999999مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه          b)x(glimجا پيوسته است و همه ====
ax

====
→→→→

  :داريم) 3(بنابراين طبق قضيه  

    |b|)b(f))x(glim(f))x(g(flim
axax

============
→→→→→→→→

  

 g(a)و تابع در  aدر نقطه  gتر، اگر تابع و به بيان دقيق. گيريم كه تركيب دو تابع پيوسته، خود تابعي پيوسته استنتيجه مي) 3(از قضيه 

  .پيوسته است aدر نقطه  fogگاه تابع پيوسته باشد، آن
  

3نشان دهيد تابع :  :  :  :  99999999مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه         
2 1

2

++++++++

−−−−
====

xx

x
y جا پيوسته استهمه.  

)(مخرج كسر زير راديكال همواره مخالف صفر است     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ o<−=∆ بنابراين تابع گوياي . 41
1

2
2 ++

−
=

xx

x
)x(g جا پيوسته استهمه.  
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3از طرفي تابع  x)x(f )a)x(flim(همواره پيوسته است  =
ax

3=
→

3يعني تابع  gو  fوسته پس تركيب دو تابع پي. 
2 1

2

++

−
=

xx

x
))x(g(f جا همه

  .پيوسته است
  

xtan)x(fتابع :  :  :  :  100100100100تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه            در چه نقاطي ناپيوسته است؟ ====

در همه نقاط به جز xtanتابع     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
2

π
+π= kx و تابعx)x(g ≤oپيوسته است بنابراين اگر  o≥xدر   =

π
+π≠ x,kx

2
در اين  

xtan)x(fيعني تابع  صورت تركيب دو تابع  در نقاط . تابع در تمام نقاط دامنه پيوسته است. ( اش است پيوسته استدر تمام اين نقاط كه دامنه =

  . )  شودديگر تابع تعريف نمي
  

  :كنيمرا به صورت زير تعريف مي RR→→→→:fتابع : : : : 100100100100مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه         

    




−−−−
====

,x

,x
)x(f

2
  

  .را تعيين كنيد كه تابع در آن نقاط پيوسته باشد fنقاطي از تابع 

ي باز از اعداد حقيقي هم اعداد گويا وجود دارد و هم دانيم كه در هر بازهمي    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

xyيا روي خط  fگ، بنابراين نقاط تابع اعداد گن و يا روي ) گويا باشد xوقتي كه ( =

xyخط  −=   .قرار دارند) اصم باشد xوقتي كه ( 2

),(ي قدر به نقطهرو هرچهچين تابع در شكل روبهبا مشاهده نمودار به صورت نقطه 11 

رسد كه تابع در تر خواهندشد و به نظر ميها به هم متراكمچينويم، نقطهتر شنزديك

1=x  حد دارد و براي اثبات درستي حدس خود، از تعريف حد به شرح زير استفاده

  .كنيممي

}Ra∈ ،}aفرض كنيد  n قي باشد به طوري كه اي دلخواه از اعداد حقيدنبالهaa n }b{ي و زيردنباله → n ي جملات آن از اعداد گويا و كه همه

}c{ي زيردنباله n كنيمي جملات آن از اعداد گنگ تشكيل شده است را انتخاب ميكه همه.  

  nnnn c)c(f,b)b(f −== 2  

a)c(flim,a)b(flim  :بنابراين n
n

n
n

−==
+∞→+∞→

2  

a(flim(شرط اين كه  n
n +∞→

aaموجود باشد آن است كه   −= =1پس  a=1يا  2
+∞→

)a(flim n
n

}a(f{(و در نتيجه دنباله   n  11به =)(f 

  .پيوسته است x=1ي در نقطه fهمگراست و تابع 

  .براي حل مثال بالا از قضيه زير استفاده شده است
  

}a{اگر دنباله         قضيه  قضيه  قضيه  قضيه           n  همگرا بهa ي آن همگرا به باشد، هر زيردنبالهa است و بالعكس.  

}a{به عنوان مثال دنباله  n  با ضابطه
1+

=
n

n
an  همگراست، هر زيردنباله آن مانند  1كه به}a{ n2  و}a{ n 12 همگراست  1نيز به  −

)
n

n
lim,

n

n
lim(

nn
1

12

2
1

112

12
=

+
=

+−
−

+∞→+∞→
  

  

ثابت كنيد تابع :  :  :  :  101101101101تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه         






=
,

,x
)x(f

o

2
  .پيوسته است o=xي در نقطه 

=→oگويا باشد در اين صورت  naو  o→na اگر    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ 2
nn a)a(f و اگرna گنگ باشد در اين صورتoo→=)a(f n پسf  درo=x 

  پيوسته است
  

                : : : : 102102102102مسائل صفحه مسائل صفحه مسائل صفحه مسائل صفحه         
  .را پيدا كنيد fتابع نقاط ناپيوستگي  - 1

x گويا  

x گنگ  

x گويا  

x گنگ  
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







≤≤≤≤

>>>>
−−−−
−−−−

====

1

1
1
1

2

2

x,x

x,
x

x

)x(f  

  :كنيمبررسي ميx=1پيوستگي تابع را در    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

11121 2

1111
====+=

−−++ →→→→
)(f,)x(lim)x(flim,)x(lim)x(flim

xxxx

  

  .پيوسته است x=1در تمام نقاطش به جز   fبنابراين تابع 

تابع  - 2








=

≠
−+

=

o

o

x,a

x,
x

x

)x(f

283

  .پيوسته باشد o=xرا چنان انتخاب كنيد كه تابع در  aر مقدا. داده شده است 

            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

12

1

444

1

4828

2228

3 32

3
=

++
=

++++

−+
=

−+
===

→→→ )x)x((x

x
lim

x

x
lim)x(flim)(fa

xxx ooo

o  

، تابع aبه ازاي چه مقدار  -3







=

≠
=

o

o

x,a

x,|x|
x

|x|

)x(f  درo=x پيوسته است.  

            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

oo ====كراندار×=
→→

|x|
x

|x|
lim)x(flim)(fa
xx oo

o  

  .پيوسته باشد o=xدر نقطه  fرا چنان انتخاب كنيد كه تابع  bو  aعددهاي  - 4

    














>
−

=

<+

=

o

o

o

x,
xcos

xsin

x,b

x,]x[a

)x(f

1

  

            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

21
1

1

1

1

1

1 2
=+=

+
=

−

+
=

+

+
×

−
=

+++++ →→→→→
xcoslim

|xsin|

)xcos(xsin
lim

xcos

)xcos(xsin
lim

xcos

xcos

xcos

xsin
lim)x(flim

xxxxx ooooo

  

212211 =+=⇒==−⇒=−=+=
−− →→

b,abab)(f,a])x[a(lim)x(flim
xx

o
oo

  

تابع  - 5





====

2
x

)x(f در چه نقاطي ناپيوسته است؟  

بنابراين تابع . در نقاط صحيح ناپيوسته استتابع براكتي  ميدانيم     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ





=

2

x
)x(f  در نقاطZk,kx ∈=   .ناپيوسته است 2

  

x[sin)x(f[نقاط پيوستگي تابع  - 6 ],[ي را در بازه ==== ππππππππ−−−−   .مشخص كنيد 22

],[ي نمودار تابع  كه در بازه با توجه به    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ ππππππππ−−−−     رسم شده است مشخص  22

−πππاين تابع در نقاط شود كه مي
π

−= 2
2

3
,,,,x o پس مجموعه. ناپيوسته است  

],[},,,,{نقاط پيوستگي تابع برابر  πππ−
π

−−ππ− 2
2

3
22 o باشدمي.  
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  آيا عكس اين مطلب نيز درست است؟. نقطه پيوسته استنيز در آن  |f|اي پيوسته باشد، ثابت كنيد تابع در نقطه fاگر تابع  - 7

  :چون قدرمطلق تابعي پيوسته است، داريم. پيوسته باشد aدر  fفرض كنيم     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

  |)a(f||)x(flim||)x(f|lim)a(f)x(flim
axaxax

==⇒=
→→→

  

  .پيوسته است aنيز در  |f|پس 

  .ها در آن نقطه پيوسته باشدموع آندو تابع مثال بزنيد كه هر دو در يك نقطه ناپيوسته باشند ولي مج - 8

            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

        




<

≥−
=





<−

≥
=

ax

ax
)x(g,

ax

ax
)x(f

1

1

1

1        

        o=+ )x(g)x(f        
  .ها در آن نقطه پيوسته باشددو تابع مثال بزنيد كه هر دو در يك نقطه ناپيوسته باشند ولي ضرب آن - 9

  :پيوسته است x=1در  x(g.)x(f(د ولي تابع انناپيوسته x=1هر دو در  g(x)و  f(x)دو تابع     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

  
1−=

=

]x[)x(g

]x[)x(f
  

  o
ooo

o

=








=−=

=−=

 →−=
−

+

→

→
)(g.)(f,

)()x(g)x(flim

)()x(g)x(flim

)]x]([x[)x(g.)x(f

x

x 11
1

111

1

1

1  

gfگاه ناپيوسته باشد، آن aي در نقطه gپيوسته و تابع  aي در نقطه fاگر تابع : با برهان خلف، ثابت كنيد -10   .ناپيوسته است aدر  ++++

axدر  fو   g  f+فرض كنيم: برهان خلف    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ axنيز در  gدر اين صورت تفاضل اين دو تابع يعني تابع . پيوسته باشد = شود كه پيوسته مي =

axدر  f+gپس فرض خلف باطل و . خلاف فرض است   .اشدبناپيوسته مي =

xsin]x[)x(fبا استفاده از قضاياي حد و پيوستگي ثابت كنيد تابع  -11 ππππ====  رويRRRR پيوسته است.  

        ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
xsinدر اين صورت هر دو تابع ∌Zaاگر     π   و]x[ ها يعني ضرب آنشوند پس حاصلپيوسته ميxsin]x[)x(f π= شود و چون در پيوسته مي

  :توان نوشتكراندار است مي ]x[اطراف هر عدد 

oo =π=كراندار×=
→→

xsin]x[lim)x(flim
axax

  

ooو  o=πxsinدر اين صورت هر دو تابع ∋Zaاگر =×=ππ=
→→

aasin]a[xsin]x[lim)x(flim
axax

.  

  .همواره پيوسته ااست  fبراين بنا

x[)x(f[تابع  - 12
],k(روي بازه  ====2   .را بيابيد kترين مقدار بزرگ. پيوسته است 22++++

دراين صورت  x=2وقتي . ددر اين بازه برابر هيچ عدد صحيحي نباش 2xستكافيباشد پس در نقاط غير صحيح پيوسته نمي    تابع براكت    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

42 =xبنابراين. باشدمي k+2  5422باشد تا  مي 5حداكثر برابر 2 <≤⇒+∈ x)k,[x 2552و در نتيجه −=⇒=+ kk.  

تابع  -13






≠≠≠≠++++

====
====

|x|x,x

|x|x,
)x(f

2

2

2

4
  اش ناپيوسته است؟در چند نقطه از دامنه 

x|x|ابتدا معادله  ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ 11هاي با توجه به نمودار اين دو تابع جواب. كنيممي را حل 2= −= ,,x o بنابراين و با محاسبه حد . آيدمي به دستf  در

  .قطه ناپيوسته استشود تابع در هر سه ناين نقاط نتيجه مي

تابع  -14
11

34
3 −−−−++++

++++−−−−
====

x

x
)x(f اش پيوسته است؟در چند نقطه از دامنه  

 

 

 

 كنيمشرايط پيوستگي را بررسي مي
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            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

),(),[D
xxx

xx
f +∞−=⇒







≠⇒≠+⇒≠−+

−≥⇒≥+
oUo

oo

o
3

1111

33
3

  

  .اش پيوسته استو تابع در تمام نقاط دامنه

نمودار تابع  - 15






 ππππ
++++−−−−==== ]x[sinx]x[)x(f

2
],[ي را در بازه    .نيد، تابع در چند نقطه از اين بازه ناپيوسته استرسم كرده و مشخص ك 52

      ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ











=

<≤−

<≤−

<≤−

=⇒















=

<≤×
π

+−

<≤×
π

+−

<≤×
π

+−

=






 π
+−=

51

544

432

322

51

542
2

4
4

432
2

3
3

322
2

2

2

x

xx

xx

xx

)x(f

x

x)sin(x

x)sin(x

x)sin(x

]x[sinx]x[)x(f  

x,54بنابراين تابع در    .ناپيوسته است =

  

پيوستگي تابع  - 16






<<<<

≥≥≥≥
====

|x|x,|x|

|x|x,x
)x(f

22

2
2

22

  .بررسي كنيد RRRRرا روي  

.  كنيمها را مشخص ميابتدا ناحيه    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ




≥

≤
⇒≥−⇒≥⇒≥

2
222 222

|x|

|x|
|x||x||x||x||x|x

o
o .o≤|x|  فقط وقتي برقرار است كه

o=x 2باشد و≥|x|  2وقتي برقرار است كه≥x  2يا−≤x .آيدبنابراين تابه به شكل زير در مي.  







−−∈

+∞∪∪−−∞∈
=

}{),(x,|x|

),(}{),(x,x
)x(f

o

o

222

222
  

x,,22در نقاط  fتابع  با به دست آوردن حد −= o شود كه اين تابع در همه جا پيوسته استديده مي.  

xxsgn()abxx()x(f(را چنان انتخاب كنيد كه تابع  bو  aعددهاي  -17 222   .)تابع علامت است sgn. (پيوسته باشد RRRRروي  ====−−−−++++++++−−−−

      ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

  :كنيمتر ميابتدا ظاهر تابع را كمي ساده










<<−+−−

−=

+∞∪−−∞∈+−

=⇒










<−++−−

=−+

>−++−

=−++−=

12

21

12

2

2

2

2
2

2

22

2

22

22

x)abxx(

,x

),(),(xabxx

)x(f

xx)abxx(

xx

xxabxx

)xxsgn()abxx()x(f o

o

oo

o

  

=−21تابع بايد در نقاط  ,x بنابراين. پيوسته باشد:  

o

o

=−−−=++⇒−==

=−+−=+−⇒==

−+

−+

−→−→

→→

abab)(f)x(flim)x(flim

abab)(f)x(flim)x(flim

xx

xx

24242

111

22

11





−=−=⇒
−=+

=−
⇒ 12

42

1
b,a

ab

ab
  

  

+−=oبا استفاده از قضيه بولزانو ثابت كنيد معادله : : : : 104104104104مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه          34
xx اي در بازه ريشه),(   .دارد 21

34تابع     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ −+= xx)x(f دانيم كه تابع چند جمله مي. گيريمرا در نظر ميf  كه در هر نقطه ازR  يا بازه),( پيوسته است، پس در  ∞−+∞

],[بازه  o<)(f)(fاز طرفي . نيز پيوسته است 21 ),(در بازه باز  cولزانو دست كم يك عدد بنابراين طبق قضيه ب) چرا؟( 21  o=)c(fوجود دارد كه  21

+−=oريشه معادله  cيعني  34
xx است.  

  

−=oنشان دهيد معادله : : : : 104104104104تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه          xcosxاي در بازه ، ريشه),( 1o اردد. 
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            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
  xcosx)x(f −=  

  f  حداقل يك ريشه در),( 1o  دارد →<⇒>−=−= oooo )(f)(fcos)(f,)(f 11111  
  

)f(b)  ،))b(f)a(fو  f(a)عددي بين  kپيوسته و  ]b,a[در بازه  fاگر تابع         : : : : 104104104104مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه          k)x(f)x(gو  >>>>   نشان دهيد، وجود. ====−−−−

  . c(g(=oكه  ∋∋∋∋c)b,a(دارد  

=−>oطبق فرض داريم     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ k)a(f)a(g  وo>−= k)b(f)b(g  و تابعg  در بازه]b,a[ پيوسته است) .پس بنا بر قضيه بولزانو وجود ) چرا؟

c(f(kو يا  g)c(=oكه  ∋c)b,a(دارد    .شودي مقدار مياني است كه در زير بيان ميايده مثال فوق قضيه =
  

x)x()x()x(fنمودار تابع  y====2نشان دهيد كه خط : : : : 105105105105مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه          ++++−−−−−−−−==== 22   .كندرا قطع مي 31

),(در بازه  fاي جملهچون تابع چند    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ ],[در بازه  fپيوسته است، پس  ∞−+∞ 11از طرفي . نيز پيوسته است 31 =)(f  33و =)(f .  

  .كندرا قطع مي fقرار دارد نمودار  y=3و  y=1كه بين خطوط  y=2بنابراين طبق قضيه مقدار مياني خط 
  

        ::::105105105105تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه         

4آيا تابع  
4

3
++++ππππ++++==== xsin

x
)x(f  در بازه],[         تواند داشته باشد؟را مي 5مقدار  −−−−22

            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

  o=−π+⇒=+π+⇒








=

+π+=
1

4
54

4
5

4
4

33
3

xsin
x

xsin
x

y

xsin
x

)x(f  

1با فرض 
4

3
−π+= xsin

x
)x(g ي بازه در],[   :داريم −22

  g ي حداقل يك ريشه در بازه],[ ⇒−>⇒.داشته باشد 5تواند مقدار مي fدارد، بنابراين تابع  −22
=−+=

−=−+−=−
o

o

o
)(g)(g

)(g

)(g
22

1122

3122
  

                
        ::::106106106106تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه 

  .دنمودار و دامنه تابع وارون توابع زير را در صفحه مختصات رسم كني- 1

) الف
22

π
<<

π
−= x,xtan)x(f  

  

  

  

  

  

  

  

=>>π) ب  x,xcot)x(g o  
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فرض كنيد - 1




<<−

<<−
=

4342

211

x,x

x,x
)x(f   1، تابع−f 1اش ناپيوسته است؟ نمودار در چند نقطه از دامنه−f را رسم كنيد.  

 f   در),(),( 4321 U 1باشد بنابراين تابع پيوسته و يك به يك مي−f نيز پيوسته است.  

  





<<−

<<−
=

4342

211

x,x

x,x
)x(f  

  

  

  

),(),(اش  در تمام نقاط دامنه f−1شود كه با توجه به نمودار مشخص مي 421 Uo  باشدپيوسته مي.  

−−=oن دهيد كه معادله نشا- 2 13
xx  در بازه],[   .جواب دارد 21

13فرض كنيم  −−= xx)x(f در اين صورت تابعf  در همه جا پيوسته و در نتيجه در بازه],[ همچنين  . باشدنيز پيوسته مي 21

o<−=−−= 11111)(f  وo>=−−= 51282)(f  پس طبق قضيه بولزانو عددي مانندc  موجود است كهoo =−−⇒= 13 cc)c(f .  

++−+=oنشان دهيد معادله  -3 22 335
xxxx  در بازه],[ o2− داراي جواب است.  

22            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ 345 +−++= xxxx)x(f        

        f ي يك ريشه در بازه],[ o2− دارد .⇒<−⇒




>=

<++−+−=−
oo

oo

o
)(f)(f

)(f

)(f
2

2

221616322
  

−++=oي ثابت كنيد معادله - 4 12
xxxsin  حداقل دو ريشه در بازه],[ ππππππππ−−−− دارد.  

12            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ ++−= xxxsin)x(f        

  f ي يك ريشه در بازه],[ oπ− دارد  .⇒






>=

<+π−π−=+π−+π−−π−=π−

oo

o

1

11 22

)(f

)()()sin()(f
  

  .حداقل داراي يك ريشه حقيقي است o=)x(Pگاه معادله ي فرد باشد، آناي از درجهيك چندجمله P(x)ثابت كنيد كه اگر  - 5

فرض  تواناين تابع در همه جا پيوسته و  بدون آنكه به كليت مسئله خللي وارد شود مي .اي از درجه فرد باشديك چندجمله P(x)فرض كنيد     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

=∞+بنابراين . ي پرتوان مثبت باشدكرد ضريب جمله
+∞→

)x(Plim
x

=∞−و 
−∞→

)x(Plim
x

و o>)a(Pوجود دارند كه  bو  aراين اعداد بناب. 

o<)b(P).a(P  . پس بنا به قضيه بولزانو)x(Pداراي يك ريشه است.  

+∞: به كمك تعريف ثابت كنيد: : : : 109109109109مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه         
→ 2

1

x
lim
x o

  

}x{به ازاي هر دنباله     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n ،)x( n o≠  همگرا به صفر، دنباله)}x(f{ n  چرا؟(است  ∞+واگرا به .(  

اگر رفتار تابع 
21

1

)x(
)x(f

−

−
رسيم به اين نتيجه مي) شكل زير(بررسي نماييم  1را در نزديكي  =

شود، مقدار نزديك مي 1به  1تر از تر و يا كوچكبا مقادير بزرگ xكه وقتي 
21

1

)x( −

−
بدون هيچ  

  .يابدمحدوديتي و با مقادير منفي كاهش مي

به  xبه شرطي كه ) كندميل مي ∞−به  f(x)(تر كرد توان از هر عدد منفي كوچكرا مي f(x)و يا 

  .نزديك شود 1اندازه كافي به 

يك عدد  Nفرض كنيد . دهيم، روي نمودار تابع توضيح ميx=1اين وضعيت تابع را در مجاورت 

Nyا رسم هر خط افقي مثبت دلخواه است ب و به  1رو يك همسايگي محذوف در شكل روبه =−
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fnشود كه براي هر ايجاد مي o>δشعاع  Dx كه در اين همسايگي صدق كند،  ∋

N)x(f n −< )nx ي مقدار جملهnام دنباله }x{ n  همگراست 1است كه به(.  

  .پردازيممي) نهايتحد منهاي بي(اكنون به صورت رسمي به تعريف حد نامتناهي 
  

====∞−∞−∞−∞−: ثابت كنيد) 2(به كمك تعريف :  :  :  :  110110110110مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه         
−−−−

−−−−

→→→→ 22 2

1

)x(
lim
x

  

}x{براي هر دنباله دلخواه     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n  2است و  2كه همگرا به≠nx داريم:  

  −∞=
−

−
=

+∞→+∞→ 22

1

)x(
lim)x(flim

n
n

n
n

  

}x{زيرا وقتي دنباله  n  همگرا باشد، دنباله  2به})x{( n
}x(f{(بنابراين دنباله . با مقادير مثبت به صفر همگراست −22 n  ستواگرا ∞−به.  

}x{اگر به ازاي هر دنباله  n  همگرا بهa  كهaxn > ،−∞=
+∞→

)x(flim n
n

=∞−گاه آن 
+→

)x(flim
ax

 .  

  

  .تعريف كنيد 2و  1را مشابه تعريف  4و  3و  1هاي عبارت:  :  :  :  110110110110تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه         

            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
RDفرض  }x{اگر به ازاي هر دنباله از نقاط دامنه مانند . باشدfدامنه تابع  ⊃ n كهa}x{ n axnو → =∞−داشته باشيم<

+∞→
)x(flim n

n
 

=∞−گاه آن
+→

)x(flim
ax

 .  

}x{نقاط دامنه مانند  اگر به ازاي هر دنباله از n كهa}x{ n axnو → =∞−داشته باشيم<
+∞→

)x(flim n
n

=∞−گاه آن 
+→

)x(flim
ax

 .  

RDفرض  }x{ط دامنه مانند اگر به ازاي هر دنباله از نقا. باشدfدامنه تابع  ⊃ n كهa}x{ n axnو → =∞+داشته باشيم>
+∞→

)x(flim n
n

 

=∞+گاه آن
−→

)x(flim
ax

 .  

RDفرض  }x{منه مانند اگر به ازاي هر دنباله از نقاط دا. باشدfدامنه تابع  ⊃ n كهa}x{ n axnو → =∞−داشته باشيم>
+∞→

)x(flim n
n

 

=∞−گاه آن
−→

)x(flim
ax

 .  

  
  

  .حدهاي نامتناهي زير را مشخص كنيد:  :  :  :  111111111111مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه         

) الف
2

1

x

x
lim
x

+

→o
) ب  

43

1
2

2

1 −−−−++++

++++++++
−−−−→→→→ xx

xx
lim
x

  

بنابراين . در يك همسايگي محذوف صفر مثبت است 2x، حد صورت كسر و حد مخرج كسر صفر است و مخرج كسر يعني o→xوقتي ) الف    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

=∞+  : داريم) 1(طبق قسمت الف قضيه 
+

→ 2

1

x

x
lim
x o

  

)x)(x(است و حد مخرج كسر يعني  3ميل كند، حد صورت كسر  1به  1تر از با مقادير بزرگ xوقتي ) ب 41 صفر است و مخرج كسر به ازاي  −+

1<x مثلاً در بازه باز ،),( 11 δ−  داريم) 1(منفي است، بنابراين طبق قسمت ب قضيه:  

  −∞=
−+

++
−→ 43

1
2

2

1 xx

xx
lim
x

  

  

  .جواب حد را پيدا كنيد) 1(حدهاي زير را حدس زده و با استفاده از قضيه :  :  :  :  112112112112فحه فحه فحه فحه تمرين در كلاس صتمرين در كلاس صتمرين در كلاس صتمرين در كلاس ص        

1 (
2
1

2 ++++
++++

++++−−−−→→→→ x

x
lim

)(x

  2 (
1

1
2

1 −−−−

−−−−
−−−−→→→→ x

]x[
lim
x

  3 (xtanlim

x
−−−−ππππ

→→→→
2

  4 (xcotlim
x +→o
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            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ
    

  −∞=
+−

=
+
+

+
−→ + o

12

2

1

2 x

x
lim

)(x

 )1  

  +∞=
−

=
−

−
−

→ − o

1

1

1
2

1 x

]x[
lim
x

 )2  

  +∞===
+

π
→

π
→

−− o

1

22

xcos

xsin
limxtanlim

xx

 )3  

  o
o

oo

===
+

→→ ++ 1xsin

xcos
limxcotlim

xx

 )4  

  
  

مجانب قائم تابع  x====1خط : : : : 113113113113مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه         
21

1

)x(
)x(f

−−−−
====∞+∞+∞+∞+است، زيرا  ====

→→→→
)x(flim

x 1
  

  

  

  

  

  
  

          : : : : 113113113113تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه         

هاي تابع مجانب - 1
1

11

−−−−
++++====

xx
)x(f در صورت وجود به دست آوريد را.  

            ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

),(Dx
xx

x
f +∞=⇒>→





>⇒>−

>
11

11 o

o
  

+∞=+=
+

→ + o

1

1

1

1
)x(flim

x

  

  .مجانب قائم تابع است x=1پس 

  .هاي زير را به دست آوريدهاي قائم تابعمجانب - 2

) الف
1

1
2 −−−−

++++
====
x

x
)x(f  ب (ππππ≤≤≤≤≤≤≤≤ππππ−−−−==== x,xtan)x(g  

                    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

1

1
2 −

+
=
x

x
)x(f )الف  

  :آوريمدست ميهاي مخرج را بهابتدا ريشه

112 ±=⇒=− xx o  

1=xمجانب قائم است.⇒+∞==
+−

+
=

+
→→ ++ o

1

11

1

11 )x)(x(

x
lim)x(flim
xx

  

1−=xمجانب قائم نيست ⇒−=
+−

+
=

−→−→ 2

1

11

1

11 )x)(x(

x
lim)x(flim

xx

  

x(flim(دقت كنيد كه ديگر نيازي به محاسبه 
x −→1

  .نداريم 

  π≤≤π−= x,xtan)x(g )ب  

 اشتراك
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−∞=

−
=−∞==

ππ
−= →=⇒=

+
π

−→
−

π
→

π≤≤π−

++ oo

o

11

22

22

xtanlim,xtanlim

,xxcos
xcos

xsin
xtan

xx

x

   

 بنابراين
2

π
=x  و

2

π
−=x مجانب قائم است  

        
  
  

  .بندي كنيدنهايت را فرمولتعريف مشابه براي حد در منفي بي: : : : 114114114114تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه تمرين در كلاس صفحه         

 Lكند برابرميل مي ∞−به  xوقتي  fگوييم حد تابع . عدد حقيقي باشد Lتعريف شده و  ∞−),c(تابعي باشد كه در بازه  fكنيد  فرض    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

L)x(flimنويسيماست و مي
x

=
−∞→

}x{مانند fهرگاه به ازاي هر دنباله از نقاط ، n  دنباله ∞−واگرا به ،)}x(f{ n  واگرا بهL باشد.  

  

  :گاهآن يك عدد گوياي مثبت باشد، rثابت كنيد، اگر : : : : 114114114114مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه         

=o) الف
+∞→ rx x

lim
1

=o) ب  
−∞→ rx x

lim
1

  

}x{براي هر دنباله دلخواه ) الف    ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ n  است، داريم ∞+كه واگرا به:  
r

n

n
)x(

)x(f
1

=  

}x(f{(دنباله  n پس. همگرا به صفر استo=
+∞→ rx x

lim
1

.  

}x{براي هر دنباله دلخواه ) ب n  است، داريم ∞−كه واگرا به:  
r

n

n
)x(

)x(f
1

=  

=oو 
+∞→

)x(flim n
n

=oبنابراين .  
−∞→ rx x

lim
1

.  

  

مقدار : : : : 115115115115مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه مثال صفحه         
xx

xx
lim

x −

++

+∞→ 2

2

3

152
  .نيدرا حساب ك 

بنابراين تابع . كنندشود، در نتيجه معلوم نيست مقادير اين كسر چگونه تغيير ميشود صورت و مخرج كسر هر دو بزرگ ميبزرگ مي xوقتي     ::::پاسخپاسخپاسخپاسخ

براي  xچون مقدارهاي بزرگ (كنيم، را از صورت و مخرج فاكتور گرفته و با هم ساده ميxابتدا بزرگترين درجه. نويسيمكسري را به شكل ديگري مي
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