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فصل اول: موضوع  مهندس مجتبي لشيني: تهيه و تنظيم    
فح

ص
ـه ١  

@
riaziT 

  رسم نمودارسوالات مربوط به 
  

)به كمك نمودار تابع  -1 ) f x x  نمودار تابع( ) ( ) k x f x )و  2 ) ( ) g x f x را به كمك انتقال رسم  3
   .كنيد و دامنه و برد آنها را مشخص كنيد

   :پاسخ
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
به كمك نمودار توابع  -2 xy logو  2 xy  وcosy x نمودار توابع ، xy 12 و  2 ( )log 2xy  و

cos( ) y x 
    .را رسم كنيد 2
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 واحد به سمت راست2انتقال

 بالاواحد به سمت  3انتقال
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فصل اول: موضوع  مهندس مجتبي لشيني: تهيه و تنظيم    
فح

ص
ـه ٢  

@
riaziT 

)با انتقال عمودي و افقي، نمودار تابع . رو داده شده است به صورت روبه f نمودار توابع -3 )  y f x 1 را رسم  3
   .كنيد

  
  
  
  
  
  
  
  
 
 
  

  
) اگر دامنه و برد تابع -4 )y f x هاي  به ترتيب بازه[ , ]a b  و[ , ]c d  باشند، دامنه و برد تابع( )y kf x  را تعيين

  .كنيد
: حالت اول: پاسخ 0k   چونk ر كل د( )f x ضرب شده است، پس تأثيري در دامنه ندارد.  

[ , ], [ , ] f f c dD a b R k k   
: حالت دوم 0k   چونk  در كل( )f x  در دامنه نداردضرب شده است، پس تأثيري.  

[ , ], [ , ] f f d cD a b R k k   

  
) اگر دامنه و برد تابع -5 )y f x هاي  به ترتيب بازه[ , ]a b  و[ , ]c d  باشند، دامنه و برد تابع( )y f kx تعيين را 

  .كنيد
  .ضرب شده است پس تأثيري در برد ندارد xفقط در  kچون : پاسخ

) [ , ], [ , ]   0 f f
a bI k D R c d
k k

   

) [ , ], [ , ]   0 f f
b aII k D R c d
k k

   

  
) نمودار تابع  اگر-6 )y f x  به صورت زير باشند، نمودار تابع( )y f x3  و( )


xy f   .را رسم كنيد 2
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فصل اول: موضوع  مهندس مجتبي لشيني: تهيه و تنظيم    
فح

ص
ـه ٣  

@
riaziT 

 
 
  

( )y f x3   
  
 
 
 
 
  
  
  

( )


xy f 2   
  
 
 

 
cosyر تابع  نمودار تابع زير را به كمك نمودا-7 x رسم كنيد:  

  
  
  
  
  

cos y x2 1 )1  
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فصل اول: موضوع  مهندس مجتبي لشيني: تهيه و تنظيم    
فح

ص
ـه ٤  

@
riaziT 

y هر يك از توابع زير، تبديل يافته تابع -8 x هر يك از آنها را به نمودارش نظير كنيد. هستند.  
f    y x2 )                پd      y x2 )               بa   y x2 )الف  

e    y x2 )              جb      y x2 c    ث                   ( 2
xy   ت( 2

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  

  .نمودار هر يك از توابع زير را رسم كنيد. در شكل زير رسم شده است f نمودار تابع -9
  
  
  
  
  

( ) y f x )الف  
  
  
  
  
  

( ) y f x2   ب( 1
  
  
  
  
  

( )  y f x   پ( 2
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فصل اول: موضوع  مهندس مجتبي لشيني: تهيه و تنظيم    
فح

ص
ـه ٥  

@
riaziT 

  
( ) y f x2   ت( 1

  
  
  
  
  

( ) y f x3 )ث  
  
  
  

  
  .نمودار توابع زير را به كمك آن رسم كنيد. در شكل زير رسم شده است f نمودار تابع -10

( )  y f x )               پ( ) y f x )                ب( ) y f x )لفا  
  
  
  
  
  
  

  
  

yيابي و انتقال نمودار تابع   نمودار تابع مقابل از قرينه-11 x ضابطه اين تابع را بنويسيد. بدست آمده است.  
  
  
  
  

yدانيم نمودار تابع  مي: پاسخ x به صورت مقابل است:  
  
  
  

gاي رسيدن به نمودار تابع داده شده بايد نمودار تابع حال بر x  را نسبت به محورهايx  وy  واحد به سمت بالا  2قرينه و سپس
  :انتقال دهيم

( )          2 2 2f x x y x   
 
 
 
 
 
 
 
  

4
2 1 1 2

2

y f(x)y f( x) 

y f(x) y f( x)  

3 214
y x

www.konkur.in

forum.konkur.in



 

 

فصل اول: موضوع  مهندس مجتبي لشيني: تهيه و تنظيم    
فح

ص
ـه ٦  

@
riaziT 

  سوالات مربوط به تابع درجه سوم
  

) به كمك نمودار تابع -1 ) f x x3نمودارهاي زير را رسم كنيد ،:  
  
  
  
  

yبراي رسم تابع وارون، كافي است نمودار را نسبت به خط : پاسخ x قرينه كنيم.  
  

( )y f x1 )الف  
  
  
  
  
  
  

( ) y x   ب( 31
  
  
  

  y x3   پ( 1
  
  
  
  

  y x x x3 23   ت( 3
  .را اضافه و كم كنيم تا بتوانيم اتحاد مكعب تشكيل دهيم 1توانيم ابتدا عدد  براي رسم اين تابع مي: پاسخ

( )       3 2 33 3 1 1 1 1y x x x x   
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( )f x1

( )f x
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فصل اول: موضوع  مهندس مجتبي لشيني: تهيه و تنظيم    
فح

ص
ـه ٧  

@
riaziT 

)نمودار تابع )  الف-2 )  y x 32 yرا به كمك تابع  1 x3 رسم كنيد.  
)نمودار تابع ) ب )f x1 ي آنرا بيابيد را رسم و سپس ضابطه.  

  
  
  
  
  
  
    
  
  
  
  
  

( ) ( ) ( )          3 3 32 1 2 1 2 1y x x y y x   
( )           13 3 32 1 2 1 2 1y x y x f x x   

  
  سوالات مربوط به توابع صعودي و نزولي

  

نمودار توابع  -1 y x x2 و  2 xy |و  2 | y x هايي اكيداً  را رسم كنيد و مشخص كنيد اين توابع در چه بازه 2
   .ي هستندً نزول هايي اكيدا صعودي و در چه بازه

  y x x2   الف( 2
( )      2 22 1 1 1 1y x x x   

) اكيداً نزولي , ]  1   
] اكيداً صعودي , )  1   

  
 xy   ب( 2

) اكيداً نزولي , )     
  
  

| | y x   پ( 2
) اكيداً نزولي , ]  2   
] اكيداً صعودي , )  2   

 
 
 
 
 
 
 

 كنيم را اضافه و كم مي 1عدد 

y x 3

1
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2
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فصل اول: موضوع  مهندس مجتبي لشيني: تهيه و تنظيم    
فح

ص
ـه ٨  

@
riaziT 

) نمودار تابع -2 )
   

 

x xf x
x

2 1
2 1

هايي نزولي  هايي اين تابع صعودي و در چه فاصله در چه فاصله. را رسم كنيد 

  است؟
) نزولي       , ] 0   
] صعودي       , ) 0   

  
  

)اگر . متعلق به اين فاصله باشد bو  aدر يك فاصله اكيداً صعودي باشد و  f فرض كنيد تابع -3 ) ( )f a f b  نشان
aدهيد كه  b.  

aفرض كنيم . كنيم از برهان خلف استفاده مي: پاسخ b  باشد پس بايد( ) ( )f a f b باشد و از طرفي چون تابع اكيداً صعودي است  مي
  .استپس اين نتيجه خلاف فرض 

  
) اگر -4 ) ( )log log x x1 2   .را بدست آوريد x، حدود 3

  :چون مبناي لگاريتم بزرگتر از يك است داريم: پاسخ
( ) ( )log log       1 2 3 1 2 3 4x x x x x  

  
)اگر . متعلق به اين بازه باشند bو  aدر يك بازه اكيداً نزولي باشد و  f فرض كنيد تابع -5 ) ( )f a f b نشان دهيد ،

aكه  b   
bفرض كنيد . كنيم از برهان خلف استفاده مي: پاسخ a  بايد باشد پس( ) ( )f a f b شود كه اين نتيجه خلاف فرض است.  

  
) اگر -6 )  x3 21 1

2   .را بدست آوريد x، حدود 64

( ) ( )      3 2 61 1 86 3 22 2 3
x x x   

  
هايي اكيداً صعودي و در چه  در چه فاصله fاند مشخص كنيد تابع  در زير رسم شده fو  g نمودارهاي توابع -7

  هايي نزولي است؟ داً نزولي و در چه فاصلههايي اكي در چه فاصله gهايي صعودي و تابع  فاصله
  
  
  
  
  
  
  
  
   

  
  
  
  
  

 نزولي 
اكيداً نزولي

( , ] [ , )
[ , ]

   
   

0 2
2 0

x
x

  اكيداً صعودي
صعودي

( , ] [ , )
( , )

    
    

3 0x
x

 چون مبنا بين صفر تا يك است
 تابع نزولي است و داريم

1
1
2

3 2

f(x)

2 2

g(x)
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فصل اول: موضوع  مهندس مجتبي لشيني: تهيه و تنظيم    
فح

ص
ـه ٩  

@
riaziT 

  

  كدام يك از آنها در دامنه خود، اكيداً يكنوا هستند؟.  نمودار هر يك از توابع زير را رسم كنيد-8

( ) log xh x )ج                   ( 2 ) 


g x
x
1
)ب                    ( 2 )  f x x2 )الف  

  
  
  
  
  
  
  

  
  پذيري سوالات مربوط به بخش

  

اي  مانده تقسيم چند جمله  باقي-1 3 1x x  برx2   :را بدست آوريد 1
  :عليه را در مقسوم  قرار دهيم مانده كافي است ريشه مقسوم براي بددست آوردن باقي: پاسخ

( ) ( ) ( ) 
     xR

31 1 1312 2 مانده باقي 8     
12 1 0 2x x   

  
اي   اگر چند جمله-2 x ax2 xبر  2 a پذير باشد، مقدار  بخشa را تعيين كنيد.  

  .باشد مانده برابر صفر مي پذير است، پس باقي عليه بخش  مقسومچون مقسوم بر: پاسخ
   0x a x a   
( ) ( )          2 2 22 0 2 2 1 1R x a a a a a a   

  
اي  مانده تقسيم چندجمله  اگر باقي-3 x kx3 2 xبر  2   .را تعيين كنيد kباشد،  6برابر  2

)اگر مقسوم را برابر : پاسخ )f x در نظر بگيريم آنگاه داريم:  
   2 0 2x x   
( ) ( ) ( )          3 22 6 2 2 2 6 4 4 1f k k k   

  
اي  را طوري تعيين كنيد كه چند جمله bو  a مقادير -4  x ax bx3 2 xبر  1 xو  2   .پذير باشد بخش 1

): پذير است، پس بخش 1xو  2xچون مقسوم بر : پاسخ )
( )

 
  

2 0
1 0

f
f

   

( ) ( ) ( ) ( )        3 22 2 2 2 1 0 4 2 9f a b a b   
( ) ( ) ( ) ( )             3 21 1 1 1 1 0 0f a b a b a b   

               
3 34 2 9 4 2 9 6 9 2 2

a ba b b b b b a   

  
x5هاي  اي  چند جمله-5 x6و  1   .تحادها باز كنيدرا به كمك ا 64

( )( )      5 4 3 21 1 1x x x x x x   
( )( )       6 5 4 3 264 2 2 4 8 16 32x x x x x x x   

  

1
2

1 2
اكيداً نزولي

12

نه صعودي و نه نزولي

1

ياكيداً صعود
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فصل اول: موضوع  مهندس مجتبي لشيني: تهيه و تنظيم    
فح

ص
ـه ١٠  

@
riaziT 

x5 عبارت -6 )را بر حسب  1 )x   :تجزيه كنيد 1
( )( )      5 4 3 21 1 1x x x x x x   

  
  :سب عبارت خواسته شده تجزيه كنيدهاي زير را بر ح  هر يك از چندجمله-7

x6) الف xبر حسب  1 1   
( ) ( )( )       6 5 4 3 21 1 1x x x x x x x   

x6) ب xبرحسب  1 1   
( ) ( )( )       6 5 4 3 21 1 1x x x x x x x  

x5) پ xر حسب ب 32 2   
( )( )      5 4 3 232 2 2 4 8 16x x x x x x   
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11 
مهندس مجتبي لشيني: تهيه و تنظيم   فصل دوم : موضوع  

فح
ص

ـه   
@

riaziT 

  دوره تناوب، ماكزيمم، مينيمم و تانژانتسوالات مربوط به 
   فصل دوم

  :در نمودارهاي زير مقدار ماكزيمم، مينيمم و دوره تناوب را مشخص كنيد -1
  

max min  


2 2
2T 

                   siny x2   
  
  
  

max min  

T 

1 1
3 3

2
                 sin y x1

3   

  
  
  

max min  


1 1
T 

                  sin( )y x2   
  
  
  

max min  


1 1
6T 

                 sin( ) 
xy 3   

  
  

  :از توابع زير را مشخص كنيد دوره تناوب و مقادير ماكزيمم و مينيمم هر يك -2
sin( ) y x3 2   الف ( 2

max | | min | |
| |

          
2 23 2 1 3 2 5 2T
b
     

cos( ) y x1
  ب( 4

max | | min | |
| |

          
1 1 1 1 2 2 24 4 4 4 T

b
 


   

sin( )  y x   پ( 1
max | | min | |

| | | |
           


2 21 1 1 1 21T
b
       

  
)اي هاي داده شده در زير مربوط به تابعي با ضابطه هر يك از نمودار-3 ) sin f x a bx c يا( ) cos f x a bx c 

  .ي تابع را مشخص كنيدمقدار ماكزيمم و مينيمم و دوره تناوب و ضابطه. است
  

  
  الف(

  

 2 2 

 2 2


 1
3

1
3


2

  2


6 3

2
3 4 5


2 2

 5
3

 4
3

 2
3


3
 12

1
2


3

2
3

4
3

5
3

x

y

2

2
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12 
مهندس مجتبي لشيني: تهيه و تنظيم   فصل دوم : موضوع  

فح
ص

ـه   
@

riaziT 

  :ي تابع به صورت زير استبا توجه به نمودار ضابطه 
sin y a bx c   

و با توجه به مقادير ماكزيمم و مينيمم و دوره تناوب از روي نمودار، 0c و| | 1
2a و| | 3b آيد كه در آن علامتبدست ميa  منفي و

sin: بنابراين داريم. استمثبت  bعلامت 
1 32y x   

  
  ب(

  
cosتواند به صورتي تابع مورد نظر ميبا توجه به نمودار، ضابطه y a bx c  ي  و طول دوره1 و 5باشد و ماكزيمم و مينيمم آن برابر  

بنابراين. است 4تناوب برابر 3c و| | 1
2b و| | 2a  .لذا 2a و

1
2b و بنابراين داريم :cos( ) 2 32

xy .  

  
  :هريك از توابع زير را بدست آوريدي تناوب و مقادير ماكزيمم و مينيمم  دوره-4

sin y x1 2   الف ( 7

max | | min | |       2 1 3 2 1 1   
sin

| |
max | | ,min | | | |

  

   
  

2
2 2
7 7

y a bx c T
b

a c a c
T


    

cos x3   ب ( 2

 
cos

| |
max | | ,min | |

max | | min | |
| |

  

   
              

2
2 4 1 3 1 3 1 3 1 3
2

y a bx c T
b

a c a c
T



  

sin( ) 
x   پ ( 22

sin
| |

max | | ,min | |
max | | min | |

| |

  

   
              

2
2 4 2 2 2 21
2

y a bx c T
b

a c a c
T


       

cos x3   ت ( 34

cos
| |

max | | ,min | |
max | | min | |

| |

  

   
          

2
2 2 3 3 3 3
3 3 4 4 4 4

y a bx c T
b

a c a c
T


   

  
  . هر يك از توابع داده شده را با نمودارهاي زير نظير كنيد-5

siny) الف x   ب(cos y x12 siny)پ   2 x2   ت(cos y x1 2   
  
  
  

   1(      ت  
  
  
  

0  3 4 5 62 2
12
34
5

 3 42 2 3 4

1
2
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مهندس مجتبي لشيني: تهيه و تنظيم   فصل دوم : موضوع  
فح

ص
ـه   

@
riaziT 

  
  

  
   2(      ب

  
  
  

   3(      الف
  
  
  
  

   4(      ث
  

  
  :ي تناوب و مقادير ماكزيمم و مينيمم داده شده بنويسيدي تابع مثلثاتي با دوره در هر مورد ضابطه-6

,max ,min   T  3   الف ( 3
sin ,max | | ,min | |      y a bx c a c a c   

( ) ( ) sin
| |

   
        

3 3 3 3 23 0 2 3 22 2a c b y x
b
   

  
,max ,min  T 3 9   ب ( 3

sin ,max | | ,min | |      y a bx c a c a c  
sin

| |
 

         
9 3 9 3 2 2 23 6 3 3 62 2 3 3a c b y x

b
   

  
,max ,min    T 4 1   پ ( 7

sin ,max | | ,min | |      y a bx c a c a c  
( ) ( ) sin( )

| |
     

          
1 7 1 7 2 1 13 4 4 3 42 2 2 2a c b y x

b
  

  

,max ,min   T  1   ت ( 12
sin ,max | | ,min | |      y a bx c a c a c  
( ) ( ) sin( )

| |
   

        
1 1 1 1 21 0 4 42 2 2a c b y x

b
   

  
  :ي مربوط به هر يك از نمودارهاي داده شده را بنويسيد ضابطه-7

  
  الف (

  

 3 42 2 3 4
1
2
3

 3
4

2 2 3 4

1

1


6 3

2 3
4 5

7
8 4 1

1
23
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max ,min ,   3 1 4T    
( ) ( ), ,| |   

       
3 1 3 1 2 2 2 11 22 2 4 2C a b

T T
  


   

sin( ) 
1 12y x   

  
  

  ب(
  
  

max ,min ,   2 4 T   
( ) ( ), ,| |   

       
2 4 2 4 2 21 3 22 2C a b

T
 


   

cos( ) 3 2 1y x   

  
tany صعودي يا نزولي بودن تابع-8 x يرا در بازه[ , ]0   .بررسي كنيد 2
  
  

  . ي خود همواره صعودي استتابع در دامنه
  
  

  
   كدام يك از جملات زير درست و كدام نادرست است؟-9

  نادرست.  اش صعودي استتابع تانژانت در دامنه) الف
  نادرست.  اي يافت كه تابع تانژانت در آن نزولي باشدتوان بازهمي) ب
  نادرست.  اي يافت كه تابع تانژانت در آن غير صعودي باشدتوان بازهمي) پ
   درست.  انت در هر بازه كه در آن تعريف شده باشد، صعودي استتابع تانژ) ت

  
  .را باهم مقايسه كنيد tanو sin با توجه به محورهاي سينوس و تانژانت، در موارد زير مقادير-10

 
0    الف( 2

  .در ربع اول هم سينوس و هم تانژانت صعودي است

sin

tan 

6 4 3 20
1 2 3
2 2 2 10
3

32 10

   

   

  
  
  

ن.ت  

 6 3 2 3 4 5 7 8 4 1

1
2

2
3
4

 2 
x

y


2

 3
2

2
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  3   ب ( 22

  .در ربع چهارم هم سينوس و هم تانژانت صعودي است

sin

tan

  



 

113 5 7
62 3 4 2

3 2 1
1 2 2 2 0

3
3 1 3 0

  


  

  
   2هاي مثلثاتيسوالات مربوط به نسبت

sin مقدار-1 ,cos 15   .را بيابيد 15
cos sin  22 1 2     

cos sin sin sin sin
  

         


2 2 2
3 13 2 3 2 3230 1 2 15 1 2 15 15 152 2 4 2   

sin sin .cos sin sin cos   2 2 30 2 15 15     

cos cos
    



1 2 3 12 152 2 2 2 3
   

  
cos فرض كنيد-2 

5
  .حاصل عبارت زير را بدست آوريد. اي حاده باشدزاويه و 13

cos)الف 2   
cos cos 22 2 1    
cos ( ) 

        25 25 50 1192 2 1 2 1 113 169 169 169   
sin)ب 2   

sin cos sin cos ( )      2 2 2 2 251 1 1 13      

sin sin sin sin cos          2 144 12 12 5 1202 2 2169 13 13 13 169       

  
/هاي مثلثاتي سينوس و كسينوس را براي زاويه نسبت-3 22   .بدست آوريد 5

coscos sin cos sin ( / ) sin ( / ) 
      2 2 2 1 452 1 2 45 1 2 22 5 22 5 2    

sin ( / ) sin( / )
  

    2
21 2 2 2 2222 5 22 52 4 2   

cos cos cos cos ( / )    2 22 2 1 45 2 22 5 1    

coscos ( / ) cos( / )
  

     2
211 45 2 2 2 2222 5 22 52 2 4 2   

  

ن.ت  

 در ناحيه اول 
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   لات مثلثاتيسوالات مربوط به معاد
  :هاتيپ اول سينوس

sin معادله-1  x 1
  .را حل كنيد 2

sin sin sin( )    
1
2 6x x    

( ) ,

( ) ,

       
      


2 26 6
72 26 6





x k k k

x k k k

  

   
   

  
  . معادلات زير را حل كنيد-2

sin  x2 3   الف( 0

sin sin sin sin( )     
32 3 0 2 3x x x    

,

( ) ,

    
      


2 3
22 23 3





x k k

x k k k



   
   

sin  x4 8   ب( 0

sin sin sin sin( )   
       

8 2 2 24 8 0 4 4 2 4x x x    

( ) ,

( ( )) ,

       
        


2 24 4
2 24 4





x k k k

x k k k

  

    
   

  
sin معادله-3 sinx x2   .را حل كنيد 3

sin sin2 3x x   
,
( )( ) ,

    



     

2 2 3 2
2 12 2 1 3 5





x k x x k k
kx k x x k

 


   

  
sin معادله -4  x2 3 2   .را حل كنيد 0

sin sin sin sin( )     
22 3 2 0 3 32 4x x x    

,

( )( )

              


23 2 4 3 12
2 13 2 1 4 3 12

kx k x k

kx k x
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sin جواب معادله -5 .cos x x 3
  .را بدست آوريد4

  :كنيم ضرب مي2ابتدا طرفين معادله را در عدد 

sin .cos sin .cos sin sin sin( )       
3 3 32 2 2 2 24 2 2 3x x x x x x    

,

( )( ) ,

               


2 2 3 6
2 12 2 1 3 2 6





x k x k k

kx k x k

  

  
      

  
  . معادلات زير را حل كنيد-6

sin sin x   الف( 32

     
23 2 2 3 6 kx k x k     

cos sin  x x2 1   ب( 1

sinsin sin sin sin   
 

           


2 2 2
1

1 2 0 2 1 0 2 1 0 1
2

x t b a c
t

x x x x t t
t

   

sin sin sin( ) ,

sin sin sin( )

         

              

x x x k k

x k
x x

x k

 




 

1 22 2
21 6

2 6 2 6



   

  
sin sin  x x22 1   پ( 0

sin   
 

    
 

2
1

2 1 0 1
2

x t b a c
t

t t
t

   

sin sin sin

sin sin sin( )
( )

        

              

x x x k

x k
x x

x k

 




 

1 22 2
21 6

2 6 2 6

   

  

cos sin x x2 1
  ت( 4

sinsin sin sin sin        2 21 31 04 4
x tx x x x   
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( ) ( )( )

                    


12 2 2

2

1 2 1
3 3 2 20 4 1 4 1 4 1 2 34 4

2 2

t
t t b ac

t
   

,
sin sin sin

,

sin

               
 



21 6
52 6 2 6

3
2





x k k
x x

x k k

x




   

  
sin cos x x2   ث( 0

sin ( sin ) sin sin (sin )( sin )          x x x x x x2 21 2 0 2 1 0 1 2 1 0   

sin sin

sin sin

         

                 

31 0 1 2 2
21 62 1 0 2 2 6







x x x k k

x k k
x x

x k k





 

   

  
m توپ را با سرعت يك بازيكن هندبال-7

s
12/براي هم تيمي خود كه در 16 اگر . كندمتري او قرار دارد پرتاب مي 8

. به صورت زير باشد و زاويه پرتاب) برحسب متر( d، مسافت طي شده افقي)برحسب ثانيه (Vرابطه بين سرعت توپ
  آنگاه زاويه پرتاب توپ چقدر بوده است؟

sin

Vd 2 2

10    

( ) sin // sin
( )

        
   


2 2 216 2 12 8 10 1 612 8 210 256 2 2 2 1 6

k

k

 
 

 
   

( )

      


12
2 1

2 12

k

k

 

 
   

  
متر باشند، آنگاه چند  سانتي6 و 2اگر اندازه دو ضلع آن به ترتيب . مترمربع مفروض است سانتي3 مثلثي با مساحت -8

  توان ساخت؟ها ميمثلث با اين خاصيت
sin   

1
2S AB AC A   

  sin sin sin sin       
1 13 2 62 2 6A A A         

  

 غير ممكن

B

A

C

62
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2 6
2 6





A k k

A k k



 
   

توانفقط مي 2A  و  5
6A  توان ساخترا در نظر گرفت پس دو مثلث مي.  

  
  :هاتيپ دوم كسينوس

cos معادله-1 ( cos ) x x2 9   :را حل كنيد 5
coscos .( cos ) cos cos       22 9 5 2 9 5 0 x tx x x x   

( )( )
          
  

2
1

2 9 5 0 2 1 5 0 2
5

t
t t t t

t
   

  

cos cos cos ,

cos

        

   

1 2 222 3 3
5

xx x x k k

x

    

  
sin معادله-2 cos x x را در بازه 1 x 0   )ويژه رياضي (.حل كنيد 2

sin cos sin cos sin ( cos )       2 21 1 1x x x x x x    
sin cossin cos cos cos cos cos cos cos            

2 212 2 2 2 21 2 1 1 2 2 2 0x xx x x x x x x x   
cos cos ,

cos (cos )
cos cos ,

         
      

32 0 02 1 0 2 2
1 0 1 0 2

x x x
x x

x x x

 


   

  
  : معادلات زير را حل كنيد-3

cos cos  x x2 1   الف( 0
cos cos cos cos cos ( cos )          2 22 1 1 0 2 0 2 1 0x x x x x x   

cos cos cos( )

cos cos cos

       

       


0 22 2
1 22 3 3





x x x k k

x x x k k

 

 
   

cos cosx x2 )ب  
  2 2x k x   

    



   

2 2 2
22 2 3

x k x x k
kx k x x

 


   

  
  
  

2توان 

غير قابل قبول
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  )ويژه رشته رياضي(تيپ سوم تانژانت 
tan معادله-1 tanx x5 را حل كنيد:  

    5 4 kx k x x k   

  
  : معادلات زير را حل كنيد-2

tan( ) x2 1   الف( 0
tan( ) tan( ) 

      
12 1 0 2 1 2

kx x k x    
tan tanx x3 )ب  

( )         


3 3 3 3
kx k x x x k x k x      
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  .اند، با توجه به آنها حدود خواسته شده را در صورت وجود بيابيدهاي زير داده شدهدر شكل h و gو  fنمودار توابع  -1
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
  
  
   

  
  
  

  
 . نمودار توابع داده شده حدود زير را بدست آوريدز ا با استفاده-2
 
 
 
 
 
 
 
  
  
  
  
  
  

 
  . حدهاي زير را بدست آوريدحاصل -3




 
1

0
 ) lim

sin




x

x
x0

11  

  

( ) 


  
 

1 2 3
2 2 0

 
( )

) lim
 




x

x
x2

12 2   

lim
x x 


 
   

2
1 2 1

2 0
 [ ]) lim






x

x
x2

23 2   

( )
lim
x

x




1

1 ( )

( )

x

x



 2
1

1
lim
x

x
x 




   

1
1 2
1 0

 ) lim
( )




x

x
x

2

21

14 1   

 
  

( )

( )

( )

lim ( )

lim ( )

lim







 



 

 

 

 

x

x

x

h x

h x







2

2

2

lim ( )
x

g x


 
0

lim ( )

lim ( )
x

x

f x

f x








 

 
2

2

lim
lim

lim

x
x

x

x
x

x











   
  


20
20

20

1
1

1

lim
lim

lim

x
x

x

x
x

x











   
  


0
0

0

1
1

1

x     اول قرار، در ناحيه0
sinگيرد و مي x  0 

 ابتدا جزء صحيح را به عدد تبديل كن
[ ] 2 1 

2

f (x)
x



1
2

1

xg(x) log 3


32

 2

2

3
2
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) توابع -4 ) f x
x 2
)و  1 )  g x x   .را در نظر بگيريد 1

limحاصل ) الف ( )
x
f x

0
limو   ( )

x
g x

0
  .را بدست آوريد 

lim ( ) lim

lim ( ) lim ( )
x x

x x

f x
x

g x x
 

 

   

   


20 0

0 0

1

1 1
  

fتابع ) ب g  را به صورت يك تابع گويا بنويسيد و حاصلlim(( )( ))



x

f g x
0

  .را محاسبه كنيد 

( ) ( ) ( ) lim
( )x

x x x xf x g x x
x x x

   
        

3 2 3 2
2 2 2 20

1 1 1 11
0

  

fتابع ) پ g ويسيد و حاصل صورت يك تابع گويا بنرا بهlim ( ) ( )



x
f x g x

0
  .را محاسبه كنيد 

( ) ( ) ( ) lim ( )
( )x

x xf x g x x
x x x

 
        2 2 2 20

1 1 1 11
0

   

  
  .ايد حاصل حدهاي زير را بدست آوريد و مشخص كنيد در هر مرحله از كدام قضيه استفاده كرده-5

3قضيه 


 
1 1
0

 lim





x

x
x1

1
  الف( 1

5limقضيه  ( )
x x

    
0

11 1 lim





x

x x
x

2

20
  ب( 

3قضيه 
( )

lim
x

x
 



2
2

( )x  22 ( )
lim

( )x x 
 

   
2
1 1

2 0
 lim






 x

x
x x22

2
4   پ( 4

)3قضيه  )
 


  
2 1 1

0 0
 coslim






x

x
x0

2   ت( 2

  
  .اياي حد نامتناهي درستي حدهاي زير را نشان دهيد با استفاده از قض-6

lim

lim ( )
x

x

x

x







   

2
0

2
0

3 3
0

 lim



 

x

x
x

2

20

  الف( 3

( )

| |lim
| |x

x
x 




2
5
2 

( )
lim
 


 

x

x
x2

5
  ب( 2

( )

| |lim
| |x

x
x 


 

2
5
2 

( )

( )

lim | | | ( ) |

lim | |

x

x

x

x

 



 

    



 



2

2

5 5 2 7

2 0
   

lim ( )
x

x 


 2

2
2 limو  0 ( )

x


2
1 1 


 


lim

( )22

1
2x x

  پ( 

lim
( )x x

  
 22
1

2
   

  
  
  
  

3طبق قضيه 

3طبق قضيه   
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  . حدهاي زير را بدست آوريد-7


 

4
0

 lim



x

x
x 22

2
  الف( 4

lim
( ) ( )






 
  

 x

x x
x x

2

3
0

2 1 14
3 4 0

 lim


 


 x

x x
x x

2

23

2 1
  ب( 12

( ) 


  


3 1 4
9 9 0

 lim





x

x
x 23

1
  پ( 9

  
  سوالات مربوط به مجانب قائم

ي  نمودار تابع با ضابطه-1



( ) 3

1xf x
x x

  در نزديكي مجانب قائم آن به چه صورتي است؟ 
  .هاي مخرج را بدست آوريم ريشهتوانيمبراي يافتن مجانب قائم مي

lim ( )
( )

lim ( )( )
x

x

f x
xf x

f xx x









 
      



0
2

0

1
1

   

  
  
  

  
)هاي قائم تابع  مجانب-2 )  


 

x xf x
x x

2

2
3 2

  .را در صورت وجود بدست آوريد 6
  .آوريمهاي مخرج را بدست ميابتدا ريشه

( )( )
x

x x x x
x


          
2 36 0 3 2 0 2   

x  lim.مجانب قائم است 3
x

x x
x x

   
   

  

2
23

3 2 9 9 2 2
9 3 6 06

   

x  2 مجانب قائم است.
( )

lim
x

x x
x x 

   
   

  

2
22

3 2 4 6 2 12
4 2 6 06

   

  
} نمودار تابعي را رسم كنيد كه دامنه آن -3 , } 1 1 بوده و داراي دو مجانب قائم باشد.  
  
  
  
  
   

  
  
  
  
  

x 0

 1x  1x
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] را رسم كنيد كه دامنه نمودار تابعي -4 , ],{ }2 2   .بوده و داراي مجانب قائم باشد 1
  
  
  
  
  
  
  .هاي قائم توابع زير را در صورت وجود بيابيدمجانب -5

lim
x

xx x
x


       

3
2 1 53 0 3 3 0 ( ) 

 

xf x
x

2 1
  الف( 3

( )
x

x x x x
x


       
2 00 1 0 1 ( ) 

 


x xf x
x x

2

  ب( 2

x  lim.مجانب قائم نيست 0 lim
x x

x x x
x x 






2
20 0

( )x
x

1
( )x

  


1
1

   

x 1 مجانب قائم است.lim
x

x x
x x


  



2
21

2
0   

  
) نمودار تابع -6 )

| |



f x

x x
   مجانب قائم خود چگونه است؟در مجاورت 1

  
  
  
  

  
) كدام شكل زير وضعيت نمودار تابع -7 ) 

 
xf x

x x2 2 xرا در همسايگي  1   دهد؟نمايش مي 1
  
  
  
  
  
  

lim lim
( )x x

x x
x x x  

 
   

  2 21 1
1

2 1 1 0
   

lim lim
( )x x

x x
x x x  

 
   

  2 21 1
1

2 1 1 0
   

  
  
  
  

2 1 1 2

x  1

x 1 x 1 x 1 x 1
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  نهايتربوط به حد در بيسوالات م
  .حدهاي زير را بدست آوريد gو f با استفاده از نمودارهاي -1
  
  
  
  
  
   

  
  
  

lim مفاهيم -2 ( )


 
x

f x  وlim ( )


 
x

f x را بيان كنيد.  
lim ( )
x

f x


   يعني با كاهش مقدارx عدد دلخواهي، مقادير از هر ( )f x شوداز هر عدد دلخواه مثبتي بزرگتر مي.  

lim ( )
x

f x


   يعني با كاهش مقاديرx مقادير ،( )f x شود   عدد دلخواه منفي، كوچكتر مياز هر.  

  
y با توجه به نمودار توابع -3 x  وy x 2، 3y x حدود زير را مشخص كنيد .  

y x 2
y xy

x

y x 3

  
  

  
  . حاصل حدهاي زير را بدست آوريد7 با استفاده از قضيه -4

lim ( ) lim ( )
x x x 

   3
53 3 0 3 ) lim ( )


 

x x 3
51 3   

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

x x

x x

x

x

 

 




 


2
32 2 0 1

5 0 4 24
 ) lim







x

x

x

2
32

2 5 4
   

  
  

)اگر )  الف-5 ) 
       n n

n nf x a x a x ax a1
1 )و  0 ) 

      m m
m mg x b x b x b x b1

1 1 دو  0
  .اي باشند، نشان دهيد چندجمله

( )lim lim
( )



 
  n mn

x x
n

af x x
g x b

   

lim ( ) lim( )lim lim
( ) lim ( ) lim

n n n
n n n n mx x n
n m mx x mm m m

x x

a x a x a x a a x af x x
g x bb x b x b x b b x


  

 
 

   
  

    

1
1 1 0

1
1 1 0

   

lim ( )

lim ( )







x

x

f x

f x

0
0

lim ( )

lim ( )




 

 
x

x

g x

g x

2
2

lim


 
x

x 2 lim , lim
 

   
x x

x x3 3lim


 
x

x

2

2 g f
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فصل سوم :موضوع مهندس مجتبي لشيني: تهيه و تنظيم    
فح
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ـه

٢٦  
@

riaziT 

mهاي در هر يك از حالت) ب n  وm n  وm n شود؟ حدهاي قسمت قبل به چه صورتي نوشته مي  
( ) ( )( )lim

( )
g x f X

x

f xm n
g x




  0   

( )lim
( )

n
x m

af xm n
g x a

     

( ) ( )( )lim
( )

f x g x
x

f xn m
g x




     

  
  .هاي زير را بيان كنيد مفهوم هر يك از گزاره-6

lim) الف ( )



x

f x )قادير بزرگ و بزرگتر شود، م x هر چه مقادير: 2 )f x  شود نزديك مي2به عدد.  
lim)ب ( )




x
f x )، مقادير كوچك و كوچكتر شود xهرچه مقادير : 4 )f x  شود نزديك مي4به عدد.  

  
  .ر آن داده شده است، موارد زير را بدست آوريدكه نمودا f براي تابع -7

1 ) lim ( )



x

f x1   
1 ) lim ( )




x
f x2   

 ) lim ( )



x

f x
3

3   
 ) lim ( )




x
f x

3
4   

 
( )

) lim ( )
 


x

f x
2

5   

  
  . حاصل حدهاي زير را بدست آوريد-8

lim lim
x x

x x
x 

  
3
2

3 3
22

 ) lim


 


 x

x x
x x

3

2
3 7 11 2 3   

lim
x

x
x


 

3
3

3 1
26

 ) lim


  


 x

x x
x x

3

3
3 12 6 2 1   

lim lim lim
x x x

x x
xx x  

  
2 2
3 3

2 2 1 024 4
 ) lim



 


 x

x x
x x

2

3
2 13 4 2 1   

lim
x

x
x


3 3 ) lim






x

x
x
3 54 1   

lim lim
x x

t
tt 

 
2
3

1 0 ) lim





 x

t
t t

2

3 2
15 2 1   

lim lim ( )
 


   

x x

x x
x

2

4  ) lim


 


x

x x
x

2 26 4 1   

lim ( )
x

x


 3 ) lim ( )


 
x

x x3 27 2   
  
  
  
  
  
  

22 1 33 1 4
1

1
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٢٧  
@
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  سوالات مربوط به مجانب افقي
  

  .آن را مشخص كنيداست؟يك از نمودار توابع زير مجانب افقي  كدام-1
  
  
  
  
  
  
  

y )  ب                 مجانب افقي ندارد                 )الف    مجانب افقي ندارد)    پ             مجانب افقي               2
  
  
  
  
  
  
y) ت    .مجانب افقي ندارد)    ث     .                 مجانب افقي دارد 2

  
  .دست آوريدهاي زير را در صورت وجود بههاي افقي و قائم تابع مجانب-2

lim lim lim
x x x

x xy
xx x  


   

2 2
1 1 0
1

 ( ) 
 


xf x
x 2

1
  الف( 1

lim.مجانب افقي ندارد
x

y x


  3  ( ) 3g x x )ب  

lim.مجانب افقي ندارد
x

xy
x


  



2 1
1 ( ) 

 


xh x
x

2 1
  پ( 1

  
  . زير را در صورت وجود بدست آوريدهاي افقي و قائم نمودارهاي هر يك از توابع مجانب-3

x x
y
   

 

2 2
0 


xy

x 2 x                                                     ب( 4
x


 

3
2 



xy
x
2 1

  الف( 3

    
y


  0 


xy
x 2

2
x,ت                                        ( 1 x

y
  

  

1 1
2   



xy
x

2

2
1 2
پ ( 1

  
  .اي رسم كنيد كه همه شرايط زير را داشته باشدگونهرا به f نمودار تابع -4

)) الف ) ( )   f f1 2 0   
lim) ب ( )


 

x
f x

2
limو   ( )


 

x
f x

0
   

خط ) پ y   .مجانب افقي آن باشد 1
  

  

  مجانب قائم
 مجانب افقي

  مجانب قائم
 مجانب افقي

  مجانب قائم.مجانب قائم ندارد
 مجانب افقي

22 13 1
1

1

4

2

22 1 33 1 41

1

4

2

2

3
4

22 1 33 1 41

1

4

2

2

3
4

22 1 31 4

4

21

4

22 11
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مجتبي لشينيمهندس : تهيه و تنظيم   دوازدهم5و4 فصل : موضوع 
٢٨ 

فح
ص
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 مشتق: هاي فصل چهارم تمرين
 تعريف حدي مشتق: تيپ اول

y معادله خط مماس بر منحني تابع-1 x 2 )اي به طول را در نقطه 3 )2 بنويسيد. 
)در نقطه fدانيم شيب خط مماس بر منحني مي: پاسخ , ( ))A f  به صورت زير است: 

 ( ) ( )lim ( )
h

f a h f a
f

h




   
0

 شيب خط مماس بر منحني 

 ( ) ( ) , ( ) ( )f f h h h h h h                 2 2 2 22 2 3 7 2 2 3 4 4 3 7 4  

 ( ) ( )( ) lim lim lim lim
h h h h

f h f h h h h h
f

h h h   

             
2 2

0 0 0 0
2 2 7 4 7 42 ( )h

h

 4
 4  

 
) اگر-2 )f x x 2،( )f   .را به دو روش به دست آوريد 3
 :روش اول: خپاس

 ( )f 3 9  

 ( ) ( ) ( )( ) lim lim lim lim
h h h h

f h f h h h h
f

h h h   

          
2 2

0 0 0 0
3 3 3 9 6 9 93 ( )h

h

6
 6  

)دانيم مي: روش دوم ) ( )( ) lim
x

f x f
f

x




 


  

 ( ) ( ) ( )( )( ) lim lim lim lim ( )
x x x x

f x f x x x
f x

x x x   

         
  

2

3 3 3 3
3 9 3 33 3 63 3 3  

 
) براي تابع-3 )f x x x  2 10،( )f   .ش حساب كنيدرا به دو رو 8

) :روش اول ) ( ) ( )f       28 8 10 8 64 80 16  

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) lim lim
h h

f h f h h
f

h h 

        
2

0 0
8 8 8 10 8 168  

 ( )lim lim
h h

h h h h h

h h 

       


2 2

0 0
64 16 80 10 16 6  

 lim
h

h






0
( )h

h

6 lim ( ( ))
h

h


    
0

6 6  

 :روش دوم

 
( )( ) ( )( ) lim lim lim

x x x

xf x f x x
f

x x  

       
 

2

8 8 8
88 10 168 8 8

( )x

x





2
8

 6  

 
)اگر -4 )f x x x  23 2 1،( )f   واقع 2اي به طول  را در نقطه fرا به دست آوريد و معادله خط مماس بر منحني 2

 .بر آن بنويسيد
 :آوريم ابتدا شيب خط مماس را به كمك فرمول حدي مشتق به دست مي: پاسخ

 ( )( ) ( )( ) lim limf

x x

f x f x x
f

x x


 

     
 

22 9
2 2

2 3 2 1 92 2 2  

 ( )( )lim lim ( )
x x

x x
x

x 

 
   

2 2
2 3 4 3 4 102  

)ادله خط مماس    مع  , )
( )y x y x

m


       

2 9 9 10 2 10 1110  
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A

B

C
D

E
F

) اگر-5 )f x x 3 2،( )f  1 را به كمك تعريف مشتق به دست آوريد. 
 :پاسخ

 ( ) ( )f      31 1 2 3  

 ( ) ( ) ( )( ) lim lim lim
x x x

f x f x x
f

x x x  

         
  

3 3

1 1 1
1 2 3 11 1 1 1  

 
( )

lim
x

x





1
1 ( )x x

x

 



2 1
1

lim ( )
x

x x


   2
1

1 3  

 
 محاسبه شيب از روي نمودار: تيپ دوم

 
) براي نمودار-6 )y f x ترين مرتب كنيد ترين به بزرگ را از كوچك) ج(تا ) الف(شده از  هاي داده در شكل زير شيب. 

 m1: پاسخ : Aشيب نمودار در نقطه) الف

  m2:پاسخ :Bشيب نمودار در نقطه) ب

  m3:پاسخ :Cشيب نمودار در نقطه) پ

  m4:پاسخ :ABشيب خط) ت

yشيب خط) ث  m:پاسخ  :2 5 0  

yشيب خط) ج x: پاسخ:m 6 1  

 

 :باشد و ترتيب قرارگيري به صورت زير است بيشتر از ساير نقاط مي Aبا توجه به نمودار شيب در نقطه
 m m m m m m    1 6 4 2 3 5  

 
 
 .شده در جدول نظير كنيد هاي ارائه شده روي منحني زير را با شيب  نقاط داده-7

 شيب نقطه
F  3  
C  1  
E  0  
A  1

2  

B  1  
D  2  

 
با  Fچنين در نقطه هم. كنيم انتخاب مي D را براي2تند است پس عدد  Bاز شيب در نقطه Dشيب در نقطه نمودار با توجه به: پاسخ

 .ر حال نزول هستيمد Cسرعت بيشتري نسبت به نقطه
 
 

A

B
C

A

B
C
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٣٠ 
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a xb
c d e

y

 .شده در جدول نظير كنيد دادههاي  را با مشتق eو a،b،c،dهاي در شكل زير، نقاط به طول F با در نظر گرفتن نمودار-8
 

( )f x  x  
0  d  

/0 5  b  
2  c  

/0 5  a  
2  e  

 
مشتق در آن نقطه برابر صفر است و شيب خط هاست پس xموازي محور dكنيم خط مماس در نقطه با توجه به نمودار مشاهده مي: پاسخ

 .با شيب تندتري در حال نزول هستيم eچنين در نقطه باشد و هم مي bتندتر از شيب در نقطه cمماس در نقطه

 
)را روي نمودار Gو A،B،C،D،E،F نقاطي مانند-9 )y f x كهبه طوري. مشخص كنيد : 

 .اي روي نمودار است كه شيب خط مماس بر نمودار در آن منفي است ، نقطهA)الف
 .اي روي نمودار است كه مقدار تابع و مقدار مشتق در آن نقطه منفي است نقطه B)ب
 .جا صفر است ولي مقدار مشتق در آن نقطه مثبت است كه مقدار تابع در آناي روي نمودار است  نقطه C)پ
 .جا صفر است اي روي منحني است كه مشتق در آن نقطه D)ت
 .ندنقاط متفاوتي روي نمودار هستند كه مشتق يكسان دار Fو Eنقاط) ث
 .جا مثبت ولي مقدار مشتق منفي است اي روي منحني است كه مقدار تابع در آن نقطه G)ج

 :پاسخ

x

y

A

B
C

D

E
GF

 
 

 
منحني در اين نقاط كدام گزاره در مورد شيب . گيريم را روي منحني زير در نظر مي Fو A،B،C،D،E نقاط-10

 يك نادرست است؟ درست و كدام
 .شيب منحني در همه نقاط مثبت است) الف
 .منفي است Fو C،Dشيب در نقطه(نادرست ـ : پاسخ
A)ب Bm m  

 .)تندتر است Bاز نقطه Aشيب در نقطه(نادرست ـ : پاسخ
E)پ B Am m m   

 درست: پاسخ
 .منفي است Cو F،Dمنفي در نقاطشيب ) ت

 درست: پاسخ
F)ث D Cm m m   

 .)است Cكندتر از نقطه Dشيب در نقطه: (پاسخ
C)ج D F E B Am m m m m m      

 درست: پاسخ

x

y

A

B

C

D

E

F
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٣١ 
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):در شكل زير داريم f براي تابع-11 ) , ( ) /f f  4 25 4 1  .را بيابيد Cو A،B، با توجه به شكل مختصات نقاط5
 

 كنيم شيب خطي كه از شكل مشاهده ميبا توجه به : پاسخ
 مشتق در. كند برابر است عبور مي Cو A،B نقاط
x نقطه  )يعني 4 )f  4. 

 
 

 ( ) / / / ( , / )B A B
B

B A

y y y
m f y B

x x

        
 

254 1 5 1 5 26 5 5 26 55 4  

 / / / ( , / )A C C
C

A C

y y y
y C

x x

 
      

 
251 5 1 5 23 5 3 23 54 3  

 
 پذيري و پيوستگي مشتق: تيپ سوم

)را به صورت) شكل زير(  gتابع -12 ) x x
g x

x x

  
 

2 1
1 1

)چرا. گيريم در نظر مي  )g  .موجود نيست 1

xكنيم كه حدهاي چپ و راست تابع در نقطه شاهده ميبا توجه به نمودار م: پاسخ 1 پس تابع پيوسته نيست و مشتق هم . با هم برابر نيستند
 .ندارد

 
 
 
 

 
 

) نشان دهيد مشتق تابع-13 ) | |f x x 2 xدر نقطه 1  1  نيستموجود. 
 :پاسخ

 | | | |( ) lim lim
( )x x

x x
f

x x 

     
  

2 2

1 1
1 0 11 1 1  

 
( ) ( )

( )
lim lim

x x

xx

x    






2

1 1

11
1

( )x

x





1
1 ( )

lim ( )
x

x
 

   
1

1  حد راست: 2

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )lim lim lim ( )
x x x

x x x
x

x x       

    
     

 

2

1 1 1
1 1 1 1 21  حد چپ : 1

)هاي چپ و راست با هم برابر نيستند پس كنيم مشتق مشاهده مي )f  1 موجود نيست. 

 
 

]هاي  روي بازهپذيري  مشتق-13 , )a b و( , ]a b را به طور مشابه تعريف كنيد. 
]روي بازه fتابع: پاسخ , )a b هرگاه. پذير است مشتقf ي روي بازه ,a b پذير باشد و در نقطه  مشتقa مشتق راست داشته باشد. 
)روي بازه fتابع , ]a b پذير است، هرگاه مشتقf روي بازه( , )a b پذير باشد و در نقطه مشتقb مشتق چپ داشته باشد. 

 

) تابع-14 ) x x
f x

x x

    
 

2 2 1
1 1

]در بازه fچرا تابع. گيريم را در نظر مي  , ]1  پذير نيست؟ مشتق 2

)كه روي بازه زيرا با اين: پاسخ , )1 xپذير است، اما در مشتق 2 1 پس )حد راست با مقدار تابع برابر نيست. (پيوستگي راست ندارد ،
xدر 1 مشتق راست ندارد. 

x
3 4 5

C
A

B

1

2
1
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  پيوسته نيست

 مشتق چپ و راست با هم برابر نيست        

 

) اگر-15 )

x x

f x x x

x x

  


   
   

2
2 4 1

1 1 2
5 2 5

]هاي را روي بازه fپذير و مشتقرا رسم كنيد  fنمودار  , ]1 1،( , )2 ]و 5 , ]2 0 

 .بررسي كنيد
]تابع در بازه: پاسخ , ]2 xزيرا در. پذير نيست مشتق 0  1 استناپيوسته  . 

)ي تابع در بازه , )2  .پذير است مشتق 5
]تابع در بازه , ]1  .پذير است مشتق 1

 
 

) تابع-16 )

x x

f x x x

x x

 


  
  

2
5 4 0

0 3
6 3

 .داده شده است 

  .را رسم كنيد fنمودار تابع) الف
 :پاسخ

 
 
 

)نشان دهيد كه) ب )f  )و 0 )f   .وجود ندارند 3
 :پاسخ

 ( )f 0 0  

   ( ) lim lim
x x

x
f x

x
 

   


2

0 0
00 00  

 ( ) lim
x

x
f

x 

      
0

5 4 0 40 0 0
  

 ( )f 3 9  

 ( ) lim lim
xx

x x
f

x x


     
 33
6 9 33 13 3  

 ( )( )( ) lim lim lim ( )
x x x

x x x
f x

x x  
  

       
 

2

3 3 3
9 3 33 3 63 3  

 .ضابطه تابع مشتق را بنويسيد) پ
xدانيم در مي: پاسخ  xو 0   .پذير نيست مشتق 3

 ( )
x

f x x x

x


   
 

5 0
2 0 3
1 3

  

 .نمودار تابع مشتق را رسم كنيد) ت
 :پاسخ

 
 
 
 
 

2

1
11 5

1

3

2 3 4234

2

1 3

4

10

9

2

1

1

3

2 3

4
5

6
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1 2 3

 
 : كه مشتق آن نمودار تابعي را رسم كنيد-17
 .در يك نقطه برابر صفر شود) الف
 :پاسخ

y x 2 
xدر) ب   . شود3برابر  2

 : پاسخ
( )f x x x 2 
( )f x x  2 1 

( ) ( )f    2 2 2 1 3 
 .در تمام نقاط مثبت شود) پ

  :پاسخ
 

y x 3  
 
 

 
 .در تمام نقاط يكسان شود) ت

 :پاسخ
y x 

 
 

 .در تمام نقاط منفي شود) ث
 :پاسخ

 
y x  3  

 
 

 
)پذيري تابع  مشتق-18 ) x x

f x
x x

  




2 3 1
2 1

xرا در نقطه    .بررسي كنيد 1

 :پاسخ
 lim ( ) lim ( )

x x
f x x

  
  2

1 1
3 4  

 lim ( ) lim ( )
x x

f x x
  

 
1 1

2 2  

xحد چپ و راست در نقطه 1 پس پيوسته نيست و مشتق هم در. برابر نيستx 1 ندارد. 

 
) اگر-19 ) | |f x x 2 xرا در نقطه fپذير ، به كمك تعريف مشتق، مشتق4  2 بررسي كنيد. 

 :پاسخ
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( ) lim lim lim ( )
x x x

x x x
f x

x x       

              
 

2

2 2 2
4 0 2 22 2 42 2  

 
( ) ( )

( ) ( )( )( ) lim lim
x x

x x x
f

x x 
   

        
 

2

2 2
4 0 2 22 42 2  

y x 2

y x 3

y x
y

x

y x  3
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A( , )4 2
y x

y x 1
2

xدر fكنيم مشتق چپ و راست با هم برابر نيست پس تابع مشاهده مي  2 مشتق ندارد. 
 .پذير نيست شده، مشتق هاي زير مشخص كنيد كه هر تابع در كدام نقطه يا نقاط مشخص در شكل -20
 :پاسخ

 

x1 x2 x3
 

 
 .پذير نيست مشتق x3و x1در

 اي نقاط گوشه

x

y

x1 x2 x3
 

 .پذير نيست مشتق x3و x2در
نقاط ناپيوسته

x1 x2 x3
x

 
 

 .پذير نيست مشتق x2در
 نقاط گوشه

y

x1 x2 x3
x

 
 

 .پذير نيست مشتق x2در
 مشتق نامتناهي

y

x1 x2 x3
x

 
 .پذير نيست مشتق x3در

 )تق نامتناهيمش(

y

x2 x3
x

x4
 

 
 .پذير نيست مشتق x3در

 )نقطه ناپيوستگي(

 
 . نيستند پذير مشتق A، نشان دهيد كه اين توابع در نقطهAشده در نقطه مشتق راست و مشتق چپ توابع داده با محاسبه -21
 :پاسخ

( ) ( )
x xx x

f x f x
xx x

         

2 2 00
1 00

 

 
( )

( ) ( )
( )

f
f f

f  


  
    

0 0 0 00 1 

 
 

( ) ( )
xx

f x f xx x
x x

      
   

2
11 11

1 1 0 1
 

 
( ) , ( ) ( ) ( )f f f f          1 1 1 0 1 1 

 
 

( ) ( )
x

x x
f x f x

xx x
x

      
   

11 44 22 1 44 2

 

 

y x 2
y x 

A( , )00

y x 1y  1 A( , )1 1

1
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( ) , ( ) ( ) ( )f f f f         
1 14 4 4 42 4 

 
 .ها نظير كنيد را به نمودار مشتق آن tو f،g،h نمودار توابع-22
  :پاسخ

g

y

f
y

h

y
y

t

 
 

y

h
x

t

y

y

f 
g

y

x

 
 .گيرد ها قرار ميxتابع اصلي صعودي باشد، نمودار مشتق آن بالاي محوراگر نمودار ) 1
 .گيرد ها قرار ميxاشد، نمودار مشتق آن پايين محوراگر نمودار تابع اصلي نزولي ب) 2
 .شود ها ميxاگر نمودار تابع اصلي قله يا دره داشته باشد، در نمودار مشتق، آن نقاط محل برخورد با محور) 3

 
 بعمحاسبه مشتق توا: تيپ چهارم

 . مشتق توابع زير را محاسبه كنيد-23
 ( )f x x x x   5 34 2 1)1 
 ( )f x x x   4 25 12 2  
 

 ( ) ( )( )f x x x x    3 22 1 7 2)2 
 ( ) ( )( ) ( )( )f x x x x x x        2 2 36 7 2 2 1 2 7  
 

 ( ) x
f x

x






2 4
3 1)3 

 ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )

x x x x x
f x

x x

      
 

2 2
2 2

2 3 1 3 4 3 2 12
3 1 3 1

  

 

 ( )f x
x



1
4 )4 

 ( ) ( )( )( )
( ) ( )
x

f x
x x

    
 2 2

0 4 1 1 1
4 4

  

 

 ( ) ( )x
f x

x

 



8

2
3 1

5
 )5 

 ( ) ( )( )( ) ( )( )
( )

x x x x
f x

x x

       
 

2 7
2 2 2

3 5 2 3 1 3 18
5 5
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 ( ) x
f x

x x


 22 1
 )6 

 ( )( ) ( )( )( )
( )

x x x x
f x

x x

    
 

2
2 2

1 2 1 4 1
2 1

  

 
 ( ) ( )( )f x x x  2 23 4 2 5 )7 
 ( ) ( )( ) ( )( ( )( ) ) ( )( )f x x x x x x x x         2 2 1 26 2 5 3 4 2 2 2 5 2 5 24 30 16  
 
 ( ) ( )( )f x x x  33 2 1 )8 

 ( ) ( )( ) ( )( )f x x x x
x

    


3 23 1 3 2 3
2 3 2

 

 

 ( ) x x
f x

x

 


 

2 3 1
3 2 )9 

 ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )

x x x x x x
f x

x x

           
   

2 2
2 2

2 3 3 2 3 3 1 3 4 3
3 2 3 2

 

 

 ( ) x
f x

x



9 2 )10 

 
( ) ( )

( )
( )

x x
xf x
x

  
  2

19 9 2
2  

 
)پذير باشند و توابع مشتق gو fاگر -24 )f 2 3،( )f  2 )و 5 )g 2 )و 8 )g  2 )مقدار 6 ) ( )fg  )و 2 ) ( )f

g
 2 

  .را به دست آوريد
 :پاسخ

 ( . ) ( ) ( ) ( ) ( ). ( ) ( )f g f g f g           2 2 2 2 2 5 8 3 6 40 18 22  
 

 ( ). ( ) ( ). ( ) ( )( ) ( )
( ( ))

f f g g f

g g

          2 2
2 2 2 2 5 8 3 6 40 18 292 64 322 8

  

 
 

 
) اگر-25 )f  1 )و 3 )g 1 )مطلوب است، 5 ) ( )f g  )و 1 ) ( )f g 3 2 1.    
 :سخپا
 ( ) ( ) ( ) ( )f g f g       1 1 1 3 5 8  

 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f g f g         3 2 1 3 1 2 1 3 3 2 5 9 10 19  
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 .را در شكل زير در نظر بگيريد gو f نمودار توابع-26
)اگر) الف  ) ( ) ( )h x f x g x  مطلوب است( )h 1،( )h )و 2 )h 3  

)اگر) ب )( )
( )
f x

k x
g x

 مطلوب است( )k 1،( )k )و 2 )k 3    
 :پاسخ

 :نويسيم را مي gو fابتدا ضابطه توابع

 ( ) , ( )( )mf f x y x y x
            


0 4 2 0 2 4 2 84 ]ي براي بازه fضابطه تابع: 2 , ]2 4   

 ( ) ( )mf f x y x y x
         


4 0 2 0 2 0 22 ]ي براي بازه fضابطه تابع: 0 , ]0 2   

 ( )( )mg y x y x


           


0 4 1 0 1 4 44    gضابطه تابع: 0

 ( ) , ( )
x x

f x g x x
x x

   
      

2 8 2 4 42 0 2  

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) , ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

f f g g

f f f g g

f f g g
 

     
        
      

1 2 1 2 1 3 1 1
2 4 2 2 2 2 2 2 2 1
3 2 3 2 3 1 3 1

  

 ( ) ( ). ( ) ( ). ( ) ( )h f g f g         1 1 1 1 1 2 3 1 2 4  

xدر   پذير نيست        مشتق 2
( ). ( ) ( ). ( ) ( ) ( )

( )
( ). ( ) ( ). ( ) ( )

f g f g
h

f g f g




                 

2 2 2 2 2 2 4 1 82 2 2 2 2 2 2 4 1 0  

 ( ) ( ). ( ) ( ). ( ) ( ) ( )h f g f g          3 3 3 3 3 2 1 2 1 4  

 ( ). ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

f g g f
k

g

        2 2
1 1 1 1 2 3 2 1 81 91 3

  

xدر   ).   پذير نيست مشتق 2 ). ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

f g g f
k

g



         2 2

2 2 2 2 2 2 4 1 02 042 2
  

 ( ). ( ) ( ). ( ) ( )( )
( )

f g g f
k

g



       2

2 2 2 2 2 2 4 12 242
  

 ( ). ( ) ( ). ( ) ( )( )
( )

f g g f
k

g

         2 2
3 3 3 3 2 1 2 13 0

3 1
  

 

2

1

1

3

2 3

4

4

g
f

( , )2 4
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 آهنگ تغيير: تيپ پنجم
) با توجه به تابع رشد-27 ( ) )f x x 7  :دبه سؤالات زير پاسخ دهي 50
]آهنگ متوسط رشد، در بازه زماني) الف , ]0   قدر است؟ چه 25
 :پاسخ

 ( ) ( ) ( ) /
( ) ( )

f f f

f

    
   

  

25 7 25 50 85 25 0 85 50 35 1 425 0 25 250 7 0 50 50
  

  يك بيشتر است؟ كدام.  ماهگي، با هم مقايسه كنيد49 ماهگي و 25اي تغيير قد كودك را در  آهنگ لحظه) ب
 :ابع مشتق بگيريماي بايد از ت  براي به دست آوردن آهنگ لحظه:پاسخ

 ( ) ( ) , ( )f x f f
x x

          
1 7 7 7 7 1 57 25 4910 2 102 2 2 25 2 49

  

xاي تغيير در آهنگ لحظه   .بيشتر است 25

 
) ارتفاع يك جسم از سطح زمين از معادله-28 )h t t t  25  .آيد به دست مي 40
  .رد به زمين را به دست آوريدسرعت جسم هنگام پرتاب و هنگام برخو) الف
 :آوريم  ابتدا زمان برخورد به زمين را به دست مي:پاسخ

 ( ) ( )
t

h t t t t t
t


           

2 00 5 40 0 5 8 0 8  

)براي به دست آوردن معادله سرعت، كافي است از معادله )h t نسبت بهt مشتق بگيريم: 

 ( )
( ) ( )
( ) ( )t
V

V t
V

   
         

0 10 0 40 4010 40 8 10 8 40 40  

m لحظاتي را معلوم كنيد كه سرعت جسم)ب

s
mو 35

s
35 است.  

 :پاسخ

 
/

t t t
V t

t t t

            
         

110 40 35 10 510 40 2
10 40 35 10 75 7 5

  

 
 

 .دهد  در يك روز نشان مي18 تا 8 را در شهري از ساعت) گراد سانتي( T جدول زير درجه حرارت-29
18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 h ساعت 

9 10 13 15 17 18 19 17 14 12 11 T درجه حرارت 
 :آهنگ تغيير متوسط درجه حرارت نسبت به زمان را

  . به دست آوريد12 تا ساعت 8از ساعت ) الف
 :اسخپ

 ( ) , ( )T T


    


19 11 88 11 12 19 212 8 4  

  . به دست آوريد18 تا ساعت 12 از ساعت )ب
 :پاسخ

 ( ) , ( ) /T T


    


9 1912 19 18 9 1 718 12  
 .شود  به طور متوسط هوا سردتر مي18 تا 12از ساعت . شود تر مي  به طور متوسط هوا گرم12 تا 8كنيم از ساعت  مشاهده مي
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در نمودار زير نشان داده شده ) هفته(اند برحسب زمان  يله يك ويروس آلوده شده كسري از جمعيت يك شهر كه به وس-30
 .است
 دهند؟ چه چيزي را نشان مي dو Lهاي خطوط شيب) الف

 
 
 
 
 
 

 .تري از شهر آلوده شدند بيشتر گذشته شود، جمعيت كميعني هر چه زمان .  در هفته سوم آهنگ آلوده شدن از هفته ششم بيشتر است:پاسخ
tهاي يك از زمان  گسترش آلودگي در كدام)ب  tو 1  tيا 2    بيشتر است؟ 3

t در:پاسخ   .شيب خط مماس بيشتر است 3
t را براي)ب(قسمت ) پ  4،t  tو 5   .بررسي كنيد 6

t در:پاسخ   .تر است از همه كم 6
 

)رو نمايش ميزان فروش تعداد نوعي كالا  نمودار روبه-31 )N پس از ضربt استميليون تومان هزينه براي تبليغ . 
 .دكند به دست آوري  تغيير مي4 تا 3 و 3 تا 2، 2 تا 1، 1از صفر تا  tرا وقتي tبرحسب Nآهنگ تغيير) الف

 
 
 
 
 

 :پاسخ

 ( ) ( ) ( ) ( ),N N N N   
   

 
1 0 300 0 2 1 480 300300 1801 0 1 2 1 1  

 ( ) ( ) ( ) ( ),N N N N   
   

 
3 2 600 480 4 3 700 60012 1003 2 1 4 3 1  

 
 يابند، در حال كاهش است؟ افزايش مي tبه نظر شما چرا آهنگ تغييرات، وقتي كه مقادير) ب

 .)روي به پايين استتعقر ) (اي در حال كاهش است چون آهنگ لحظه. (شود ها كم مي چون شب مماس: پاسخ
 

) معادله حركت متحركي به صورت-32 )f t t t  2 ]برحسب متر در بازه زماني 10 , ]0 5 )t داده شده ) برحسب ثانيه
]بازه زمانياي با سرعت متوسط در  در كدام لحظه سرعت لحظه. است , ]0  با هم برابرند؟  5
 :پاسخ

 
 


30 10 45 سرعت متوسط  0

( )

( )

f

f

 
   

2
0 10
5 5 5 10 30

 سرعت متوسط 

)سرعت متوسط= اي  سرعت لحظه  )f t t   2  اي سرعت لحظه: 1

 /t t    
52 1 4 2 52  

 
 

/0 1
/0 2
/0 3

d

L

654321 t

كسري از جمعيت 
كه آلوده شده اند

t

N

( , )1 300
( , )2 480

( , )3 600
( , )4 700

4321
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).شود  متر به هوا پرتاب مي11ل به ارتفاع توپي از يك پ -33 )f t دهنده فاصله توپ از سطح زمين در زمان نشانt است .
)برخي از مقادير )f t واند سرعت توپ ت يك از مقادير زير مي براساس جدول كدام. رو نمايش داده شده است در جدول روبه

0/را هنگامي كه در ارتفاع نظير زمان  ثانيه است، نشان دهد؟ 4
/0 6  /0 5  /0 4  /0 3  /0 2  /0   tثانيه  0  1
/18 4  /17 4  /16 3  /15 1  /13 8  /12 )متر 11  4 )f t m  
1/)الف 23  
14/)ب 91  
11/)پ 5  
16/)ت 03  

t/را دركه سرعت توپ   براي اين:پاسخ  0 ]هاي توسط را در بازهتوانيم ميانگين سرعت م به دست آوريم مي 4 / , / ]0 3 0 4 
]و / , / ]0 4 0  .به دست آوريم 5

 ( / ) ( / ) / / /
/ / / /

f f 
  


0 5 0 4 17 4 16 3 1 1 110 5 0 4 0 1 0 1 )1 

 ( / ) ( / ) / / /
/ / / /

f f 
  


0 4 0 3 16 3 15 1 1 2 120 4 0 3 0 1 0 1 )2 

 /
 

11 12 11  ميانگين 52

 
 

 يك نادرست است؟ اميك از عبارات زير درست و كد كدام -34
]در بازه fآهنگ تغيير متوسط تابعي مانند) الف , ]0  .تر از شيب منحني در نقطه است هميشه كم 1
yزيرا تابع.  نادرست است:پاسخ x )و از 3 , )0 )و 0 , )1  .گذرد مي 1

 ( ) ( )f f 
  

 
1 0 1 0 11 0 1  آهنگ تغيير متوسط 0

 ( ) ( )f x x f   23 0  اي آهنگ تغيير لحظه: 0
 .اگر تابعي صعودي باشد، آهنگ تغيير متوسط آن، همواره صعودي است) ب

yتابعي مانند.  نادرست است:پاسخ x تقعرش رو به پايين است. (هنگ تغيير متوسطش همواره نزولي استتابعي صعودي است و آ(. 
) تابعي وجود ندارد كه براي آن هم)پ )f   )و 0 )f   0  

yتابع.  نادرست است:پاسخ x  .در نظر بگيريد 3
 ( )f 0 0  
 ( ) ( )f x x f   23 0 0  

 
 

)ساعت داراي جرم tيك توده باكتري پس از -35 )m t t t   .گرم است 32
tجرم اين توده باكتري در بازه زماني) الف 3  يابد؟ چند گرم افزايش مي 4
 :پاسخ

 ( )
/ /

( ) /

m

m

   
  

   

3

3
4 4 2 4 13 130 55 7 74 3
3 3 2 3 55 7

  

tآهنگ رشد جرم توده باكتري در لحظه) ب   قدر است؟ چه 3
 :پاسخ

 ( ) ( ) ( )m t t m
t

       2 21 1 16 3 6 3 54
2 2 3 2 3
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tدر لحظه.  ليتر است40ظرفي  گنجايش -36   پس مانده در ظرف اگر حجم مايع باقي. شود سوراخي در ظرف ايجاد مي 0

)ثانيه از رابطه tاز )tV   240 1  :آيد به دست مي 100
]آهنگ تغيير متوسط حجم مايع در بازه زماني) الف , ]0  قدر است؟ چه 1
 :پاسخ

 /( ) ( ) , ( ) ( ) / /V V V


         


2 20 1 39 204 400 401 40 1 401 39 204 0 796100 100 1 0  

]آهنگ تغيير متوسط آن در بازهاي حجم برابر  در چه زماني، آهنگ تغيير لحظه) ب , ]0  شود؟ مي 100
 :پاسخ

 ( ) ( ) ( )t t
V

       
1 840 2 1 1100 100 10 100  

 
( )

( ) ( )

V
V

V


        

2

0 40 0 40 4100 100 0 10100 40 1 0100
  

 / t t
t


       

8 0 8 4 8 4 5010 100 10 1000 10  
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  كاربرد مشتق رياضي5فصل 
 

چنين طول نقاط ماكزيمم مطلق و مينيمم  ر ماكزيمم مطلق و مينيمم مطلق و هم در هر يك از نمودارهاي توابع زير مقدا-1
 .مطلق را مشخص نماييد

 :پاسخ

a b c d

max

 
x c ماكزيمم مطلق  

 .مينيمم مطلق ندارد

a b c d

max

e f

min

 
x a ماكزيمم مطلق 
x f مينيمم مطلق 

a b c d

max

e

min
x

y

 
x b ماكزيمم مطلق 
x c مينيمم مطلق 

 
 
 .اش پيوسته باشد ولي بر آن ماكزيمم و مينيمم مطلق نداشته باشد  نمودار تابعي را رسم كنيد كه بر دامنه-2

 :پاسخ

x

y

 
 

 
|اي رسم كنيد كه ماكزيمم مطلق داشته باشد ولي تابع را به گونه f نمودار تابع-3 |f ماكزيمم مطلق نداشته باشد. 

 :پاسخ

 
 

 
اي است كه تابع در يك همسايگي آن   مينيمم نسبي به گونه دقت كنيد كه با توجه به تعريف، نقطه ماكزيمم نسبي يا-4

حال با توجه به اين مطلب . حتماً در چنين شرطي صدق كند. اما ماكزيمم مطلق و مينيمم مطلق لازم نيست. تعريف شده است
 .در هر نمودار زير، نقاط ماكزيمم و مينيمم نسبي و ماكزيمم و مينيمم مطلق را مشخص كنيد

 :پاسخ
 
 
 
 
 
 
xدر c ماكزيمم نسبي ندارد ولي ماكزيمم مطلق داارد. 
xدر e مينيمم نسبي دارد ولي در كل تابع مينيمم مطلق ندارد. 

x

y

f (x)
x

y

| f (x) |

a b c d e fa b
c d

max

e

مطلق

minمطلق

a b c d

max

e

مطلق

minمطلق
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 .هاي مطلق را مشخص كنيد هاي نسبي و اكسترمم  در هر يك از نمودارهاي زير، مقادير و طول اكسترمم-5
 .مطلق ندارد max تابع:پاسخ
x در  0،max  است4نسبي دارد كه مقدار آن برابر . 
xدر  2،x  2،min نسبي و مطلق دارد. 

  .ا برابر صفر استه كه مقدار آن
 
 
 
 
xدر   .مينيمم مطلق و مينيمم نسبي دارد و مقدار آن برابر صفر است 0
 .مطلق ندارد maxتابع
 
 
 
 
 
 
xدر b  است3مينيممي نسبي دارد كه مقدار آن برابر . 
xدر c  است11ماكزيمم مطلق و نسبي دارد و مقدار آن برابر . 
xدر d  است2مينيمم مطلق دارد و مقدار آن برابر . 
 
 
 
 
 

xتابع در 1 وx   .مينيمم مطلق دارد كه مقدار آن برابر صفر است 2
x/در 1  . است1ماكزيمم نسبي دارد و مقدار آن برابر  5
xدر   .مينيمم نسبي دارد و مقدار آن برابر صفر است 2

 .تابع ماكزيمم مطلق ندارد
 
 
 
 

 .تابع ماكزيمم مطلق و نسبي ندارد
xدر  )برمينيمم مطلق دارد كه مقدار آن برا 2 )1 است. 
 
 
 

 
 
) نمودار يك تابع را رسم كنيد كه در نقطه-6 , )2 )ماكزيمم نسبي و در نقطه 4 , )5  .مينيمم مطلق دارد 1

 :پاسخ

a b c d

2
3
7

8
11

2 1 1 2
1
2
3
4 y | x | 2 4

y x 2

1 /1 5 2 3

/2 5

1

1
2

2
1

1

1 2 3 4 5

1
2
3
4

www.konkur.in

forum.konkur.in



 
 

 

مجتبي لشينيمهندس : تهيه و تنظيم   دوازدهم5و4 فصل : موضوع 
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) تابع-7 )f x x  . بگيريدرا در نظر 2
]هاي را در بازه fوجود مقادير ماكزيمم مطلق و مينيمم مطلق تابع) الف , ]0 )و 1 , )0  .بررسي كنيد 1
]در بازه: پاسخ , ]0  . است1برابر ، مينيمم مطلق تابع برابر صفر و ماكزيمم مطلق آن 1

)اما در بازه , )0  .، مينيمم و ماكزيمم مطلق ندارد1
 .بررسي نماييد را بر fهاي مطلق تابع وجود اكسترمم) ب

)در نقطه: پاسخ , )0  .زيمم مطلق نداردداراي مينيمم مطلق است ولي ماك 0

 
 . نمودار تابعي را رسم كنيد كه همه شرايط زير را داشته باشد-8
 .نقطه ماكزيمم نسبي داشته باشد كه مشتق در آن نقطه برابر صفر باشد) 1
 .نقطه مينيمم نسبي داشته باشد كه تابع در آن نقطه پيوسته باشد ولي مشتق نداشته باشد) 2
 .نقطه ماكزيمم مطلق تابع نقطه بحراني نباشد) 3
 .نقطه ماكزيمم نسبي داشته باشد كه تابع در آن ناپيوسته باشد) 4
 .اي داشته باشد كه اكسترمم نسبي نباشد ولي مشتق تابع در آن نقطه صفر باشد نقطه) 5
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
شده در صورت وجود بيايد و نقاط بحراني اين توابع را به دست  هاي داده بع زير را در بازه نقاط اكسترمم نسبي و مطلق توا-9

 .آوريد
 ( ) : [ , ]f x x x  23 2 5 2  الف( 1

 :پاسخ

)نقطه بحراني        )( ) f xf x x x x
        0 16 2 6 2 0 3  

)مينيمم نسبي       ) ( ) ( )
min

f f

f

      2

1
3 1 1 1 140 3 2 53 3 3 3

 
  

 

( ) : ( ) ( )
max ( , )

( )
min ( , )

( ) ( ) ( )

f

f

f

     
  
 


    

2

2

2 3 2 2 2 5 21 2 211 14 1 143 3 2 3
1 3 1 2 1 5 6

  

 
 ( ) [ , ]f x x x  3 3 1  ب( 2

  :پاسخ
)نقاط بحراني     )( ) : f xf x x x x x

          02 2 23 3 3 3 0 1 1  

مطلق

لقمط

1 1

1

a b c
d

e
f
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 f

f

 
   

1 1

  
  

 max( ) ( ) ( ) ( , )f        31 1 3 1 2 1 2  
 min( ) ( , )f      1 1 3 2 1 2  

 max ( , ) 1 )مطلق   2 )f   1 2  
 min ( , ) 1 )مطلق   2 )f   1 2  

 max ( , ) 2 )مطلق   2 ) ( )f    32 2 3 2 2  
 

 ( ) x x
f x

x x

   
 

0 2
4 2

 پ( 

 :پاسخ
xنقطه ناپيوستگي نقطه بحراني   2  

)ماكزيمم نسبي     ) ( , )xx
f x fx

x f


       
 

0
0 21 0 2 2 22

1 2 0 2 
  

 
2
2

y

x
  

  نمودار تابع 

 
 

)را در تابع bو a ضرايب-10 )f x x ax b  3 طوري پيدا كنيد كه در نقطه( , )1  .، ماكزيمم نسبي داشته باشد2
)چون نقطه: پاسخ , )1 )عضو تابع 2 )f x است، پس( )f 1 2  
)چنين چون نقطه هم , )1 )، ماكزيمم نسبي تابع است پس2 )f  1  .باشد مي 0

 ( )f a b a b       1 2 1 2 1  
 ( )( ) : ff x x a a a

        1 023 3 0 3  
 a b b b     1 3 1 4  

 
 

ــد -11 ــابعي ماننــ ــودار تــ ــه f نمــ ــه گونــ ــدق     را بــ ــر صــ ــرايط زيــ ــام شــ ــه در تمــ ــد كــ ــم كنيــ اي رســ
).كند ) , ( ) , ( )f f f    1 5 4 2 0 )، نقطه0 , )1   .ماكزيمم نسبي اين تابع باشد   1
 :پاسخ

 

 نسبي
 نسبي

1 2 3 4 5

1
2
3
4
5

1
2

1
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هاي آن و تا  از گوشه hبا بريدن چهار مربع به ضلع. در اختيار داريم yو xشكل با اضلاع  يك برگه كاغذي مستطيل-12
x.اگر.  مكعب ساخته شده استزدن اضلاع، يك y cm hو 2100 cm را طوري پيدا كنيد كه حجم اين  yو x، مقادير2

 .مكعب بيشترين مقدار شود
  :پاسخ

,x y y
x

   
100100  

( )( )V x y xy x y        2 4 4 2 8 8  حجم 32

( )xy

y
x

V x V x
x x




       100

1 2
800 800232 8 8 

( )V x x x y
x

        0 2
2

800 8 100 10 10  

 
متر باشد، طول و عرض مستطيل را طوري به   سانتي4اگر شعاع دايره، . دايره محاط شده است  يك مستطيل در يك نيم-13

 .دست آوريد كه مساحت آن بيشترين مقدار باشد
 : پاسخ

 x y y x y x       2 2 2 2 2 2 24 4 16  

 . x
S x y x x S x x

x

       


2 2
2

22 2 16 2 16 2
2 16

  

( )x x x
S x x x y

x x

             
 

2 2 2 2 2
2 2

2 16 2 32 4 0 4 32 8 8 8
2 16 16

  

 
) توابع-14 )

x x
f x

x x


  

2 1
)و 1 )g x x  .صعودي اكيداند در تمام 3

 پذير هم هست؟  تابع كه در يك بازه صعودي اكيد باشد، در آن بازه مشتقتوان گفت هر آيا مي) الف
 رو بيانگر يك تابع اكيداً  نمودار روبه. خير ـ زيرا ممكن است تابع داراي ناپيوستگي باشد: پاسخ

xصعودي است ولي در نقطه a مشتق ندارد. 
 
 
 

پذير باشد، در هر نقطه از آن بازه داراي مشتق مثبت  ك بازه صعودي اكيد و مشتقتوان گفت هر تابع كه در ي آيا مي) ب
 است؟

yبله ـ تابع: پاسخ x  .، صعودي اكيداً است و مشتق در هر نقطه از آن مثبت است3
 
 
 

 
 

yتوان گفت تابع  آيا مي-15
x


 در تمام دامنه خود نزولي اكيد است؟ 1

xيابيم كه تابع در خير ـ با توجه به نمودار تابع در مي: پاسخ   باشد  مجانب قائم دارد پس داراي  جهش مي 0
)هاي اش نزولي اكيد نيست ولي در بازه پس در تمام دامنه , ) )و 0 , )0 نزولي اكيد است.  

 

2 2
2

2

x  4

y  4

x

y

x2

x

y4

x a

y x 3
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fهايي كه نمودار مي دانيم در بازه بالاي محورxهاست نمودار
 . صعودي استfتابع

f نمودار تابع-16  در شكل زير داده شده است. 
  
 

]را در fصعودي و نزولي بودن تابع) الف , ]s t بررسي كنيد. 
)هاي تابع در بازه: پاسخ , )s a و( , )b t ي صعودي و در بازه( , )a b چنين در بازه نزولي و هم( , )d e باشد نزولي مي. 
 اند؟ كدام بحراني، كدام ماكزيمم نسبي و كدام مينيمم نسبي eو a،b،c،dنقاط) ب

fعلامت تابع كافي است جدول تعيين: پاسخ  را به دست آوريم. 

 
s a b c d e

f

f

     
    

  

xدر a ماكزيمم نسبي دارد. 
,طدر نقا , , ,x a b c d e بحراني هستند زيرا مشتق در اين نقاط برابر صفر است و درx b مينيمم نسبي است. 

 
 . براي هر يك از موارد زير، يك نمودار رسم كنيد-17
]ننداي ما در بازه fتابع) الف , ]a b صعودي است اما صعودي اكيد نيست.  
 :پاسخ

 
 

]اي مانند در بازه fتابع) ب , ]a b هم صعودي و هم نزولي است. 
 .توابع ثابت هم صعودي هستند و هم نزولي: نكته: پاسخ

 
 

 
 

]اي مانند در بازه fتابع) پ , ]a b نزولي است اما نزولي اكيد نيست. 
 :پاسخ

 
 
 

 .تابعي كه در يك بازه نزولي است اما در برخي نقاط آن بازه ناپيوسته است) ت
 :پاسخ

 
 
 

 .پذير نباشد ه باشد اما در برخي نقاط آن بازه مشتقدر يك بازه اكيداً صعودي و بر آن پيوست fتابعي مانند) ث
 :پاسخ

 
 

 
 
 .پذير است اما مشتق آن در برخي نقاط منفي نباشد تابعي كه در يك بازه اكيداً نزولي و مشتق) ج

  :پاسخ
 

صفر

ba c ed
0

s tx1 x2

b
a

y

x

ba

y

x

b
a

y

x

b
a

y

x

y x 3

x

y
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 اند؟ هايي نزولي هايي صعودي و در چه بازه  توابع زير در چه بازه-18
 y x x x   3 22 3 12  الف(7
 :اسخپ
 yy x x x x

       02 26 6 12 6 6 12 0  

 ( )( )
x

x x x x
x


           

2 22 0 2 1 0 1  

)هاي تابع در بازه , ) 1 و( , )2 ي صعودي و در بازه( , )1  نزولي 2

 
x

y

y


   

1 2
0 0

  
  

 ( ) { }x
f x Df R

x
   


 ب( 22

 :پاسخ

 ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )

x
x x

f x f
x x f

       
 2 2

2
1 2 1 2

2 2  
  

}تابع در } 2 )باشد نزولي مي) در تمام نقاط دامنه. 

 
 

 جهت تقعر نمودار و نقطه عطف آن
 

 . موارد زير را كامل كنيد-19
fاگر مقدار) الف  ،تابعدر يك بازه مثبت باشد f   است و لذا شيب خطوط مماس بر منحني )صعودي(............. در آن بازه 

 . است)بالا(.......... در آن بازه رو به  fيابد و تقعر تابع  مي)افزايش(.............. در آن بازه 
fاگر مقدار) ب  در يك بازه منفي باشد، تابعf   است ولذا شيب خطوط مماس بر منحني در ) نزولي(........... در آن بازه

 .است) پايين.......... (در آن بازه رو به  fيابد و تقعر تابع مي) كاهش(........ آن بازه 
 

) نمودار تابع-20 )f x را با اطلاعات زير رسم كنيد. 
( ) ( ) ( )f f f  0 1 2 0  

)بر بازه  ) , ( , )f x  0 1  
)بر بازه ) , ( , )f x   0 1  
 :پاسخ

 
 

 
 

اط عطف را در صورت وجود مشخص و خط مماس بر منحني در نقاط عطف را رسم  در هر يك از نمودارهاي زير، نق-21
 .كنيد
  :پاسخ

 
 

21
1

1

a
عطف bنقطه عطف ندارد

a
عطف نيست
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x  .نقطه عطف است0

x 1نقطه عطف نيست.

x  1نقطه عطف است.

 هاي زير درست و كدام نادرست است؟ يك از گزاره  كدام-22
)در نقطه عطف علامت) الف )f x كند تغيير مي. 
 .درست است: پاسخ
fاي كه در آن مقدار هر نقطه) ب  برابر صفر شود يك نقطه عطف است. 

)در تابع. نادرست است: پاسخ )f x x 4،( )f a   .شود پس نقطه عطف است شود ولي چون جهت تقعر عوض نمي مي 0
 .تواند بيش از يك نقطه عطف داشته با شد تابع مي) ت

 .درست است: پاسخ
 .ي اكيد، نقطه عطف نداردتابع صعود) ث

yتابع. نادرست است: پاسخ x xتابع اكيد صعودي است و در 3   .نقطه عطف دارد 0

 
 .جهت تقعر عوض شود ولي اين نقطه، نقطه عطف نباشد aاي مانند اي رسم كنيد كه در نقطه را به گونه f نمودار تابع-23
 :پاسخ

 
 
 
 

 
 .ها را در صورت وجود به دست آوريد ها بررسي كرده و نقطه عطف آن  جهت تقعر توابع زير را در دامنه آن-24

 ( )f x x x  31 3  الف(43
  :پاسخ

 ( ) ( )        f x x f x x f

f

2
0

3 2 0  

 ( ) { }x
f x Df

x


  


1 11 )ب 

 :پاسخ

 ( ) ( )( )( )
( ) ( )

x x
f x

x x

     
 2 2

1 1 1 1 2
1 1

  

 ( )( )
( ) ( )
      

 

x
f x f

x x f
4 3

1
0 4 1 4 0

4 1
  

 
 ( )f x x 3  پ(1

 :پاسخ

 ( ) ( )
( ) ( ( ) )

xf x f x
x x

 
   

 2 2 23 3

20 31 3 1
3 1 3 1

  

 ( )
( )


     


f x f
x 53

1
2

3 1
  

a x

y

تقعر رو به بالا تقعر رو به پايين

تقعر رو به پايين تقعر رو به بالا

 تقعر رو به بالاتقعر رو به پايين
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 . شده، نقطه عطف آن باشد  مثال بزنيد كه نقاط داده3درجه  براي هر مورد يك تابع -25
)نقطه) الف , )0 y:پاسخ  0 x 3  
)نقطه) ب , )1 ):پاسخ  0 )y x  31  
)نقطه ) پ , )0 ):پاسخ  1 )y x 3 1  
)نقطه) ت , )2 ):پاسخ   2 )y x  32 2  

 
)در تابع cو a،b مقادير-26 )f x ax bx c  3  .ريد كه در شرايط زير صدق كندطوري به دست آو 2

( )f 0 1،( )f 1 xو 2 
1
 .باشد fطول نقطه عطف نمودار تابع 2

 :پاسخ
 ( )f x ax bx c  3 2  
 ( )f c c      0 1 0 0 1 1  

 ( )f a b a b       1 2 1 2 1  

 ( ) ( ) ( )x f f x ax bx f x ax b          21 1 0 3 2 6 22  عطف 2

 ( ) ( )f a b a b       
1 16 2 0 3 2 02 2  

 
a b a b a

a b a b b

         
        

1 2 2 2 2
3 2 0 3 2 0 3  

 
fشده مربوط به نمودار تابع  اگر شكل كشيده-26  تواند نمودار تابع باشد، كدام نمودار ميf باشد؟ 
 :پاسخ

 
a

s
b

x b
a


    00 0 02 

 
 

 .درست است) ب(يعني تابع صعودي و طول نقطه عطف آن منفي باشد، پس شكل 

) الف

 

2
4

3

1 ب (

 

2

8
 

) پ

 

3 ت (

 

 

 
 
 

3

21
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f اگر شكل زير نمودار تابع-27  تواند نمودار تابع باشد، كدام نمودار ميf باشد. 
 : پاسخ

,y ax b a b    0 0 

bتابع صعودي و طول نقطه عطف يعني
x

a


  .درست است) پ(ي  كه گزينه. باشد مثبت مي 3

) الف

 

) ب 

 
2

 

)پ
1

2
3

 

 

) ت 
1 2

3

 

 

 
 

) اگر-28 , )0 yف تابع درجه سومنقطه عط 0 x ax bx c   3 باشد كه نمودار آن در شكل زير رسم شده  2
 . را پيدا كنيد cو a،bاست،

 
 
 

 :پاسخ
 ( , )y x ax bx c c c          0 03 2 0 0 0 0 0  

 y x ax b   23 2  
 y x a  6 2  

 ( )x
y

a a


    0
0 6 0 2 0 0  

 min
( )

( )x
f

b b
 

     2 2
2 0 3 2 0 12  

 
 . جدول رفتار و نمودار توابع زير را رسم كنيد-29

 ( ) ff x x x D   22 4 1  )الف 
  :پاسخ

 ( )f x x x     4 4 0 1  
 ( )f x  4  

 ( )f 0 1  

 
f

f

f

   
   

0 1

  

  

 ( ) ff x x x D   3 5 5 )ب 
 

1
2

21

2
2

1 21

1
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  :پاسخ

 ( )
x

f x x

x


     

  

2
5
33 5 0

5
3

  

 ( )f x x x    6 0 0  

 

/ /

f

f

f



    
    

5 502 3
0 0

0
9 3 5 0 7   

  

 
 ( ) ( )f x x x    پ( 22

  :پاسخ
 ( ) ( )( ) ( )( )f x x x x       21 2 2 2 0  

 ( )( ) ( )( )
x

x x x x x
x

 
           

 

2
2 2 2 2 3 2 0 2

3
  

 ( ) ( )( ) ( )( )f x x x       1 3 2 3 2 0  

 ( )f x x x       
46 8 0 3  

 

x

f

f

f

  

    
    

4 22 3 3
0 0

0
0   

  

 

 ( ) { }f
x

f x D
x


  


2 1 22 )ت 

  :پاسخ

 
lim ( )

lim ( ) lim

x

x x

x f x

x
f x

x



 

   

 

 


2
2

2 1 22
 )1( 

 ( ) ( )( )( )
( ) ( )

x x
f x

x x

     
 2 2

2 2 1 2 1 3
2 2

  

 ( )( ( ))( )
( ) ( )

x
f x

x x

     
 4 3

0 3 2 2 6
2 2

  

 

x

f

f

f

   
   

0 2

0  
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1

5
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432
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 مجانب قائم

 مجانب افقي

1 23
2

5
/5 5
6

 ( ) { }f
x

f x D
x


   


33 )ث 

 :پاسخ

 
lim ( )

lim

x

x

f x x

x
y

x





   

 

    


3
3

1 13
 )1( 

 ( ) ( )( )( )
( ) ( )

x x
f x

x x

      
 2 2

3 1 3
3 3

 )2( 

 ( ( ))( )
( ) ( )

x
f x

x x

   
 4 3

0 3 2 3 6
3 3

 )3( 

 
f

f

f


  
  

3

 

  

 
 ( ) ff x x x x D R    3 22 9 12  ج( 1

  :پاسخ

 ( )
x

f x x x
x

       
2 16 18 12 0 2  

 ( )f x x x     
312 18 0 2  

 

x

f

f

f

 

     
     

31 22
0 0

0
    

  

 
) فرض كنيد-30 ) ax b

f x
cx d





)هاي آن نقطه ، محل تقاطع مجانب , )2 )هاگر اين تابع از نقط. است 1 , )1 . بگذرد 0

 .ضابطه تابع را به دست آوريد
 :پاسخ

 ( , ) ( , ) ( , )d a

c c


 2 1 2  ها محل تقاطع مجانب: 1

 

d
d c

c
a

a c
c

     
   


2 2

1
  

 ( ) a b
f a b a b

c d

 
          

 
1 0 )صدق 0 , )1 0  

 ( ) ( )ax a x
f x f x

ax a x

 
  

 
1

2 2  
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) نمودارهاي زير مربوط به تابعيك از  كدام-31 )f x x x  3  .است 2

) الف

 
2

) ب 1

 

1
2

1

 

) پ

 
2

1 2
1

12
) ت 

 
2

1 2 3 41
 

 
 :پاسخ

 ( )
( )

b
x f

a


     

0 0 0 23 3  نقطه عطف: 1

aتابع صعودي   0  
)پس نقطه , )0  .تدرست اس) ب(ي  نقطه عطف و تابع صعودي است پس گزينه 2
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