
 مفهوم حد و فرایند های حدی:

ی شود ، گاهی یکی از مهمترین کاربرد های علم ریاضی مدل سازی پدیده های طبیعی است که معمولا به شکل یک تابع انجام م
(سیهواشنا)اوقات برای پیش بینی رفتار این توابع در نزدیکی یک نقطه مورد نظر از مفهوم حد استفاده می کنیم 

بیشترین مقدار توجه داشته باشید ، با زیاد شدن تعداد اضلاع چندضلعی محاطی مساحت تحت پوشش آن نیز زیاد می شود تا در
احی وقتی تعداد اضلاع  هلاس تلابی هلای تهایلای م لان ملای  نلاد م لا: حال مفهوم حد می گوید . ممکن به مساحت دایره برسد 

.چندضلعی ها م احی دایره هراهر می شود

تعریف شده باشد ، مفهووم حود گیوری را ( aاحتمالا به جز خود نقطه )aدر یک بازه شامل نقطه fبرخی مواقع وقتی تابع : مثال 
:و نقاط نزدیک به آن بررسی کرد aدر دو طرف نقطه fمی توان با تعیین مقدار تابع 

𝒇 𝒙 =
𝒙𝟐 − 𝟒

𝒙 − 𝟐
=

(𝒙 − 𝟐)(𝒙 + 𝟐)

(𝒙 − 𝟐)
= 𝒙 + 𝟐

X 1 1.5 1.9 1.999 2 2.001 2.01 2.5 3

F(x) 3 3.5 3.9 3.999 ? 4.001 4.01 4.5 5

4

2

هس تلابی f(x) ،xحد به زبان ریاضی می گوییم . نزدیک می شود 4از هر دو طرف ، مقدار تابع به عدد 2به xبا نزدیک شدن 
:و می نویسیم 4می شود 2

lim
𝑥→2

𝑓 𝑥 = 4

ندارد ، یعنی لزومی ندارد برای بررسی حود توابع aتاثیری در حد آن در نقطه aدر نقطه fوجود یا عدم وجود مقدار تابع : نکته 
.در یک نقطه تابع در آن نقطه تعریف شده باشد 
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 مفهوم هب ایگی و هب ایگی محذوف یک عدد:
a-ε)هر بازه به صورت. همسایگی در واقع یک بازه است که حول یک نقطه تعریف می شود , a+δ)را یوک همسوایگی نقطوهa  

.می نامند
a-δ)اگر بازه به صورت , a+δ)باشد، آن را همسایگی متقارنa زیرا فاصله آن از دو طرف نقطه. می نامندa به یک اندازه است.

.می نامند aرا از همسایگی متقارن آن حذف کنیم، آن را همسایگی محذوف نقطه aاگر نقطه
a)صورتاگر بازه به  , a+δ)آن را همسایگی راستباشد ،a می نامند.

a-δ)اگر بازه به صورت , a)باشد، آن را همسایگی چپa می نامند.
توا حود ممکون و بوه دسوت  aیعنی فرآیند نزدیک شدن به نقطه aدر نقطه fحد گرفتن از تابع. حال تعریف حد را به یاد آورید

.آوردن خروجی تابع در حین این فرآیند
تعریف شوده  aیعنی باید تابع حداقل در همسایگی محذوف نقطه. تعریف شده باشد aبدیهی است که باید تابع در نقاط نزدیک به

.نمی رسیم ولی بسیار بسیار به آن نزدیک می شویم aزیرا در حد گرفتن به خود. باشد
:پس می توانیم بگوییم که

تعریوف شوده  aحداقل در همسوایگی محوذوف نقطوه fصحبت کنیم اینست که تابع aحول نقطه fشرط اینکه بتوانیم از حد تابع
.باشد

تعریوف شوده  aحداقل در همسایگی چوپ نقطوه fصحبت کنیم اینست که تابع aحول نقطه fشرط اینکه بتوانیم از حد چپ تابع
.باشد

تعریوف شوده  aحداقل در همسایگی راست نقطه fصحبت کنیم اینست که تابع aحول نقطه fشرط اینکه بتوانیم از حد چپ تابع
.باشد

هگ ریدرا در تظر زیرتاهع :مثال

پس . تشده نیساین تابع در هیچ همسایگی نقطه صفر تعریف 
.نمی توان از حد این تابع حول نقطه  ی صفر صحبت کرد

پس . تعریف شده است۱این تابع در همسایگی راست نقطه 
.صحبت کرد۱می توان از حد راست این تابع حول نقطه 

:هس عنوان مثال هس هازه های زیر دقی  ن د 
.اتی 3یک هب ایگی محذوف هررای عدد ←   (  1و5)-{3}.                    اتی 3یک هب ایگی هرای عدد ←   (   1و5)
اتی-2یک هب ایگی راتی هرای عدد ←   (    -2و5).یک هب ایگی چپ هرای عدد یک اتی ←  (  -3و1)

fآیا تابع  :مثال x = log 9 − x2 در همسایگی عدد صفر تعریف شده است؟ در کدام نقططه تابعfهمسایگی چپ دارد؟

.را بیابید xباشد حدود ۱یک همسایگی برای عدد ( x2-۱و x+4)اگر بازه ی  :مثال
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 تعریف حد تاهع در یک تقطس  :
( از دو طلارف)𝒙𝟎هلاس xتعریف شده هاشد هس طوری  س وقتی متغ لار aدر یک هب ایگی محذوف تقطس fفرض  ن د تاهع 
lim( :L)هس یک م زان دلخواه ثاهی در دو طرف هرتد f(x)م ن  ند آتگاه 

𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 = 𝐿

 مفهوم حد چپ و حد راتی:

:در یک تقطس دارای حد هاشد این اتی  س f(x)شرط این  س تاهع : تکتس مهم 
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 محاتبس حد تاهع از روی ضاهطس:
درصود 99در واقع اگر ضوابطه توابع مشوبا باشود ...!    تا آخر که قرار نیست نمودار رسم کنیم ! خب اصل مطلب اینجاست 

ع جاگذاری کنیم فقط کافیست آن نقطه ای که می خواهیم در آن حد بگیریم را در تاب! مواقع اصلا نیازی نیست نمودار رسم کنیم 

0مثل !!! بماند که بعضی وقتها جواب هایی ظاهر می شوند که ما خوشمان نمیاید ) 

0
که البتوه بعودا یواد میگیوریم چطوور ...

(حلش کنیم 

 ا نون می خواه م تحوه محاتبس حد در ضاهطس تواهع زیر را هررتی  ن م:
تاهع چند ضاهطس ای                       -5(         ریشس)تاهع رادیکالی -4(گویا)تاهع   ری -3تاهع هباتی      -2تاهع ثاهی      -1
تاهع جزء صح ح              -8تاهع مثلثاتی                -7تاهع قدرمطلقی-6
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 حد تاهع ثاهی:

 حد تاهع هباتی:

 تو  تاهع ذ ر شده هس قضایای زیر در محاتبس حد دقی  ن د8قبن از یادگ ری تحوه محاتبس حد در:
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 ( :گویا)حد تاهع   ری

 ( :ریشس)حد تاهع رادیکالی
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چند ضاهطس ای حد تاهع:
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قدرمطلقی حد تاهع:

 (که ابتدای این ببش در  مورد آن صحبت کردیم ):حد تاهع مثلثاتی ...
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جزء صح ح حد تاهع:
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تکتس:
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تکتس:

تکتس:
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تکتس:
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 𝟎رفع اههام حالی

𝟎
...حاصن حد روهرو را هب ن د : 

:به این حالت مبهم می گوییم و برای رفع آن از روش های زیر استفاده می کنیم 
(در توابع مثلثاتی)اتحاد های مثلثاتی -3تجزیه به کمک اتحاد ها-2تقسیم چند جمله ای -۱

حالت مبهم xتوابعی که حد آنها پس از جاگذاری •
0

0
توابع کسری شامل عبارات چند جمله ای ( الف:      دارند 

توابع کسری شامل عبارات مثلثاتی( ج(    رادیکالی)توابع کسری شامل عبارات گنگ ( ب

lim
𝑥→2

𝑥2 − 4

𝑥 − 2
=

4 − 4

2 − 2
=

0

0

 تکتس ه  ار مهم:
limدر م  ر رفع اههام 

𝒙→𝒂
𝒇(𝒙)هدف اصلی حذف عامن صفر شوتده ،(x-a)  از صورت و مخرج

.   ر اتی 

 رفع اههام تواهع   ری شامن عبارات چند جبلس ای:
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 رفع اههام تواهع   ری شامن عبارات گنگ:
3توابع رادیکالی با فرجه ( 22توابع رادیکالی با فرجه ( ۱: در این نوع رفع ابهام ها با دو نوع تابع گنگ روبرو هستیم 

معمولا از اتحاد مزدوج کمک می گیریم2برای رفع ابهام توابع رادیکالی با فرجه 
معمولا از اتحاد چاق و لاغر کمک می گیریم3برای رفع ابهام توابع رادیکالی با فرجه 
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رفع اههام تواهع   ری شامن عبارات مثلثاتی:
گیریمبرای رفع ابهام این نوع توابع معمولا از بسط های مثلثاتی ، اتحاد های مثلثاتی و روش تغییر متغیر کمک می

برخی از روابط مثلثاتی  به شرح زیر می باشد
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 در این گونه رفع ابهام ها نیر : روش تغ  ر متغ ر در رفع اههام مثلثاتیx-𝑥0 است که باید از صوورت عامل صفر شونده

.و مبرج کسر حذف شود 

، سوسس در ( x=t+𝑥0)پیودا  موی کنویم tرا بر حسب xو از روی آن ( t=x-𝑥0)قرار می دهیم tرا مساوی x-𝑥0:روتد  ار 

...به سمت چه عددی میل می کند tدر همسایگی داده شده مشبا می کنیم که ( t)تغییر متغیر

lim =در ضبن معبولا هدف ما رت دن هس عبارت* 
𝒙→𝟎

𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙
= 1lim

𝒙→𝟎

𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒙
.اتی 
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 رفع اههام تواهع شامن جزء صح ح و قدرمطلق:
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 قطوع )نقطواع همانطور که از نام آن پیداست ، یعنوی اینکوه توابع در آن نقطوه دارای ا: پ وتتگی تاهع در یک تقطس
سوم کورد ، بدین منظور به نمودار هایی که در آنها بدون برداشتن قلم از روی کاغذ بتووان نموودار را ر. نباشد( شدگی

.پیوسته می گوییم 
 ابع بوا هوم اگر در یک نقطه از تابع حد چپ ، حد راست و مقودار تو: شرط پیوستگی تابع از روی ضابطه هم این است

رط را در تقطلاس عبوما یک تاهع چند ضاهطس ای می دهند و ما ش.برابر باشند می گوییم تابع در آن نقطه پیوسته است 
...اعبال می  ن م( مرز هازه ها)ی تغ  ر رفتار تاهع 

 هناهراین شرط پ وتتگی در تقطسa این اتی  س حد تاهع در تقطسa ها مقدار تاهع در تقطسaهراهر هاشد
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متیقبلا گف
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