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کلیه حقوق مادی و معنوی اين کتاب متعلق به سازمان پژوهش و برنامه ريزی آموزشی 
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عکس برداری، نقاشی، تهیه فیلم و تکثیر به هر شکل و نوع، بدون کسب مجوز ممنوع 

است و متخلفان تحت پیگرد قانونی قرار می گیرند.
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باسخنی

کتاب ریاضی و آمار پایهٔ دهم رشــتهٔ انســانی در جهت اهداف برنامهٔ درســی ملیّ و در ادامهٔ تغییر 
کتاب های درســی دورهٔ اول متوسطهٔ تألیف شده اســت.زمانی تأکید کتاب های درسی ریاضی بیشتر 
بر توانایی انجام دادن محاســبات بــود. در رویکرد جدید، ضمن توجّه به ایــن هدف، تأکید اصلی بر 
پرورش قوّة تفکّر و تعقّل و رشــد توانایی حلّ مسئله اســت. در واقع رویکرد » آموزش ریاضی برای 
حل مســئله« به » آموزش از طریق حل مســئله« تغییر کرده است. رسیدن به چنین هدفی، مشکلات و 
دشــواری های فراوانی دارد و به سرعت امکان پذیر نیســت ولی مدّ نظر قرار دادن آن می تواند جهت 
اصلی حرکت جامعهٔ آموزش ریاضی را تعیین کند. در این میان، اصلی ترین و مؤثرترین وظیفه بر عهدهٔ 
معلمّ قرار دارد. قدرت انعطاف و هماهنگی و همراهی معلمّان با برنامه های جدید ستودنی است. بر این 
اساس، مؤلفان کتاب حاضر سعی کرده اند برای انجام وظیفهٔ خویش در مورد آموزش معلمّان، ضمن 
اطلّاع رســانیِ مناسب و به هنگام دربارهٔ تألیف، کتاب راهنمای معلمّ و نیز فیلم های آموزشی مربوط را 

به موقع در اختیار همکاران عزیز قرار دهند.
ســاختار کتاب حاضر از ســه  بخش اصلیِ »فعّالیت«، »کار در کلاس« و »تمرین« و نیز مثال های 
حل شده و توضیحات به  صورت متنی، نکات مهم و تعاریف، تشکیل شده است. آنچه در هر »فعّالیت« 
به  طور عمده مدّ  نظر بودهّ آشــنایی دانش آموزان با مفهوم درس و ســهیم بودن او در ســاختن دانش 
مورد  نظر است. فعّالیت ها شامل مراحلی مانند درک کردن، کشف کردن، حلّ مسئله، استدلال کردن، 
بررســی کردن، حدس و آزمایــش، توضیح راه حل، مرتبّ کردن، قضــاوت در مورد یک راه حل و 
مقایسهٔ راه  حل  های مختلف است. هدایت فعّالیت ها ساده و آسان نیست و صد البتّه، اجرای مناسب 
آن ارزش زیادی دارد. فعّالیت ها در حدّ متوسّط طرّاحی شده اند؛ بنابراین معلمّ می تواند با توجّه به زمان 
و توانایی دانش آموزان خود، یک فعّالیت  را غنی تر کند یا با ارائهٔ توضیحات بیشتر و ایجاد تغییراتی، 

آن  را ساده تر نماید و حتی فعّالیتی مکمل در جهت آموزش همان مفهوم درسی طراحی کند. 
مؤلفان در کتاب ریاضی و آمار )1( بر این باورند که استفاده از مثال ها و مسائل کاربردی که رابطه ای 
با شاخه های مختلف رشتهٔ علوم انسانی داشــته باشد می تواند علاوه بر ایجاد انگیزه در دانش آموزان 

ّمعلم
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برای یادگیری ریاضی و آمار به پرورش تفکرّ ریاضی در آنها کمک کرده طوری که در مواجهه با 
مسائل و مشکلات روزمره از این ذهنیت استفاده لازم را برده و در آینده افرادی خلّاق، متفکّر و 

با قدرتِ تجزیه و تحلیل و دلسوز برای خدمت به جامعه و ایران اسلامی تربیت شوند. 
 هنــگام انجــام دادن فعّالیت، هدایت گفت و گوی کلاســی یــا گفتمان ریاضی، کــه  در آن 
دانش آمــوزان به ارائهٔ دیدگاه ها و دفاع از اندیشــه های خود و نیز قضــاوت و ارزیابی افکار و 
روش های ریاضی دیگر دانش آموزان می پردازند، به عهده معلمّ اســت. به طور خلاصه، فراهم 
کــردن موقعیت های یادگیری و فرصــت دادن به دانش آموز برای اینکه خود به کشــف مفهوم 
بپردازد، می تواند یکی از دل مشغولی های همکاران عزیزمان باشد. »کار در کلاس« با هدف تثبیت 
و تعمیق و در مواردی، تعمیم یادگیری طرّاحی شده و انتظار این است که دانش آموزان بیشترین 
سهم را در انجام آن داشته باشند. مثال ها توسط همکاران محترم در کلاس بررسی شده و سعی 
می شود تا همانند کار در کلاس ها دانش آموزان به حل و بررسی آنها مشغول باشند و روی نکات 
مهــم و تعاریف که عمدتاً در داخل کادرهایی قرار دارند از طرف دبیران محترم تأکید لازم انجام 
خواهد پذیرفت. حلّ »تمرین« ها به عهدهٔ دانش آموزان است؛ اما ضرورت دارد که معلمّ زمینه را 

برای طرح پاسخ ها و بررسی آنها در کلاس فراهم سازد.
پس از آماده شدن نسخهٔ اوّلیهٔ کتاب، مؤلفان جلسات فشرده ای را برای نقد و اصلاح آن برگزار 
و برخی تغییرات و اصلاحات لازم را نیز در کتاب اعمال کردند. نظرات حاصل از اعتباربخشی و 
آرای معلمّان سراسر کشور نیز در این اصلاحات مدّنظر قرار گرفت. در اینجا لازم است مراتب 
تقدیر و تشــکّر خود را از همهٔ همکارانی که نسخهٔ اوّلیهٔ کتاب را مطالعه و نظرات و پیشنهادهای 
خود را به واحد تحقیق، توســعه و آموزش ریاضی ارسال کرده اند، ابراز نماییم. ده ها نقد رسیده 
از سراسر کشور نویدبخش حضور و مشــارکت مؤثرّ دبیران گرامی در تألیف کتاب های درسی 
اســت. علاوه بر آن، مشاورانی از مراکز آموزشی و پژوهشی نیز بخش هایی از کتاب را مطالعه و 
نقد کرده اند که جا دارد از آنها نیز قدردانی شود، همچنین از آقای مجید امیری برای استفاده از 
اشعار ایشان تشکر می کنیم. گروه تألیف، آمادگی دریافت  نظرات و دیدگاه های تمامی همکاران 
و عزیزان را از طریق وبگاه واحد تحقیق، توســعه و آموزش ریاضی1 دارد. به علاوه، بسیاری از 
مطالب مربوط به پشتیبانی کتاب از طریق وبگاه یاده شده قابل دریافت است. اطمینان داریم که با 
اتکّال به خدای متعال و تکیه بر تلاش، اراده و همّت شما دبیران محترم می توانیم به برآورده شدن 

اهداف کتاب امیدوار باشیم.
مؤلّفان

1. www.mathrde.ir                         
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 چند اتحاد جبری و کاربردها
در سال  قبل، با اتحادهای زیر آشنا شدید.

)a+b(2  =    a2  +  2ab  +  b2  
)a- b(2  =   a2  -  2ab  +  b2  
)a+b( )a- b(   =  a2  -  b2  
)x+a( )x+ b( =  x2  +)a+b(x  +a b  

کار در کلاس 

با استفاده از اتحادهای بالا، تساوی های زیر را کامل کنید.
      ...  +  ...  + a +  4(2  = a2( )الف
              ...   +   3a -1(2  = ...  -6a(   )ب
)پ ( b) b+ = + +

2 21 1
2 2

22
  

) )ت )( )+ − = − = 3 3 3 2 1  
          ... +  x+4(  )x+3(   =   x2+   )...(  x(   )ث
          ...  -  ...  -  ... =)3x(+)2()-5()٥-3x+2(  )3x-5(     = ...+ )2(      )ج
          x +...(  )x +...(   =  x2 +3x+2(      )چ

کار در کلاس  

با استفاده از اتحاد مربع دوجمله ای، اتحاد مزدوج و اتحاد جمله مشترک، عبارت های جبری زیر را تجزیه 
کنید.

)...  +  3x  -...( )3x(  =  9x2  -  16 )الف  

ba

a

b

a2

ab

ab

b2

)a+b(2= a2+2ab+b2
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)ب x x x ( )x ( ) (x )+ + = + + = +
2 2 2 22 1 1 12

3 9 3 3
   

   2x(  +  )1(2  =  )2x - ...( 2(2  -  2)...  (  =  4x2  -  4x   +1 )پ
)...+ 5  - 2(y  -  )5(  )2(  = ) y - ...( )y( +  y2  +3y   -10  =  y2 )ت  
3x(2  +  6 *   )3x ( +  8  (  =  9x2  +  18x   + 8 )ث

 =  )3x(2  +  )... + ...(  )  3x(   +  )2 ( )4(  
= )3x  +...(  )3x  +...(

کار در کلاس 

عبارت های جبری زیر را به صورت ساده ترین حالت، تجزیه کنید.
x2  + 6(3 - 8x5 )x2  +  6(4(    12x7 )الف  

= 4x5  ) x2   +6(3  )3x2-2)x2  +  6( (   
= 4x5  ) x2   +6(3  )... -... (   
= 4x5   ) x2   +6(3  ) x - ... ( ) x + ... (   

)x4  -  64(  x8  -  64x4  =  x4 )ب  
= x4   )... - ... ( ) ... + ... (  
= x4   )... - ... ( ) x + 8 ( )...  +  ...(   

کار در کلاس 

بعضی از محاســبات عددی را می توان با کمک  اتحادها، به راحتی انجام داد. تســاوی های زیر را کامل 
کنید.

      ... =2)١-1000( =  2)999( )الف
     ...-...   =   )4 + ...( )4-100( =  104×96 )ب
      = ...+...  = 2)2+100( =  ... )پ

ت( خودتان نیز یک مثال عددی بزنید که برای محاسبهٔ آن از اتحادها، کمک گرفته اید. 
ث( آیا کاربرد دیگری از اتحادها، به ذهن شما می رسد؟ لطفاً توضیح دهید.

آفرینش، دفترش تا باز شد
با »حساب« و »هندسه« آغاز شد

دستِ حق تا نقشِ عالم می نگاشت
در سِرشت »دایره« ، »پی« می گذاشت

شکل های  هندسی و »مُنتَظم«
او نهاده در نهادِ هر قلم

با »مثلثّ« ، »دایره«، یا »مستطیل«
می شود اندام این عالم شکیل!

آسمان، از اختران پر کرده است 
روز و شب را در »تناظر« کرده است

این همه مجموعه های بی نظیر
کهکشان های »شمارش ناپذیر«!

نظم این اعداد، در اوجِ کمال
در تناسب گشته عالم، بی مثال

زلفِ عالم تا پریشان می شود
این ریاضی، شانه های آن می شود!

یا به اِستقراء و یا »برهان خُلف«
می شود شانه، پریشانیِّ زلف!
باز، بین جغرافیای بی حدود

کوه ها بر دشت ها گشته »عمود«!
از حیات و از جَماد و از نبات

پرُ نمود این »دستگاه مختصات«

a- b

a-
 b

b
a

a

b

1

3

2

4

)a- b(2  =   a2  -  2ab  +  b2)1( و )2( ⇒

مساحت مربع:
)1(

)2(

s1=   )a-  b (2

s1=   s  -    s2 - s3  -    s4
= a 2  - b )a-  b (- b )a-  b (  -b2

=   a 2  - 2ab + b2
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کار در کلاس  

عبارت جبری a+b(3( را به کمک اتحاد مربع دو جمله ای و حاصل ضرب عبارت های جبری ساده کنید.
)a+b(3 = )a+b(2 )a+b( = ……  

برای ساده کردن a+b(4( ، چگونه عمل می کنید؟ آیا این پرسش را می توان برای توان های بزرگ تر از 4 نیز 
طرح کرد؟ آیا روشی وجود دارد که بتوان بدون ساده کردن عبارت های حاصل ضرب، جواب نهایی را به دست 

آورد؟

فعالیت زیر پاسخ مناسبی برای سؤال بالاست.

فعالیت

جدول زیر را درنظر بگیرید.

)a+b(0 =11

)a+b(1 = 1a + 1b1        1

)a+b(2= 1a2+ 2ab + 1b21        2        1

)a+b(3=1a3+3a2b +3ab2+ 1b31        3        3        1

)a+b(4=  a4+  a3b+  a2b2+  ab3+  b41        4        6        4        1

)a+b(5 = 1a  +5a     b +10a     b +10a     b  +5ab4+b51        5        10        10        5        1

.

.

.

.

.

.

1. در جدول بالا سمت چپ )مثلث خیام(، چه ارتباطی بین سطر دوم و سطر سوم وجود دارد؟ چه ارتباطی 
بین ســطر ســوم و سطر چهارم وجود دارد؟ چه رابطه ای بین ســطر چهارم و سطر پنجم وجود دارد؟

 مثلث خیام1
در اینجا بایــد به رخداد 
مهمی که با شناسایی کتاب 
جبر و مقابله خیام در اروپا 
صورت گرفــت بپردازیم.  
صورت  کــه  مـی دانــــیم 
بـسط یـافـتهٔ  دوجـمله ای 
بــه طراحی مثلثــی عددی 
پیش از این  کــه  می انجامد 
مثلث نیوتن ـ پاسکال نامیده 

می شد. 
در اواســط قرن بیســتم 
اروپــــایی  دانـشمنـــدان 
عـــلاقه مند بــه بـــررسی 
در  ریـــاضیات  تــــاریخ 
سرزمـین هـــای اســلامی 
پــرسیـدنـــد: خــود   از 
»  آیا ممکن است این روش 
 بـسط   دوجــمـله ای هـــا 
در ســرزمین های اسلامی 
دانشــمندان  وســیله  به  و 
گرفته  نیز صورت  اسلامی 
بررسی ها  نخستین  باشد؟« 
به حضــور این بســط در 
کتاب   مــفتاح الـــحساب 
جـــمشید  غیــــاث الدین 
کاشانی رســید و در ادامه 
به  این بسط  شــد  روشــن 
دانشمندی پیش از کاشانی 
یـــعنی  خواجه نصیرالدین 
طوســی بــاز می گــردد و 
در فصــل اول از کتــاب 
طوسی  جوامع الحســاب 
ادامه  مـــی شود.  دیـــده 
ردپــای  نیــز  پژوهش هــا 
این بســط را به کتاب جبر 
رســاند  خیــام  مقابلــهٔ  و 
و مشــخص شــد بــرای 
اولـین بار در سرزمین های 
اسلامی و حدود شش قرن 
قبل از نیوتن، خیام این دو 
جمله ای را در کتاب خود 

بسط داده است. 

 1. حکیــم، عمرخیــام   ـ     علی اکبر ولایتی 
انتشارات آفتاب، تهران. ١٣٨٩.

www.konkur.in

forum.konkur.in



13

2. آیا می توانید سطرهای هفتم و هشتم را کامل کنید؟

3. چه ارتباطی بین ســطرهای واقع در مثلث خیام و ضرایب عبارت های جبری ســطرهای جدول بالا در 
سمت راست وجود دارد؟

4. آیا می توانید ضرایب a+b(4( را در جدول سمت راست، کامل کنید؟

5  . آیا می توانید توان های a و b در عبارت a+b(5( در جدول سمت راست را کامل کنید؟

6. آیا توانسته اید حدس بزنید که چه ارتباطی بین اعداد سطرهای واقع در مثلث خیام و ضرایب توان های 
)a+b( وجود دارد؟

 )a+b(3=a3+3a2b+3ab2+b3 را براساس اتحاد )a-b(3 حاصل عبارت ،a-b = a +)-b( 7. با توجّه به اینکه
به دست آورید.

با توجّه به مثلث خیام، اتحادهای زیر را خواهیم داشت:
 

)a+b(3 = a3 + 3a2b+3ab2+b3

)a-b(3 = a3 - 3a2b+3ab2-b3

کار در کلاس 

با استفاده از اتحادهای بالا، تساوی های زیر را کامل کنید:

      ...+ ٢a +  1(3  = 8a3 +  ...  +  6a( )الف

) )ب a ) ( a) ( )− = − + −3 21 1
2 3 2 8

3 3
    

    4a -  2b(3  =   ...  -  ... +  ... -8b3( )پ

+ ...  + ...  +  27a3   =  3)...  + ...( )ت 1

8
    

www.konkur.in

forum.konkur.in



14

کار در کلاس 

در تساوی های زیر، به جای علامت سؤال، عدد مناسب قرار دهید:
1 = 20  
1 + 1 = 2?  
1 + 2 + 1 = 2?  
1 + 3 + 3 + 1 = 2?  
1+ 4 + 6 + 4+1 = 2?  

- چه ارتباطی بین توان های عدد2 و سطرهای واقع در مثلث خیام وجود دارد؟
- آیا می توانید الگویی برای توان های عدد2، برحسب سطرهای واقع در مثلث خیام حدس بزنید؟

- براساس این الگو مقدار 210 را به دست آورید.
- آیا می توانید مانند الگوی بالا، الگوهای دیگری از مثلث خیام حدس بزنید؟

کار در کلاس 

توان های مختلف 11 را، به دست آورید.
110 = 1   
111 = 11  

11٢ = )1+10(2=1+2*10+102=1+20+100=121  
113 = )1+10(3=...+...+...+...=1+30+...+1000=1331  
114 = )1+10(4=1+4*10+...+...+104=14641  

- چه ارتباطی بین توان به دست آمده در 112 و اعداد واقع در سطر سوم مثلث خیام وجود دارد؟
- چه ارتباطی بین توان به دست آمده در 113 و اعداد واقع در سطر چهارم مثلث خیام وجود دارد؟

- چه ارتباطی بین توان به دست آمده در 114 و اعداد واقع در سطر پنجم مثلث خیام وجود دارد؟
- آیا می توانید بدون هیچ گونه محاســبه ای 115 را برحســب اعداد واقع در سطر ششم مثلث خیام به دست 

آورید؟
- چه نتیجه ای می توانید برای توان های مختلف 11، بگیرید؟
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کار در کلاس 

با توجّه به اتحادهایی که تاکنون آموخته اید، اتحادهای زیر را با اســتفاده از حاصل ضرب عبارت های جبری 
بررسی کنید و تساوی دوطرف را نشان دهید. سپس عبارت کلامی این اتحادها را بنویسید. 

 
)a - b()a2 + ab +b2( = a3 - b3

اتحاد تفاضل مکعب دوجمله ای 
)a + b()a2 - ab + b2( = a3 + b3

اتحاد مجموع مکعب دوجمله ای 

فعالیت

با استفاده از اتحادهای بالا، عبارت های جبری زیر را تجزیه کنید. 
8y3 - 1 = )2y(3 - 13 = )2y-1(  ))2y(2 + )2y( + 12(  

= )2y - 1( )... + ... + ...(  

 8a3 + 1 = )2a(3 + 13 = )... + ...( ))2a(2 - ... + 1( =  

... + b3 = )2a(3 + b3 = )2a + ...()... - 2ab + ...(  

t6 - 1

8
 = )t2(3 - ) 1

2
(3 = )... - ...( )... + ... + ...(  

تمرين

١. با استفاده از اتحادها، حاصل عبارت های زیر را بنویسید. 
t(x ) , (y ) , ( ) ,− + −2 2 21

1 2
4 3

a t( z ) , ( )− +3 31 1
2

2 4 3

b

)A -B(  )A2 + AB +B2( = A3 - B3

A

B

BB
AA

A3-B3

              

  
    

      














A

A

A
)A-B( )A-B(

)A-B(

B

BB








































A

B

B

B

A















  
    

      

  
    

  
   

)A-B( )A-B(

)A-B(
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S1

S3

S2

S4

a-b b

b

٢. با استفاده از اتحادها، در قسمت های نقطه چین، عبارت مناسب بگذارید. 
(a ) a+ = + +2 22 2  

)٢ - ١x(2 = 1 - 4x + ...  
( x) x+ = + + +3 23 3 3 3 3   

٣. به کمک اتحادها، عبارت های زیر را تجزیه کنید. 
x6 - 1 ,  1 + z3 ,     8 - t6  
9x2  -  6x  +1
25x2  +  25x  +6  
4x2  +  14x  +12  

٤. کدام یک از عبارت های زیر، نشــان دهندهٔ اتحاد مجموع مکعب دو جمله ای  یا اتحاد تفاضل مکعب 
دوجمله ای است؟ 

)3x + 5( )9x2 - 20x + 15(    ,     )x+ 2( )x2 - 2x + 4(  
)4x + y()16x2 + 4xy + y2(   ,   )7x - 2( )49x2 + 14x + 4(  

5. عبارت های جبری زیر را به  ساده ترین عبارت ها تجزیه کنید.
x2  + 5(3 - 10x4 )x2  +  5(4(    12x6 )الف

x8     - 625x4 )ب  

6. مربع رو به رو را که اندازهٔ، ضلع آن a است، درنظر بگیرید و فرض 
کنید مســاحت آن برابر با S است. ضلع آن را به دو پاره خط تقسیم 

کنید و طول یکی را b در نظر بگیرید. 
الف( مساحت های S3 ،S2 ، S1 و S4 را به دست آورید. 

 S4 و S3 ،S2 ، S1  را برحســب مســاحت های S ب( مســاحت
به دست آورید.

پ( اتحاد مربع دو جمله ای را از قسمت )ب( نتیجه بگیرید. 

7. با استفاده از اتحادهایی که آموختید، عبارت های عددی زیر را به دست آورید. 

              )٣)١ - ١٠٠( = ٣)٩٩(                                               ... = ٣)١٠٠١ = ...
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ابوعلی سینا، دانشمند مسلمان ایرانی که در قرن سوم و چهارم هجری 
قمری زندگی می کرده اســت، در کتاب شــفا، از اعــداد مثلثی، اعداد 

مربعی، اعداد مخمســی و … سخن گفته است و دربارهٔ خواص آنها، 
نکاتی را ذکر کرده است. 

در زیــر اعــداد مثلثی و اعــداد مربعی، به همــراه جمله ای بــه زبان خود 
ابوعلی سینا در مورد رابطهٔ بین این اعداد آمده است. 

همان گونه که مشــاهده می کنید 1 ، ٣ ، ٦ ، ١٠ ، ١٥ ، … اعداد مثلثی و ١ ، ٤ ، ٩ ، ١٦ ، ٢٥ ، … اعداد 
مربعی اند. 

حال مثلث خیام را یک بار دیگر نگاه کنید. 

این اعداد در این مثلث قابل مشــاهده اند  و می توان یک الگو براســاس اعداد واقع در مثلث خیام 
برای سایر اعداد به دست آورد. 

فَیَکونُ کُلُّ مُرَبَّعٍ مِن مُثلََّثٍّ فی دَرَجَتِهِ وَ مُثلََّثٍّ أنقَصََ مِن دَرَجَتِهِ بوِاحِدٍ 
مجموع هر عدد مثلث و عدد مثلث ماقبل آن مساوی است با عدد مربع همان مرتبه 

چگونــه می توانید ارتبــاط بین اعداد مثلثی، اعــداد مربعی و اعداد مخمســی از طریق مثلث خیام 
به دست آورید؟ 

١ 3 6 10 15

عددهای مثلثی

١ 4

9

16

25

عددهای مربعی

خواندنی 

 مثلث خیام

....
.

....
.

....
.

....
.

اعداد مثلثی  
1                                          

1       1                                     
    1          2      1                                 

    1        3       3        1                              
    1         4         6      4      1                          

    1        5      10        10     5          1                       
    1          6       15         20   15        6      1                   

    1           7           21         35    35    21     7      1               
    1           8      28       56     70  56    28    8      1            
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 عبارت های گویا

درس2

در سال گذشته با عبارت های گویا و ساده کردن آنها، همچنین با جمع و تفریق این عبارت ها آشنا شدید. از 
آنجا که امسال، چند اتحاد دیگر را آموختید، در ادامه به یادآوری و تکمیل این مطالب می پردازیم.

کســرهایی را که صورت و مخــرج آنها چند جمله ای باشــند، عبارت های گویا می نامنــد. اگر صورت یا 
مخرج کسری، پس از ساده شدن، چند جمله ای نباشد، در این صورت آن عبارت گویا نیست.

 
فعالیت

عبارت های گویا را با    و عبارت های غیرگویا را با  × مشخص کنید.

x
x

−
+

2 1
1

x +2 1
x −4

1

2

x
x x

−
− +2

3

2 3 5
   

x y
z

+
3

x
x
5  x x+ −2 3 4  

x
x

x +2 2
   

مقدار یک عبارت گویا وقتی با معنا است که مخرجش صفر نباشد؛ یعنی در حالتی که مخرج یک عبارت گویا 
x به ازای ٥   =   x تعریف 

x
+
−

2

5
صفر شود، آنگاه مقدار عبارت گویا تعریف نشده است. برای مثال عبارت گویای 

نشده است؛ زیرا با قراردادن ٥   =   x در آن، مخرج کسر برابر با صفر می شود و در این حالت کسر تعریف نشده 
است.     
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کار در کلاس 

کدام یــک از عبارت های زیر گویا و کدام یک غیرگویا هســتند؟ عبارت های گویــا به ازای چه مقادیری از 
متغیّرها تعریف نشده اند؟

z )الف
z

+
−

3 5

3 5
x )ب   

x
+
−
9

3
x )پ  x− +24 5 1

7 2   

a )ت                                                                          
a

+
−

2

2

3

4
)ث  x x

x
+

−
1

3  
)ج  x

x
+

+

2

2

5 1

1    

      ساده کردن عبارت های گویا    
اگر a و b و k عددهایی حقیقی باشند؛ به طوری که b, k  ≠0 در این صورت داریم:

( )ka a k,b
kb b

= ≠    
زیرا با تقسیم صورت و مخرج کسر بر k  ≠0، کسر را ساده کرده ایم:

 ka
ka
kb

= k
kb
k

a
b

=

برای ساده کردن یک عبارت گویا، ابتدا باید صورت و مخرج آن را تجزیه کنیم، سپس با خط کشیدن روی 
عوامل مشترک از صورت و مخرج کسر، عبارت گویا ساده می شود. )یادآوری می کنیم، عامل مشترکی که از 

صورت و مخرج کسر خط می زنیم باید مخالف صفر باشد.(

کار در کلاس 
1. مانند نمونه های حل شده، کسرهای زیر را ساده کنید.

x )الف x (x )
(x )(x )x

+ + +=
− +−

2 2

2

6 9 3

3 39
 صورت کســر را به کمــک اتحاد مربع  

دوجمله ای و مخرج کسر را به کمک اتحاد 
مزدوج تجزیه کرده ایم.

با شــرطx + 3 ≠ 0 از صــورت و مخرج 
کســر عامل )x+3( را خــط زده ایم. توجه 
 x - 3 ≠ 0 کنید که برای بامعنی بودن کسر باید

باشد.

(x ) (x )+ +
=

3 3

(x ) (x )− +3 3
 

(x )
(x )

+=
−

3

3
)ساده شدهٔ کسر(  
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 )ب
x ( )( )

( )( )x
− − + +=

− +−

3

2
1
1

    

   

صورت کســر را بــه کمــک اتحاد 
تفاضل مکعب دوجمله ای و مخرج کســر 

را به کمک اتحاد مزدوج تجزیه کنید.

(x )( )
(x )( )
− + +=

− +
1

1
  

 

با شــرط٠≠١-x از صورت و مخرج 
کسر عامل )١-x( را خط بزنید. توجه کنید 
 x+که بــرای با معنی بودن کســر باید ٠≠١

=باشد.  )ساده شدهٔ کسر(   

  

)پ x
x x

−
+ +

2

2
4 9

4 10 6
 

x )ت x
x x

−
− +

4

2

8

2 8 8
 

 
x )ث (x ) x (x )

x x
+ − +

−

5 2 2 3 2 3

8 4

6 4 4 4

16  

2. کسر زیر به صورت نادرست ساده شده است. ایراد آن   را پیدا کنید و دربارهٔ آن توضیح دهید.

x y x y x
y y
+ += = +

3 2 3 2
3

2 2
2 2 2 1

3. فرض کنیم x=1 اســت، دانش آموزی با توجه به این فرض، ثابت کرده است که 1=٢    است استدلال زیر 
را دنبال کنید و بگویید اشتباه در کجا اتفاق افتاده است.

x  =  1  
x2=  x  
x2- 1 =  x -  1  

x x
x

− −=
−

2 1 1

1 x −1
 

( x −1)(x )
x

+
−

1

1
=1  

xx =+ = → =11 1 2 1  
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مضرب مشترک دو  عبارت 
 )x   +1( ، )x   -1(

 )x2   -1( چند جمله ای
 )x2   -1(2 است. از طرفی
 )x2   -1(4 یا )x2   -1(3 یا 

مضرب های مشترک این دو 
 )x2   -1( عبارت هستند، اما
مضرب مشترکی است که 
از درجهٔ  x نسبت به متغیّر

کوچک تر است.

   جمع و تفریق عبارت های گویا   
بــرای جمع و تفریــق عبارت های گویا باید »مخــرج مشــترک« گیری کنیم. برای این منظــور ابتدا با 
 انجــام فعالیت زیر مفهوم مخرج مشــترک را درک می کنید؛ ســپس در ادامه جمــع و تفریق عبارت های گویا 

می آید.

فعالیت

چند جمله ای های x( = x2  -  2x  +1(P و x2  +  5x  -  6 =  )Q)x را در نظر بگیرید.
1. چند جمله ای های بالا را تجزیه کنید.

2. عبارت های مشترک در تجزیهٔ این دو چند جمله ای را مشخص کنید.
3. عبارت های غیرمشترک در تجزیهٔ این دو چند جمله ای را مشخص کنید.

4. حاصل ضرب عبارت های مشــترک با بزرگ ترین توان را در عبارت های غیرمشــترک پیدا کنید و آن را 
)A)x بنامید.

A(x) را ساده کنید. A(x),
Q(x) P(x)

5. عبارت های 

6. با توجه به قسمت قبل آیا )x(A مضرب مشترک دو عبارت )x(P و )Q)x است؟
7. آیا می توانید مضرب های مشترک دیگری برای  )x(P و )Q)x پیدا کنید؟

8. از بین مضرب های مشترکی که برای  )x(P و )Q)x یافتید، کدام یک نسبت به متغیّر x درجهٔ کوچک تری 
دارد؟

برای پیدا کردن مضرب مشترک دو چند جمله ای )x(P و)Q)x به طوری 
که نسبت به x از کوچک ترین درجه باشد، ابتدا هریک از چند جمله ای ها 
را تجزیه می کنیم؛ سپس حاصل ضرب عبارت های مشترک با بزرگ ترین 
 A)x( تــوان در عبارت های غیرمشــترک را به دســت می آوریــم و آن را
می نامیــم. برای جمع یا تفریق دو عبــارت گویا که مخرج های آنها )P)x و 

)x(Q باشند؛ عبارت )A)x را مخرج مشترک دو کسر تعریف می کنیم.
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کار در کلاس 

1. در هر قســمت مضرب مشترکی از چندجمله ای ها  را به دســت آورید؛ به طوری که نسبت به متغیّر  a آن  
کوچک ترین توان را داشته باشد.

x( = a2+6a+9( P )الف  
Q )x( = a2 - 9  

     x( = a4-  b4( P    )ب
 Q )x( = a3  -  b3                                                                                                  

x( = a4+2a3  -3a2  =  a2  )( P    )پ .....+ .....-3( = a2 ) .....-1( )a  + .....  (  
Q )x( = a3  + 8a2  +15 a   =  a  ) .....+ .....+ x2( = a   )a  +  .....( )a  + .....  (              

 =جواب
  
a (a ) a )(a )+ × − +2

  

 

  
 

                                                                           حاصل ضرب عبارت های       حاصل ضرب عبارت های
                                                                                                   غیرمشترک               مشترک با بزرگ ترین توان

2. بــرای جمــع و تفریق عبارت های گویا، ابتدا مخرج مشــترک می گیریم. مخرج مشــترک همان مضرب 
 مشترک بین مخرج ها با کوچک ترین توان نسبت به x است. در زیر مخرج مشترک کسرها را مانند نمونه 

پیدا کنید.

)الف
x x (x )(x )

+
+ − +2 2
4 1

1 1
 

)A )x(   =    x2  +  x    =    x  )x+1 مخرج کسر اول  
B)x(  = )  x2  - 1()  x  + 1(   =   )  x-1(  )  x+1(2 مخرج کسر دوم  
x)  x-1(  )  x+1(2   = مخرج مشترک  

x       )ب x
x x

− +−
− +

2 1

3 2
 

x          )پ x
xx x x

+ +− +
−−4 2

1 1 2

28
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فعالیت

xP(x) را در نظر بگیرید. با توجه به »کار در کلاس« قبل، مخرج مشــترک 
x x x

= +
+ −2 2

4

1
عبــارت 

این دو کسر برابر است با:    

                                                                   )x)x-1( )x+1 = مخرج مشترک

xP(x)
x(x ) (x )(x )

= +
+ − +

4

1 1 1
زیرا :                                                                                

1. مخرج کسر اول را با مخرج مشترک مقایسه کنید. برای اینکه مخرج کسر اول مانند مخرج مشترک شود، 
باید صورت و مخرج کسر اول را در چه عبارتی ضرب کرد؟ این کار را انجام دهید.

x(x )
=

+
4

1
 

2. برای اینکه مخرج کسر دوم مانند مخرج مشترک شود، باید صورت و مخرج کسر دوم را در کدام عبارت 
ضرب کرد؟ این کار را انجام دهید.

 

x
(x )(x )

=
− +1 1

 

3.همان طورکه می بینید، مخرج کســرهای اول و دوم یکســان شــده اند. در زیر این دو کســر را با هم جمع 
کرده ایم، جای خالی را پرُ کنید.

(x ) xP(x)
x(x )(x ) x(x )(x )

− += =
− + − +

24 1

1 1 1 1
 

کار در کلاس 

حاصل عبارت های زیر را به دست آورید.
 )الف

x x
+

+ −
1 1

1 1
 

می دانیم مخرج مشترک این دو کسر برابر است با: )x  +  1( )x  -  1( است؛ بنابراین داریم:
(x ) x x

x x (x )(x ) (x )(x ) (x )(x )
− ++ = + = =

+ − + − − + − +
1 1 1 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1
 

www.konkur.in

forum.konkur.in



24

y  )ب y y y
(y )(y ) y( )y y y y

+ − + −+ = +
+ − ++ − +2 2

8 2 8 2

22 2
 

y(y )(y ) y(y )(y )
= +

+ − + −2 1 2 1

)پ x x x
x

+ − − −
+

24 2
2

2        
 

)ت x x
x xx

+ −− −
− +−2

2 3 5 2 3

2 2 2 21                  

تمرين

1. عبارت های گویای زیر به ازای چه مقادیری از متغیّرها تعریف نشده اند؟

x )الف
x

+
−

2

2

1

1
x )ب   

x
+

+

2

2

2 1

4
 )پ

x x+2

5       

x )ت   x x
x(x )(x )

+ +
+ −

3 2

2

3 2

1 4
x )ث y xy

x
+2 2

2

3 6 a )ج      a m
am a

−
−

3 3

2

42 30

25   

b )چ x ab x
a b x a b x

−
−

3 4 3 3

2 2 2 3 2
x )ح     a

ax a x
−
−

6 6

3 3

2. حاصل عبارت های زیر را به دست آورید.

x )الف
x y

− +
2

4 5
1

9 6
x )ب 

x
+ −
−

1
1

1  

m )پ
m

+

+

1
1

1
)ت  x

x y x yx y
+ −

+ −−2 2

2 1 1

 

x )ث x
xx x x

+ +− −
−− + −2 2

3 2 5

36 9 9
y )ج  y

yy y y
− +− −

−− − +2 2

3 2 2

24 4 4  
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معادلة درجة دوم دوم
درس١

درس2

معادله و مسائل توصیفی 

حل معادلة درجة 2 و کاربردها

معادله های شامل عبارت های گویا درس3
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  معادله و مسائل توصیفی 
معادله4x  +  2  =  10ٔ را در نظر می گیریم. این معادله به  ازای  x  =  2 به یک تســاوی عددی تبدیل می شــود. 

x  =  2 را جواب معادله یا ریشهٔ معادله می نامند.  
 

فعالیت

با توجه به شکل زیر یک معادله طرح کنید و ریشهٔ آن را بیابید.

x  
x  x  1

7

 
فعالیت

عددی را بیابید که دو برابر آن به علاوهٔ عدد یک، برابر با پنج برابر همان عدد منهای چهار باشد.
جواب: عدد مورد نظر را x در نظر می گیریم. با توجه به فرض:

 5x  -4 2 و پنــج برابر همان عدد منهای عدد چهار، معادلx  +1 دو برابــر آن عدد به علاوهٔ عدد یک معادل
است که باید با یکدیگر برابر باشند، یعنی:

2x  +1=.......  
با بردن جملات شامل x به یک طرف تساوی و بردن اعداد ثابت به طرف دیگر تساوی:

5x -2x = 1+4        ⇒     3x=5  

x = 5

3

و با تقسیم هر طرف تساوی بر عدد سه، جواب معادله به دست می آید:                                   
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کار در کلاس 

در جزیرهٔ قشم دید. به یکی  یک حواصیل خاکستری دسته ای از حواصیل های سفید را در جنگل حرا  *
از آنها گفت: اجازه می دهید من هم در گروه شما باشم و با شما پرواز کنم؟

یکی از آنها پاسخ داد: اگر معمای زیر را حل کنی، تو هم در گروه ما خواهی بود و ادامه داد:
»ما و ما و نصف ما و نصفه ای از نصف ما، گر تو هم با ما شوی، ما جملگی صد می شویم«.

لطفاً به پرنده کمک کنید تا تعداد پرندگان گروه را تعیین کند و عضوی از گروه آنها باشد.
اگر »ما« را x فرض کنیم:

١٠٠=١+ نصف نصف ما + نصف ما + ما + ما  
x x+ + + + =1

1 100
2

   
………   ⇒      x = …………  

آیا معادلهٔ به دست آمده، درجهٔ اول است؟ چرا؟
ضرایب a و b کدام اند؟

* شرحی از موقعیت و شرایط این جنگل در صفحهٔ بعد آمده است. 

هرمعادله به صــورت ax + b =0  را کــه در آن a و b اعداد 
حقیقی و a مخالف صفر است، یک معادلهٔ درجهٔ اول می نامند. 

bx به دست می آید. )چرا؟(
a

= − جواب این معادله از 
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* جنگل  حرا، جزیرۀ قشم
حرا درختی است که بیشتر در آب های جنوبی 
ایران می روید. در این میان جنگل های همیشه سبز 
دریایی حــرا از این درختان زیبا تشــکیل شــده 
اســت. این جنگل ها در حاشیهٔ شمال غربی قشم 
از زیباترین گردشگاه هایی است که همچون نگینی 
در پهنهٔ نیلگون خلیج فارس چشــم ها را می نوازد 
و دوســتداران طبیعــت را بــه تماشــای خویش 
فرا می خواند. این جنگل های ســبز مأمن بیش از 
٢٢٠ پرندهٔ بومی و مهاجر است. حواصیل سفید 
و خاکســتری دو گونــهٔ زیبا از ایــن پرندگان اند.

یادی از گذشته

   فعالیت کتاب نهم صفحۀ ٧٣   
2 باشد. 5 - محیط مربعی را به دست آورید که قطر آن 

به کمک رابطهٔ فیثاغورث داریم:
( )+ = 22 5   

بنابراین:
2x2  =   .......   ⇒  x2=   .........  ⇒   x = ........  

پس اندازهٔ هر ضلع مربع با درنظرگرفتن اینکه اندازهٔ ضلع مثبت اســت، برابر ....... = x اســت و 
محیط مربع فوق برابر است با:

p = 4x       ⇒        p   =  .........  
معادلهٔ 2x2 =  20 را یک معادلهٔ درجه دوم می نامیم.

2 5 x  

x  
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فعالیت

1. عددی را بیابید که مربع آن، ٣ برابرخود همان عدد باشد.
اگر عدد مورد نظر x فرض شــود، مربع همان عدد برابر x2 و ســه برابر همان عدد برابر 3x است که باید دو 

عبارت با یکدیگر برابر باشند. یعنی: 
........ = 3x

جواب های این معادله را می توانید حدس بزنید؟ آیا این معادله بیش از یک جواب دارد؟
از میان مقادیر زیر کدام یک می تواند جواب معادله باشد؟ چرا؟

x=3     ,    x=4     ,      x=  -3     ,     x=1       ,            x=0  
                                                                                        

به جز روش حدس، برای حل معادلهٔ فوق از روش تجزیه نیز می توانیم استفاده کنیم:
x2=3x    ⇒      x2 -3x  =0     ,      x)x-3(=0 ⇒     x   = ......   یا  x   = ......  

2. در شــکل زیر طول تمام پاره خط ها به جز دو پاره خط مشــخص شده در شــکل برابر x است. اگر اندازهٔ 
مساحت شکل برابر با اندازهٔ محیط آن باشد، مقدار x را به دست آورید.

2x 2x

…………… = ………… ⇒  اندازهٔ محیط شکل = اندازهٔ مساحت شکل

یادآوری:
اگر ٠=   a × b باشد

نتیجه می گیریم:
b  =0 یا  a  =0   

شــکل  بــه  معادلــه ای  دوم،  درجــهٔ  معادلــهٔ 
 ،x2 ضریب a  ≠0  اســت که در آن ax2 +  bx +  c  =0

b ضریب x و c عدد ثابت است.
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کار در کلاس 

نیما از پســرعمویش کیان، سه سال بزرگ تر اســت. اگر حاصل ضرب سن   این دو  4٠ باشد، پسرعموی 
کوچک تر چند سال دارد؟

اگر سن نیما برابر x باشد، طبق فرض مسئله، سن کیان برابر ……… است. بنابراین:

x  ×  ) ……… (   = 40  

آیا می توانید جواب های معادلهٔ فوق را حدس بزنید؟ این معادله از درجهٔ چند است؟

 ایــن معادله چند جــواب دارد؟  آیا عدد منفی هم در معادله صدق می کند؟ این جواب در این ســؤال معنی 
دارد؟

تمرين

١. هرکدام از عبارت های زیر را به یک معادله تبدیل کنید.
الف( عددی را بیابید که پنج برابر آن به علاوهٔ دو برابر با سه برابر آن عدد منهای دو باشد.

ب( مربع عددی برابر با همان عدد به علاوهٔ عدد یک است.

٢. در یک کارخانه، حقوق یک مهندس دو برابر یک فن  ورز  )تکنســین( و   23    
مدیر بخش خود اســت. قسمت تولید این کارخانه ٣ مدیر بخش، ٨ مهندس  
و ١٢ فن  ورز دارد. مدیرعامل کارخانه برای این قسمت ماهیانه 55/5 میلیون 
تومان حقوق پرداخت می کنــد. حقوق یک فن  ورز در این کارخانه  ماهیانه 

چقدر است؟

٣. با توجه به پیش بینی درخواســت بازار آهن، کارخانهٔ ذوب آهن اصفهان، از روز شنبه هر روز تولید خود 
را دو برابر کرده اســت. در پایان روز چهارشنبه تولید فولاد به سقف 64 هزار تن رسیده است. مجموع 

تولید فولاد در این پنج روز چقدر بوده است؟

اختلاف تولید فولاد در پایان روز شنبه با تولید فولاد در پایان روز چهارشنبه چقدر است؟
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کارخانه ذوب آهن اصفهان
 ذوب آهــن اصفهان به عنوان یک صنعت مهم و مادر، در ســال1346 در دشــت طبس، 
واقــع در 45 کیلومتری جنوب غربی شــهر اصفهان، تأســیس و در ســال 1350 با ظرفیت 
محصولات فولادی ٥٥٠ هزار تن در ســال، به بهره برداری رســید. این کارخانه هم اکنون با 
تلاش شبانه روزی مســئولان و کارمندان آن به ظرفیت تولید بیش از ٢ میلیون تن محصولات 
فولادی و محصولات متنوع دیگر رسیده است. این کارخانه کمکی شایان به ساختن زیربنای 

کشور عزیزمان، ایران اسلامی دارد.

4  . اگر مجموع مساحت های سه شکل زیر برابر 7 باشد، طول ضلع مربع چقدر است؟
         

    
    

   شکل )3(                                        شکل )٢(                                           شکل )1(  

r

x

r x=
π

1
2

x
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    )بازی با حروف الفبا به کمک مدل سازی ریاضی )رمزنگاری    
5. حروف الفبای فارســی از »الف« تا »ی« را به ترتیب از ١ تا ٣٢ شــماره گذاری کرده ایم. هر حرف بدون 
 نقطه با شمارهٔ آن حرف از ١ تا ٣٢ مشخص می شود. حروف نقطه دار به صورت axn مشخص شده اند که
 در آن a شــمارهٔ حرف الفبا و n تعداد نقاط حرف مورد نظر اســت. به عنــوان مثال حرف »ح« با عدد ٨ 
مشخص می شود؛ زیرا هشتمین حرف الفبای فارسی است و حرف »ت« با عبارت ٤x2 مشخص می شود؛ 

.)n  =  2( و دارای دو نقطه است )a    =  4( زیرا چهارمین حرف الفباست

در این روش برای نوشتن کلمات از علامت جمع به صورت زیر استفاده می کنیم. 
مثلاً برای معادل ریاضی کلمهٔ »غنچه«:

غنچه:         غ   +    ن    +    چ    +     ه

↓         ↓         ↓           ↓                    

٧  +  ٣١x3  +  29x  +   ٢٢x               

                                                                                                                   معادل ریاضی
→ غنچه 22x  + 29x  + 7x3  +31  

حال با توجه به توضیح فوق:

 الف( جدول زیر را کامل کنید:

کلمه به زبان فارسیالگوی ریاضی معادل آن

آب

3x3 + 1

ذرت

ب( الگوی ریاضی معادل کلمه »پیامبر رحمت« را مشخص کنید.

پ( آیا می توانید با این روش نام خود را با رمز ریاضی بیان کنید؟

ت( با الگوی فوق یک پیام کوتاه برای دوست خود بنویسید.

1 الف
2 ب
3 پ
4 ت
5 ث
6 ج
7 چ
8 ح
9 خ

10 د
11 ذ
12 ر
13 ز
14 ژ
15 س
16 ش
17 ص
18 ض
19 ط
20 ظ
21 ع
22 غ
23 ف
24 ق
25 ک
26 گ
27 ل
28 م
29 ن
30 و
31 ه
32 ی
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6. اگــر در یــک قالی با ابعــاد 2/80m * 2/10m)که عموماً ٣×٢ نامیده می شــود( تعــداد گره های قالی 
5/880/000 عدد باشد:

الف( این قالی چند رج1 است؟
ب( اگــر برای هر گره ١cm نخ قالی یا همان خامهٔ قالی اســتفاده شــود، در ایــن قالی چند متر نخ قالی 

استفاده شده است؟
پ( یک قالی باف حرفه ای در یک روز می تواند 6000 گره قالی ببافد. اگر این قالی باف ٥ روز در هفته 

کار کند، برای اتمام این قالی چند هفته باید کار کند؟
ت( اگر این قالی باف برای خرید مواد اولیهٔ قالی شــامل تار و پود، نخ قالی و … پنج میلیون و شش صد 
هزار تومان هزینه کرده باشد و بتواند در پایان بافت قالی، آن را به قیمت 35 میلیون تومان بفروشد، این 

قالی باف برای هر هفته کار خود چه دستمزدی دریافت کرده است؟

1.  »رَجِ   قالی«  عبارت اســت از تعداد گره های قالی در ٧cm طول یا عرض قالی.به عنوان مثال منظور از یک قالی ٥٠ رَج، وجود ٥٠ گره در یک ضلع مربع 
٧ * 7 است.
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صنعت قالی بافی
یکی از قدیمی ترین و زیباترین هنرهای 
دســتی مردم ایران، هنر قالی بافی اســت. 
در این حرفــه به نخی که قالی بــا آن بافته 
می شود خامه قالی )خومه( می گویند. این 
نخ ها بر روی رشــته های نخ افقی و قائمی 
بافته می شــوند که به این رشــته ها تار و پود 
قالــی می گویند. عموماً ارزش یک قالی به 
اصالت نقشــهٔ آن، قدمت قالی، بافندهٔ قالی 
و تعداد گره های قالی و جنس تار و پود قالی 

است. 
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 حل معادلة درجة 2 و کاربردها 

درس2

بــر خلاف آنچــه در »کار در کلاس های درس اول«  دیدیم، در حالت کلی ممکن اســت نتوان جواب های 
معادله درجهٔ 2 را حدس بزنیم.

در این درس با سه روش برای حل معادله درجهٔ 2 آشنا می شویم.

     روش  اول: تجزیۀ عبارت های جبری   
در ســال قبل و در فصل اول این کتاب با مفهوم اتحاد و نیز با چند اتحاد جبری آشــنا شدید و استفاده از 
ایــن اتحادها را در تجزیه عبارت هــای جبری آموختید. تعدادی از این اتحادها را برای حل معادله های درجه 

دو به کار خواهیم برد. برای یادآوری این اتحادها را مرور می کنیم:

)اتحاد مربع دو جمله ای: )
( )

( )( )

( )( ) ( )

a b a ab b

a b a ab b

a b a b a b

x a x b x a b x ab

 + = + +


− = − +

− + = −

+ + = + + +

2 2 2

2 2 2

2 2

2

2

2

اتحاد مزدوج:

( )
( )

( )( )

( )( ) ( )

a b a ab b

a b a ab b

a b a b a b

x a x b x a b x ab

 + = + +


− = − +

− + = −

+ + = + + +

2 2 2

2 2 2

2 2

2

2

2

اتحاد جمله مشترک: 

( )
( )

( )( )

( )( ) ( )

a b a ab b

a b a ab b

a b a b a b

x a x b x a b x ab

 + = + +


− = − +

− + = −

+ + = + + +

2 2 2

2 2 2

2 2

2

2

2

فعالیت

طرف دوم تساوی های زیر را به کمک اتحادهای خوانده شده کامل کنید: 

)الف

( )
( )( )

( )( )

x ..... .....

..... ..... xy .....

x y ..... ..... x y

x ..... x x

x .....

 + = + +  

+ = + +

− + = −

− + = − −

 − = +  

2

2

2 2

2

2

1 12
2 4

2 12

2 4

12 6 2

3 9
2 4

)        )ب                      )
( )( )

( )( )

x ..... .....

..... ..... xy .....

x y ..... ..... x y

x ..... x x

x .....

 + = + +  

+ = + +

− + = −

− + = − −

 − = +  

2

2

2 2

2

2

1 12
2 4

2 12

2 4

12 6 2

3 9
2 4

        )پ
( )
( )( )

( )( )

x ..... .....

..... ..... xy .....

x y ..... ..... x y

x ..... x x

x .....

 + = + +  

+ = + +

− + = −

− + = − −

 − = +  

2

2

2 2

2

2

1 12
2 4

2 12

2 4

12 6 2

3 9
2 4

        )ت                     

( )
( )( )

( )( )

x ..... .....

..... ..... xy .....

x y ..... ..... x y

x ..... x x

x .....

 + = + +  

+ = + +

− + = −

− + = − −

 − = +  

2

2

2 2

2

2

1 12
2 4

2 12

2 4

12 6 2

3 9
2 4

        )ث

( )
( )( )

( )( )

x ..... .....

..... ..... xy .....

x y ..... ..... x y

x ..... x x

x .....

 + = + +  

+ = + +

− + = −

− + = − −

 − = +  

2

2

2 2

2

2

1 12
2 4

2 12

2 4

12 6 2

3 9
2 4
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فعالیت
مطابق نمونه، اتحاد جبری پیشــنهادی در ستون اول را که مناســب برای حل معادلهٔ درجه دوم در ستون 

بعدی است، با یک خط به یکدیگر وصل کنید. سپس معادلهٔ فوق را در ستون آخر حل کنید. 
ستون اولستون دومستون سوم

x2+6x=0 ⇒ x)x+6(=0
    ⇒  x= 0  یا  x  =  -6

پس معادله دو ریشهٔ حقیقی متمایز دارد.
x2+6x=0 اتحاد مربع تفاضل

دو جمله

عامل یابی
)فاکتورگیری(

اتحاد 
جمله مشترک

اتحاد مربع مجموع
دو جمله

اتحاد مزدوج 
و روش ریشه گیری

x2+6x+9=0

x2-16  =0

x2+5x+6 =0

x2-10x+25=0

x2+ 6x  +9=)x  +  3(2=٠⇒
)x+3( )x+3(   =  0 ⇒  x=  -3  یا x  =    -3

)x+3(  ).....(  =  0

روش ١:
 x2-16    =0 ⇒ )x-4().....(   =   0
⇒x = …… یا ……
x2-16=0 ⇒ x2=16  ⇒ …       :2روش

:ax2+  bx+  c =0 1. با توجّه به معادله های فوق در حالت کلی در معادلهٔ درجه دوم
الف( اگر c  =0 از کدام روش بالا استفاده می کنید؟

ب( در چه صورتی از اتحاد مربع دو جمله ای استفاده می کنید؟
 پ( برای حل معادلهٔ درجهٔ دو به کمک اتحاد مزدوج یا ریشــه گیری، b در چه شــرطی صدق می کند؟

       آیا علامت های  a و   c مهم است؟
ت( در کدام یک از اتحادهای فوق جواب معادله، ریشهٔ مضاعف محسوب می شود؟

2. آیا می توانید معادلهٔ درجه دومی بنویسید که جواب نداشته باشد؟ دو نمونهٔ آن را مشخص کنید.

در یک معادلهٔ درجهٔ 2، اگر 
دو ریشه، با هم برابر باشند، 

اصطلاحاً  می گوییم، معادله  
ریشهٔ مضاعف دارد.
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کار در کلاس 
با استفاده از اتحادهای صفحه قبل معادله های زیر را حل کنید:

1( x2+  3x    -4 =0

از اتحاد یک جملهٔ مشترک، تساوی را تجزیه کنید:
⇒  )x.....( )x.....( =0
⇒  )x-.....(  =0 یا  )x.....(  =0 ⇒   x   = ..... یا  x =   .....

2( 4x2- )  2  - x(2   =0

با استفاده از اتحاد ... عبارت جبری سمت چپ تساوی را تجزیه می کنیم:
)2x -)  2  - x( ()2x +)  2  - x((  =0 ⇒  ..... 

تمرين
١. معادله های  زیر را حل کنید.

x+2(  )x-3(  =  x -3( )ب  2x2 -  8 = 0 )الف x4 -  2x2 = 0  )پ   
x )ت x= −2 1

4
x2 -  5x+6 = 0 )ج  2x2 -  8x = 0      )ث 

 
x  )چ x=

2

3
x2  =   5-x2 )ح  x2 +  4x  +  4 = 0 )خ   

9x2 +  3x -2 = 0 )د x -  3(2 = 4(  )ذ     

2. از مربعــی به ضلع ٦cm ســه شــکل رو به رو 
 24cm2 بریده شده است. مساحت باقی مانده
اســت. طول ضلع کوچک بریده شده چقدر 

است؟

2x

6
x

x

2x

2x

3. معادلهٔ درجه دومی بنویســید که x  =  2 و x  =  -3 جواب های آن باشــد. آیــا این معادله منحصر به فرد 
است؟
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4. معادلهٔ درجه دومی بنویسید که x  =  1 ریشهٔ مضاعف آن باشد. آیا این معادله منحصربه فرد است؟

:)x-1(2  =  K ٔ5  . در معادله
الف( جواب این معادله را در صورت وجود به ازای K  =  0 ، K  =  4 ،K  =  2   و K  =-  9  به دست آورید.    

ب( به ازای چه مقادیری از k معادله ریشهٔ مضاعف دارد؟
پ( به ازای چه مقادیری از k معادله دو ریشهٔ حقیقی دارد؟
ت( به ازای چه مقادیری از k معادله ریشهٔ )حقیقی( ندارد؟

6.  برای ساخت تابلوی راهنمایی »یک طرفه« روی یک پل، مطابق شکل زیر از برچسب های آبی و سفید 
استفاده می شود. هزینهٔ ١cm2 برچسب سفید ٣٠ تومان و هزینهٔ ١cm2 برچسب آبی ١٠ تومان است. 

مجموع هزینهٔ برچسب های سفید و آبی 27/000 تومان شده است.

الف( اندازهٔ x چقدر است؟
ب( اگر در این تابلوی راهنمایی، مطابق شــکل روبه رو 
از خطوط برچسب شبرنگ زرد استفاد کنیم که هزینهٔ   
1cm آن 100 تومان اســت، هزینهٔ رنگ آمیزی تابلو 
 x ٔ34/800 تومــان می شــود. در این حالــت اندازه

2xچقدر است؟ 

4x60
cm x x

40cm

x
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      روش دوم: مربع کامل    
a 2 ±2ab + b2 =)a  ± b(2

مثال: معادلهٔ درجه دوم  2x 2 +3x  - 5 =0 را حل کنید.

    ابتدا قرینهٔ عدد ثابت معادله؛ یعنی ……………… را به دو طرف معادله اضافه می کنیم:
2x 2 +3x  =............                 )١(  

     اگر ضریب x2 مخالف ١ باشد، دو طرف معادله را به ضریب x2 تقسیم می کنیم. بنابراین، در معادلهٔ 
بالا دو طرف تساوی را بر عدد ……… تقسیم می کنیم:

x x+ =2 3 5
2 2

                               )٢(  

 a 2 +2ab + b2=)a+b(2 بــا در نظــر گرفتــن اتحــاد مربــع دوجملــه ای x3

2
        در عبــارت 

x3    را در عدد٢ ضرب و تقسیم می کنیم:

2
،٢ab ٔبرای ایجاد جمله

x x x x = × × = × × = ×  
3 1 3 1 3 32 2 2
2 2 2 2 2 2

3 را به دو طرف تساوی )٢( اضافه می کنیم:     

4
-  سپس مربع عدد 

x x    + + = +      

2 2
2 3 3 5 3

2 4 2 4
  )3(  

١

2
١

3
2

١
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  به کمک اتحاد مربع دو جمله ای سمت چپ تساوی )3( را به 2)a+b( تبدیل می کنیم:

x x ( ) x x ( ) (x )

a b a b (a b)

↓ ↓
↓ ↓ ↓

+ + = + × + = +

× +

2 2 2 2 2

2 2 2

3 3 3 3 3
2

2 4 4 4 4  

                        بنابراین:
 
   
(x ) (x )+ = + → + =2 23 5 9 3 49

4 2 16 4 16
   )4(  

  با استفاده از ریشه گیری از 2 طرف تساوی، مقدار x به دست می آید:

x x+ =± ⇒ = − + = =3 7 3 7 4
1

4 4 4 4 4
x  یا    = − − = − = −3 7 10 5

4 4 4 2    
  

پس جواب های معادله2x2+3x-5=0ٔیا همان ریشــه های معادله، دو عدد حقیقی    
هستند. x =− 5

2
x=1 و 

 مراحل حل معادلهٔ ذکر شده را از پلهٔ دوم به بعد به کمک تعبیر هندسی 
زیر نیز می توان بیان کرد:

x3 را مساحت مستطیلی به 

2
- اگر x2 را مســاحت مربعی به ضلع x و 

3 و عرض x در نظر بگیریم:

2  
طول

3 در تساوی)1( و تبدیل آن به دو مستطیل به طول.....در تساوی)2(:

2
- با نصف کردن مستطیل به طول

3
4

5

2
١

3
4

2
١

خواندنی 

x3

2

3

2

5

2

5

2

x
x

x =+ 1

x ( )x x x+ + = + ×2 23 3 3
2

4 4 4

x ( )x x x+ + = + ×2 23 3 3
2

4 4 4
x ( )x x x+ + = + ×2 23 3 3

2
4 4 4

3

4

3

4

3

4

3

4

x xx
x x

x=

=

+

+

+

+

+

x ( )x x x+ + = + ×2 23 3 3
2

4 4 4
x ( )x x x+ + = + ×2 23 3 3

2
4 4 4

www.konkur.in

forum.konkur.in



41

5

2

3

4
x

x
x =+ + 1

x ( )x x x+ + = + ×2 23 3 3
2

4 4 4

3

4

3

4

+ x x

x + 3

4

x + 3

4

x + 3

4 +

3

4
3

4

 وقراردادن2مستطیلقبلدرکنارمربعx2،تساویصفحهقبلبهصورتزیردرمیآید:



-شــکلســمتچپبرایآنکهبهیکمربعکاملتبدیل
شودنیازبهمربعیبهضلع…..…دارد.



بااضافهکردنآنبه٢طرفتساوی:



                  

اســت.البتهدرروشهندسیفوق x =− 5

2
کهمطابقحلصفحهٔقبلمعادلهدارای2جوابx=1و

معنیپیدانمیکند. x =− 5

2 
چونxطولضلعاست،جواب

شــیوهٔحلمعادلهٔدرجهٔدوبهروشهندســیذکرشدهاولینبارتوســطریاضیدان،منجم،مورخو
جغرافیدانایرانیومسلمان»ابوعبداللهّمحمدبنموسیخوارزمی«درکتابجبرومقابلهدربخشاولکتاب
دراواخرقرندومهجریمطرحشد.سؤالقبلکهصورتکلیآنx2+px=qوبافرضp,q<0است،یکی
ازششحالتخاصیاستکهخوارزمیبرایحلمعادلهٔدرجهدودراینکتابمطرحوحلکردهاست.
هرچندهمهٔمعادلههایدرجهدومرانمیتوانبااینشــشروشحلکرد؛امابیانمسائلهندسیدرقالب
جملههایجبریدراینکتاببنایاصلیتوسعهٔنظریهجبریمعادلههااست.کتابجبرومقابلهٔخوارزمی
قرنهامرجعومأخذاروپاییانوتاقرنشانزدهممیلادیمبنایمطالعاتعلمیآنانبودهاست.اینکتابکهبه
زبانعربینوشتهشدهاست،درقرن12میلادیدوبارهتوسط»جراردکرمونی«و»رابرتچستری«بهزبان
لاتینترجمهشــدهاست.اینترجمههارامیتوانآغازعلمجبردراروپادانست.همچنیندرسال1831
میلادینیز»فردریکرزن«اینکتابراباردیگراززبانعربیبهزبانانگلیســیترجمهکردهاست.گفتنی
اســتکهیکنسخهٔخطیاینکتابدردانشگاهآکسفوردونسخهٔخطیدیگرآندرقاهرهموجوداست.

+

5

2

=

=(x )+ = + =23 5 9 49

4 2 16 16
(x )+ = + =23 5 9 49

4 2 16 16

x + 3

4 3

4
3

4
x + 3

4 
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کار در کلاس 

بامحاسبهٔمجموعزمانطیکردنپلههایزیربرایمراحلحلمعادلهٔدرجهٔدو،درچندثانیهمیتوانیدبه
بالایپلهبرسید؟بهتریننتیجهٔبهدستآمدهدرکلاسچندثانیهباعملکردشمااختلافدارد؟


  تمرین قبل از مسابقه

1(2x2-6x-1=0
 

x − = ±3 11

2 2

x

x


= +


 = −

3 11

2 2

3 11

2 2

(x )− =23 11

2 4

x x− =2 1
3

2
x x− =22 6 1

     
مسابقه

2(3x2-2=6x
x
x

=
 =





=

=

=

( ) =2

x − =2
 

3x2-6x=...

x x

x x

( )

x ( x)

− =

− × =

↓

=

− + = +

2

2

2

2

13
2

3 12
2 2

3 9
2 4

3 9 1 92
2 4 2 4

x x

x x

( )

x ( x)

− =

− × =

↓

=

− + = +

2

2

2

2

13
2

3 12
2 2

3 9
2 4

3 9 1 92
2 4 2 4
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تمرین

معادلههایدرجهٔدومزیررابهروشتشکیلمربعکاملحلکنید.
x2-5x+6=0)الف 9x2+3x-2=0)ب  
)پ x x+ = −2 1

4  
   x2+6x+9=0)ت

     روش سوم: روش کلی حل معادلۀ درجۀ دوم    
بااســتفادهازروشمربعکامــلبرایحلمعادلهٔدرجــهدومax2+bx+c=0روشکلیبرایحلمعادله

بهدستمیآید.بامرورپلههایگفتهشدهدربخشقبل:

قرینهٔعددثابتمعادلهرابهدوطرفمعادلهاضافهمیکنیم:
)1(

دوطرفمعادلهرابهضریبx2یعنیaتقسیممیکنیم:
b cx x
a a

+ = −2 )2(

رابهدو b
a2
رادرعدد2ضربوتقسیممیکنیمومربععددبهدستآمده؛یعنی b

a
ضریب

طرفتساوی)2(اضافهمیکنیم:
b c b b b cx ( )x x ( )x ( ) ( )
a a a a a a

+ = − ⇒ + + = −2 2 2 22 2
2 2 2 2

b c b b b cx ( )x x ( )x ( ) ( )
a a a a a a

+ = − ⇒ + + = −2 2 2 22 2
2 2 2 2

b c b b b cx ( )x x ( )x ( ) ( )
a a a a a a

+ = − ⇒ + + = −2 2 2 22 2
2 2 2 22a) (b 2

2a) (b 2 )3(

عبارتسمتچپتساوی)3(رابهمربعکاملتبدیلمیکنیم:

b b c b b ac(x ) (x )
a a aa a

−⇒ + = − ⇒ + =
2 2

2 2
2 2

4

2 24 4



باشرطb2-4ac<0وبااستفادهازریشهگیریاز2طرفتساوی:

b b ac b b ac b b acx x x
a a a a a

− − − ± −+ = ± ⇒ = − ± ⇒ =
2 2 24 4 4

2 2 2 2 2


١

2
١

3
2

١

ax2+ =bx -c

3
4

5

2
١

3
4

2
١

)الف z
z

+
−

3 5

3 5
 )ب  x

x
+
−
9

3
)پ  x x− +24 5 1

7 2

)ت a
a

+
−

2

2

3

4
)ث  x x

x
+

−
1

3  
)ج  x

x
+
+

2

2

5 1

1    
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عبارتb2-4acرامبینمعادلهٔدرجهدوممینامندوآنرابا∆1نشانمیدهند.

براساسعلامت∆میتواندروجودوتعدادریشههایمعادلهٔدرجهدوماظهارنظرکرد:

الف(اگر0>∆باشد،معادلهدارای2جواباستکهعبارتانداز:
bx

a
− + ∆=

2
و bx

a
− − ∆=

2


ب(اگر0=∆باشــد،معادلهداراییکجواباســت.)دراینحالتاینریشــهراریشــهٔمضاعف
مینامند.(

bx
a

= −
2

پ( اگر0<∆باشدمعادلهجوابندارد.)چرا؟(

فعالیت

1.جوابهایمعادلهx2-3x+2=0ٔرادرصورتوجودبهدستآورید.
ëحل:باتوجهبهضرایبمعادله،بهترتیب:c=2وb=-3وa=1است.

بنابراین:
∆=b2-…⇒∆=)-3(2-4*1*2=9-8=1 

0>∆پسمعادلهدارای2جواباست:
bx x

a
− ± ∆ ±= ⇒ = 3 1

2 2
⇒x=2یاx=1  

2.جوابهایمعادله4x2+7x-2=0ٔرادرصورتوجودبهدستآورید.
:a=...b=...c=...حل:بادرنظرگرفتنë

∆=……   ⇒∆=49-4*4*)-2(=81 
0>∆ومعادلهدارایدوجواباست:

bx x
a

− ± ∆ − ±= ⇒ = =
×

7 81

2 2 4 8
⇒



١.∆ چهارمینحرفالفباییونانیاستکهآنرا»دلتا«میخوانند.درالفباییونانی،دلتایبزرگراباعلامت∆ودلتایکوچکراباعلامتδنشان
میدهند.
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3.جوابهایمعادله٣x2+x+7=0ٔرادرصورتوجودبهدستآورید.
:a=3b=1c=7حل:بادرنظرگرفتنë

∆=b2-4ac⇒∆=........ 
0<∆بنابراینمعادلهریشهٔحقیقیندارد.

کار در کلاس 

معادلههایزیرراحلکنیدوبابهدستآوردنریشههایمعادله،x1وx2حاصلx1+x2رابهدستآورید.
آیاارتباطیمیانمجموعریشههاوضرایبa,bوcدرمعادلهٔدرجهدوگفتهشدهوجوددارد؟

4x2+3x-7=0)ب3x2+5x-2=0)الف

    طرح و حل چند مسئله کاربردی از معادلۀ درجه دوم      
مسئلۀ اول:

مقدمه:درهرمسئلهٔاقتصادیاگرxمقداریاتعدادمحصولباشد،سهتابعمهمزیرتعریفمیشوند:
تابعهزینه)cost(یا)C)x:هزینهتولیدxواحدکالا

تابعسود)profit(یا)P)x:سودحاصلازفروشxواحدکالا
تابعدرآمد)Revenue(یا)R)x:درآمدحاصلازفروشxواحدکالا

رابطهٔمیان3تابعفوقبهصورتزیراست:
)x(=R)x(-C)x(P⇒هزینه-درآمد)فروش(=سود

فرضکنید،شــمایکدوچرخهٔجدیدطراحیکردهایدو
پسازآزمایشهاوتأییدهایاولیهمیخواهیدآنرابهصورت

انبوهتولیدکنید.هزینههایشماشامل2بخشاند:

1.هزینــهٔاولیــهشــامل7میلیــونتومانبــرایخرید
دستگاههایکارخانهوتبلیغات.

2.هزینهٔتولیدکهعبارتاستاز110هزارتومانبرای
ساختهردوچرخه.
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اگرvقیمتیکدوچرخهباشدوتعدادفروشدوچرخهازرابطه200vٔ-70/000بهدستآید:

الف(تابعسودکارخانهرابهدستآورید.
ب( سودکارخانهپسازتولیدچنددوچرخهحاصلمیشود؟

ëحل:
.....=قیمتهردوچرخه*تعدادفروشدوچرخه=)R)xدرآمد

.....=)200v-70,000(110+.....=.....+هزینهاولیه=)C)xهزینه

.....=)P)xسود

مسئلۀ دوم:
p)x(=-0/00405x2+8/15x-100ٔچترازرابطهxدریککارگاهتولیدچتر،سودحاصلازفروش

بهدستمیآید.

الف(اگراینکارگاهچترینفروشد،
چقدرازدستمیدهد؟

)break-even(نقطهٔســربهسر)ب
بنــگاه میزانــیازتولیــدیــک
اقتصادیرانشانمیدهدکهدر
آنمیزانهزینههابامیزاندرآمدها
برابرمیشودوبنگاهدراینسطح
ازتولیدنهسودمیکندونهضرر.
اگرتولیدبیشترازنقطهٔسربهسر
باشد،بنگاهسودخواهدبردواگر

کمترباشد،زیانخواهددید.

درمثالبالابهازایچهتعدادفروشچتر،کارگاهبهنقطهٔســربهسرخودمیرسد؟چندمینتولیدچتر
برایکارگاهسودآوراست؟
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تمرین

١.معادلههایدرجهٔدومزیرراحلکنید.
١(x2-x+5=0 2(2x2+x-1=0  
3(4x2-4x+1=0  4(x2+17x-18=0  
5(3x2-x+4=0 6(x2+ 3 x-1=0  

٢.معادله2x2-3x-5=0ٔرابهروش∆حلکنید.بامحاســبهٔریشــههایx1وx2حاصلضربآنهارا
بهدستآورید.

3.اگریکیازجوابهایمعادله2x2-ax+28=0ٔبرابر4-باشد،جوابدیگراینمعادلهچیست؟

4.مساحتمثلثومستطیلدرشکلزیرمساویاند،طولوعرضاینمستطیلچقدراست؟

x+1

3x+2 3x+6

2x

5  .کدامیکازمعادلههایزیربهازایهرمقدارaهموارهدارایجوابهایحقیقیاست؟
x2+ax-1=0)الف ٠=x2-x+a)ب  

*6  .نشــاندهیددرمعادلــهٔدرجهدومax2+bx+c=0اگرa+c=bباشــد.یکیازریشــههایمعادله
است. cx

a
= − برابرx=-1ودیگری

*7.باتعیینریشههایمعادلهنشاندهیدحاصلضربریشههایمعادلهٔدرجهدومax2+bx+c=0درجه
است. c

a
دومبرابر

)a+b+c=0(اگرمجموعضرایبمعادلهبرابرصفرباشدax2+bx+c=08  .نشاندهیددرهرمعادلهٔدرجهدوم*
است. cx

a
= یکیازریشههایمعادلهx=1ٔودیگری

*حل تمرین های ستاره دار اجباری نیست.
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 معادله های شامل عبارت های گویا 

درس3

فعالیت

علیهرروزصبحبادوچرخهبهمدرســه
مــیرود.اوازدرمنــزلتــاســرخیابــان
اصلــیرا٤دقیقــهرکابمیزنــدوازآنجا
تامدرسهمســافت2500متریراازمسیر
ویژهٔدوچرخهســواریباســرعتمتوســط

١٥کیلومتربرساعتطیمیکند.
میخواهیمباانجامفعالیتزیرمدتزمانی
راکهطولمیکشــدعلیازمنزلبهمدرســه

برسد،محاسبهکنیم.
استکهدرآنxمسافتطیشدهوtمدتزمانطیمسیراست. xV

t
=v 1.دستورمحاسبهٔسرعتمتوسط

دادههایمسئلهرادرایندستورجایگزینکنید.

≠t،پسمعادلهبامعناست، است.ازآنجاکه0 /
t

2 5 یکمعادلهشاملعبارتگویا /
t

=2 5
15 2.برابری

برایحلاینمعادله،دوطرفرابا١٥-جمعکنید.
3.بامخرجمشترکگیریسمتچپ،معادلهرابهصورتیککسربنویسید.

4.کسریکهمخرجآنمخالفصفراست،فقطوقتیبرابرباصفرمیشودکهصورتآنصفرشود،بنابراین
صورتکسربالارابرابرباصفرقراردهید.

5.ازاینجابهبعدیکمعادلهٔیکمجهولیدرجهاولبهدستمیآید.آنراحلومقدارtرامحاسبهکنید.
6.مدتزمانرسیدنعلیازمنزلتامدرسهچقدراست؟
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برایحلمعادلههایشــاملعبارتهــایگویا،ابتداباتوجهبــهخاصیتهایمعادله
بهدســتمیآید.بهشــرطاینکه P(x)

Q(x)
ومخــرجمشــترکگیری،معادلــهاینظیر0=

≠)x(Q،وقتیمعادلهجوابداردکه0=)P)xاســت،ســپسریشههایاینمعادلهرا 0
بهدستمیآوریم.ازبینریشههایبهدســتآمده،آنهاییراقبولمیکنیمکهمخرجکسر

راصفرنکنند.)چرا؟( P(x)
Q(x)

راحلکنید. (x )
x x

−− =
− −
10 5 1

2
3 3

 مثال:معادلهٔ

ë   حل:بااضافهکردن٢-بهدوطرفمعادلهخواهیمداشت:
(x )

x x
−− − =

− −
10 5 1

2 0
3 3



اکنونبامخرجمشترکگیریازسمتچپ،تساویآنرابهصورتیککسربنویسید.

(x ) ( )
x x ( ) x

−− − = ⇒ =
− − −
10 5 1 2

0 0
3 3 3



≠x-3وباحلمعادلهٔ بنابراینباشرط0 رسیدیم. P(x)
Q(x)

بهمعادلهاینظیر مشاهدهمیکنیمکه

P)x(=0،ریشههایمعادلهرادرصورتوجودپیدامیکنیم.
21-7x=0⇒x=3 

چونx=3مخرجکسرهاراصفرمیکند،اینریشهقابلقبولنیستومعادلهریشهندارد.

راحلکنید. x x x x
x x x x

− − − ++ =
− + − −

2

2

2 1 6 5

5 4 20
 مثال:معادلهٔ

x x x x
x x (x )(x )

− − − ++ − =
− + − +

22 1 6 5
0

5 4 5 4 
(x )(...........) (x )(...........) x x
(x )(...........) (x )(...........) (x )(x )

− − − +⇒ + − =
− + − +

22 1 6 5
0

5 4 5 4 
 

 ......................... .........................
(x )(x )

⇒ = ⇒ = ⇒
− +

0 0
5 4 

،دارایجوابx=1است. a x
x x a

+=
+

1    مثال: بهازایچهمقدارaمعادلهٔ
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ë    حل:x=1رادرمعادلهقرارمیدهیموسپسمقدارaرابهدستمیآوریم.

a a a(a )x
a a (a ) a

+= ⇒ = ⇒ − = ⇒ − =
+ + + +
2 2 1 2

1 0 0
1 1 1 1 1 1



یا
a

a a a a (a )(a )
a

a

= −
+ − ⇒ = ⇒ + − = ⇒ + − = ⇒ +  =

2
2

2
2

0 2 0 2 1 0
1

1



راصفرنمیکنند،پسهردوقابلقبولاند. a
a

− =
+
2

0
1 1

چونa=1یاa=-2مخرجکسرهایمعادلهٔ

کار در کلاس 

معادلههایزیرراحلکنید.
)الف

xx
+ =

2

8 4
1 )ب                                  x x

x x
− +=
− +

2 1

4 3


)پ
m m

+ =
+ −

24 24
1

10 10
)ت                      y y y

y yy
+ −− = −
+ −−

2

2

2 1
1

3 39


دارایجوابx=2است؟ x a x a
a x x x

−+ =
−

ث(بهازایچهمقدارa،معادله

  چند مسئلۀ کاربردی از معادله هایی که عبارت های گویا دارند   
1.گلدانینقرهداریمکهنســبتوزننقرهٔخالصبهوزن
مسخالصآن،برابربا٨اســت.استادقلمکارآنرا
ذوبو١٠٠گرممسبهآناضافهکردوگلدانجدیدی
4وزنگلدانجدید،نقرهاست.این

5
ساخت.میدانیم

گلدانقبلازذوبشدنچهوزنیداشتهاست.

xاگروزنمــسرابرابربا، وزنمس٨=_______وزننقره
ëحل:

درنظــربگیریم،آنگاهوزننقــره8xووزنگلدان
قبلازذوبشدنبرابربا8x+x=9xاست.

اکنــوناگربعدازذوبشــدن١٠٠گرممسبه
آناضافهکنیم،وزنگلدانجدید9x+100است.
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AB

،پسداریم: =____________وزننقره 4

وزنگلدانجدید5
وزنگلدانجدیدنقرهاست؛یعنی 4

5
ازآنجاکه

x x
x x

= ⇒ − =
+ +
8 4 8 4

0
9 100 5 9 100 5




x ( x )
( x ) ( x )

× +⇒ = =
+ × +
8 5 4 9 100

0
9 100 5 5 9 100

x x
( x )
− +⇒ =

+
40 36 400

0
5 9 100

-- 

4x-400=0⇒x=100 

)9x+100≠0باشرط(

ازآنجــاکــهوزنگلدانقبلازذوبشــدن9xاســت،درنتیجهوزنگلــدانقبلازذوبشــدنبرابربا
٩٠٠گرماست.

2. دوشــیرآبAوBبهیکاستخرمتصلاند.شیرAاســتخررا10ساعتزودترازشیرBپرُمیکند.
چنانچهدوشــیرراباهمبازکنیم،آنگاهاستخردر12ساعتپرُمیشود.اگرشیرBبهتنهاییبازباشد،

استخردرچندساعتپرُمیشود.

ëحل: فرضکنیمشیرBاستخررادرxساعتپرُکند.اگرحجماستخرراVدرنظربگیریم،پسازیک
استخرپرُ V

x-10
استخرپرمیشودوبههمینترتیباگرشیرAبازباشد،پسازیکساعت Vx ساعت

میشود.حالاگردوشیرراباهمبازکنیم،خواهیمداشت:

)

V V V
x x x x x x

x(x )
x(x x(x )

+ = ⇒ + = ⇒ + − =
− − −

−⇒ + − = ⇒ = ⇒− −

1 1 1 1 1 1
1 12 1 12 1 12

1
12 1 12 1
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3.یــککیکرابینچندنفرتقســیم
کردیموبــههریکمقدارمســاوی
رسید.ســپسیکنفردیگربهجمع
آناضافهشــدودوبارهکیکرابین
آنهاتقســیمکردیــم.دراینمرحله
1کمتررســید.

6
بههریکبهاندازهٔ

مشــخصکنیــددرابتــداچندنفر
بودهاند؟1

کیکرســید،درمرحلهٔبعدبههریک
n
1 ë  حل:فرضکنیددرابتداnنفربودهاند؛بنابراینبههریک

کمتررسیدهاست،خواهیمداشت: 1
6
کیکرسید.ازآنجاکهدراینمرحلهبههریک

n +
1

1

n n
− =

+
1 1 1

1 6


باحلاینمعادلهn=2بهدستمیآید.

تمرین
1.معادلههایزیرراحلکنید.

)الف x
x

− =
+

3 5
1

3
)ب x x

x x
− ++ =

+
3 2 2 5

5
3 

)پ x x
x x

+ = +
+ +
2

3
2 2

)ت x x x x
x xx x

− + + −− =
−−

2

2

2 2 1 1

22 

)ث
x x x

− =
− + −
3 2 4

1 3 2
)ج x x

x xx
+ −+ =
− +−2

11 3 2 3

2 24 

است.آندوعددراپیداکنید. 5

12
2.مجموعمعکوسدوعددزوجطبیعیمتوالیبرابر

3. هنگامیکهدوچاپگرباهمکارمیکنند،فیشحقوقکارگرانیککارخانهدر٤ساعتچاپمیشود.
اگرچاپگرقدیمیتربهتنهاییبرایاینکار،٣ســاعتزمانبیشــترینسبتبهچاپگرجدیدترنیازداشته

باشد،دراینصورتهرکدامازچاپگرهابهتنهاییدرچندساعتاینکارراتکمیلمیکنند؟

دارایجوابt=-3است. t t k
t (t )

− +=
− + −

2

2 2

4 3

2 2 1 68
4.بهازایچهمقدارk،معادلهٔ

1.اینمسئلهاقتباسازکتابجبرومقابلهخوارزمیاستکهدرآنکتاببهجای)کیک(،کلمهدرهمآمدهاست.
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تابع سوم
درس١

درس2

مفهوم تابع 

 ضابطة جبری تابع

نمودار تابع خطی

نمودار تابع درجه2
درس3

از شــیوه های جهت یابی قبله  یکی 
استفاده از سایة شــاخص، هنگام قرار 

گـرفتن خـورشیـد در راستـای قبله است. 
در هــر منطقه بــا تعیین ســاعت دقیقی که 

خورشید در جهت قبله قرار می گیرد می توان با دقت 
بســیار بالایی جهت قبله در آن منطقه را تعیین کرد.

درس4

نمودار ساعتی که خورشید نسبت به مشهد در جهت قبله قرار می گیرد.

تیرآباناسفند اردیبهشتشهریوردی خردادمهربهمن فروردینمردادآذر

15:40
15:30
15:20
15:10
15:40
14:50
14:40
14:30
14:20
14:10
14:00
13:50
13:40
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درس١

54

 مفهوم تابع 
ســالگذشتهدرفصلخطومعادلههایخطیبامثالدوچرخهسوار،رابطهایرابینزمانومسافتطی

شدهتعریفکردیم.
درمثالمذکور،دوچرخهسوارباسرعتثابت2متردرثانیهدرحالحرکتاست؛یعنیدرهرثانیه2متر
راطیمیکند.جدولزیررابطهٔبینزمان)t(ومسافتطیشده)d(رانشانمیدهد:)جدولراکاملکنید(

54/5...2/5210 ) t( زمان برحسب ثانیه

...985...20 )d( مسافت طی شده بر حسب متر

)d(بهصورتمستقلتغییرکردهومتغیّرمسافت)t(همانطورکهمشاهدهمیکنید،دراینمثالمتغیّرزمان
براساستغییراتtتغییرمیکندودرواقعتغییراتمتغیّرdتابعیازتغییراتمتغیّرtاست.اینرابطهکهمیتوان
آنرابهصــورتجبریوبهشــکلd=2tنمایــشداد،رابطهایخطینامیدهشــد.درحالتکلیرابطههایی

بهصورتy=ax+b،رارابطههایخطینامیدیم.
اینرابطههاکهنمودارآنهایکخطاست،درواقعارتباطمشخصیبینxوyنقاطیاستکهرویاین
خطقراردارند.بهعنوانمثالاگرفرضکنیمy=2x+1معادلهیاضابطهٔیکخطباشد،مختصاتهرنقطهکه
دراینمعادلهصدقکندبهاینمعناســتکهآننقطهرویاینخطواقعاستوبالعکساگرنقطهایرویاین
خطواقعباشــد،بایدمختصاتآننقطهدرمعادلهy=2x+1ٔصدقکند.همانطورکهمشاهدهمیکنیدعرض
هرنقطهٔرویاینخطیعنیy،مســاویاســتبادوبرابرطولهماننقطهبهعلاوه1ٔیعنی)2x+1(؛بنابراین
رابطهٔبینxوyکاملامًعیناستدرجدولهایزیرمختصاتچندنقطهورابطهٔبینxوyآنهابراساسضابطهٔ

دادهشده،آمدهاست:)جاهایخالیراپرکنید(

y=-2x+3
…01

2
…351x

71yــ…3……0

اوکهمبنایجهان،»زوج«آفرید
خودبهمانزدیکترشدازوَرید

»تابعی«رااززمینتاآسمان
کردهدردلهایانسانها،نهان
تابعِمنظورِما،»پیوسته«است

»حد«،بهامیالِدلِمابستهاست
دلبهبالاتاعنایتمیکند

حدِّتابع،»بینهایت«میکند
هرکسیتابینهایتراشناخت

چون»مُجانب«سویآنبالاشتافت
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y=x2+1
21x…10ــ

……5

4
…2y

درمحیــطاطرافخودمانودرجهانطبیعتنیــزپدیدههاییمیتوانیافتکهدرآنهاارتباطخاصیبین
دومتغیّروجوددارد.

بهعنوانمثالیازاینرابطههامیتوانبهرابطهٔبینقدووزنافراداشارهکرد.یکیازروشهایمتداولبرای
اندازهگیریوزنمطلوبدرافراد،استفادهازنمایهٔتودهٔبدنییانماتوب)BMI(استکهطبقرابطهٔزیرمحاسبهمیشود:

وزنبرحسبکیلوگرم
=نماتوب

مجذورطولقدبرحسبمتر

بااســتفادهازاینرابطه،برایهرفردنماتوبمحاسبهمیشــودکهبراساساینشاخصوبهصورتزیر
نسبتبهعددحاصلنتیجهگیریمیشود.

شخصلاغراستوکمبودوزندارد⇒ 19<نماتوب)الف 
شخصوزنطبیعیداردودرمحدودهسلامتوزنیاست⇒ 25<نماتوب≤19)ب 
شخصاضافهوزندارد⇒ 30<نماتوب≤25)پ 
شخصچاقاستووضعیتبحرانیدارد⇒ 30≥   نماتوب   )ت 

البتهوزنمطلوبباسنهرشخصرابطهٔمستقیمدارد،زیرا
باافزایشسنبهطورطبیعیمیزانچربیذخیرهایبدنبالارفته
ونماتوبافزایشمییابد.متخصصانعلومتغذیهباتوجّهبهسن
افرادمطابقجدولروبهرونماتوبمناسبافرادمختلفراتعیین

میکنند.

پسازیافتننماتوبمتناســبباگروهسنی،هرفردمیتواند
وزنمطلوبخودراازفرمولزیربهدستآورد:

گروه سنینماتوب

ـ2219 24ـ

ـ2325 34ـ

44ــ2435

54ــ2545

64ــ2655

65بهبالا27

تواندومیامربعقدبرحسبمتر×نماتوب=وزنمطلوببرحسبکیلوگرم

بــادقتدررابطهیاتســاویفوقتشــخیصمیدهیدکهوزنمطلــوب،تابعیازطولقدهرفرداســت
)بســتگیبهطــولقددارد(ونیــزدرمییابیدکــهوزنمطلوببهنماتــوبنیزبســتگیدارد.درفرمولفوق

را y=4x-2نمودارخــط
رســم زیر محورهای روی
کردهوجدولدادهشــدهرا

کاملکنید:
y

x

x y
0
...

...

...
0
...
2

1
2
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طــولقدونماتــوبمتغیّرهاییهســتندکهوزنِمطلوب،متغیّریاســتکهوابســتهبهایندومتغیّراســت.
آیامیتوانیدباتوجّهبهجدولقبلاگرفردیدرگروهســنی54-45قرارداشــتهباشدوطولقداینفرد

189سانتیمترباشد،وزنمطلوببرایاینشخصراتعیینکنید؟

فعالیت
میدانیممساحتدایرهازتساویS=π*r2بهدستمیآید.دراینرابطهπعددیاستثابتکهتقریباً

π=3/14درنظرگرفتهمیشودوrشعاعدایرهاست:
1.آیامتغیّرSتابعیازشعاعدایرهاست؟

2.آیامحیطدایرهنیزتابعیازشعاعاست؟
3.کداممتغیّر،مستقلوکداممتغیّر،وابستهاست؟

4.جدولزیرراکاملکنید.
r بر حسب سانتی متر )شعاع(5١/43٢١

……4π…π)برحسب سانتی متر مربع )مساحت S

…6π………)برحسب سانتی متر )محیط P

دررابطهٔخطیy=3x+1نیزy،تابعیازتغییراتمتغیّرمســتقلxاســت،یعنیوقتیxرابهدلخواهو
مســتقل،تغییرمیدهیم،yنیزتغییرمیکند.حالاگرxهارارویمحورافقیوyهایحاصلرارویمحور
عمــودیدرنظــربگیریم،بهازایهرxوyحاصل،یکنقطهدرصفحهمشــخصمیشــودکهآنرابایک
زوجبهشــکل)yوx(نمایشمیدهیم.ترتیبقرارگرفتنxوyدراینزوجاهمیتداردوبههمیندلیلآن
رایــکزوج مرتبمینامیم.درزوجمرتــب)yوx،)xرامؤلفّهیامختصاولوyرامؤلفّهٔدوممینامیم.

))a,b(=)c,d(آنگاهa=cوb=dوبرعکساگرa=cوb=dآنگاه)a,b(=)c,d(اگر(

فعالیت
1.جدولزیرراکاملکنید.

y=3x+1

2…………-1x
…+3 2 1………-2y

)…،…()…،…()1،…() 23 ،3()…،1()-1،-2()x,y(

ایرانی، منجم و ریاضیدان
کاشانی غیاثالدین جمشید
دراوایلقرنهشــتمهـ.ق
توانســتعددπ رابادقتی
کهتا150ســالبعدازوی
بینظیرماند،محاسبهکند.

اوکتــابرســالهٔمحیطیــه
خودرابااینجملهشــروع

میکند:
»بهناماوکهازاندازهٔنسبت
محیطدایرهبهقطرش

آگاهاست«.

O

r 








2πr
2r π=
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2.مشابهقسمت1جدولیبرایy=x2تشکیلدهید.
اســتفادهازنموداروِنورسمپیکانهاییازطرفمتغیّرمستقلبهسمتِمتغیّروابستهبهدرکارتباطبین

ایندومتغیّرکمکمیکند.بهکاردرکلاسزیرتوجّهکنید:

کار در کلاس 

بــاتوجّــهبهرابطــهٔخطــیy=2x-3،اگرفرضکنیــم،xهایامتغیّرهایمســتقلاعضــایمجموعهٔ

Aباشــند.ابتداجدولمربوطبهاینرابطهرامشــابهجدولقبل،تشکیلمیدهیموسپس , , , = − 
 

10 1 1
2

نمودارپیکانیآنرارسممیکنیم.)جاهایخالیراپرکنید.(

y=2x-3

٢١1

2
0-١x

…………-5y

…
G

…
F

…
E

)0،…(
D

)-1،-5(
C)x,y(

0

-١

...

١
٢
٢

...

-3

...

-٢

-١

A B

را y=2x-3نمودارخــط
مختصــات دســتگاه روی

رسمکنید:
y

x
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اگرهریکاز»زوجمرتب«هایجدولقبلرایکنقطهدرصفحهفرضکنیم،نمودار مختصاتی رابطهٔ
خطیِقبلبهصورتزیررسممیشود:

مشابهمثالِقبل،جدول،نمودارپیکانی { }x A , , , , , ,∈ = − − −3 2 10 1 2 3 سؤال:برایرابطهy=x2ٔکه
ونمودارمختصاتیراتشکیلدهید.

 مفهوم تابع 
درتمامفعالیتها،مثالهاوتمرینهایقبل،رابطههاطوریتعریفشدهبودندکهبهازایهرمتغیّرمستقل
مانندx،دقیقاًیکمقداربرایyبهدستمیآید؛مثلاًدررابطهy=2x+3ٔاگرxرامساوی2فرضکنیم،

y=2*2+3=7بهدستمیآید.
اگراینویژگیبراییکرابطهوجودداشتهباشد،آنراتابعمینامند.بهعبارتدقیقتر:

یکرابطهبیــندومجموعهAٔوB)ازمجموعهAٔبهمجموعهBٔ(یک
تابعنامیدهمیشــود؛هرگاهمتناظرباهرعضوازمجموعهAٔدقیقاًیکعضو

ازمجموعهBٔرابتواننظیریامربوطکرد.

y

x

G

F

E
D

-5

-1 1 2 3 4 5

C

1
2
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فعالیت

1. کدامیکازرابطههاکهبانمودارپیکانینمایشدادهشدهاند،تابعاند؟چرا؟

تابع………زیراتابع………زیرا 

تابع………زیراتابع………زیرا 

2.کداممجموعهاززوجمرتبها،نمایشیکتابعاست؟

}=F )الف })2,3(,)3,3(,)4,3(,)5,3({ } 

}=G   )ب })4,1(,)2,-1(,)1,-1(,)4,2({ } 

}=H)پ })2,3({ } 

}=I  )ت })3,3({ } 

}=J   )ث })1,1(,)2,2(,)3,3(,)2,4({ } 

دانش آموزان نمرات درس فیزیک

مریم

نرگس

حمیده

سارا

١

٢

3

4

١

٢

3

4

٢

3

-٢

0

4

١

5

١6

١8

٢0

٢

3

١

-١
١

-٢
٢

-3
3
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3. کدامیکازرابطههاکهنمودارمختصاتیآنهارسمشدهاست،تابعاند؟چرا؟

4.کدامیکازرابطههایتعریفشدهٔزیر،تابعاستوکدامتابعنیست؟دلایلخودرابنویسید.

الف( رابطهایکهبههرشــهردرایران،ســوغاتیِآنشــهررانسبت
میدهد.

تابعنیست تابعاست

ب(رابطهایکهبههرفرد،روزتولداورانسبتمیدهد.
تابعنیست تابعاست

پ( رابطهایکهبههرشهر،نمایندهٔآنشهردرمجلسشورایاسلامی
رانسبتمیدهد.

تابعنیست تابعاست

ت( رابطهایکهبههرمسلمان،قبلهٔاورانسبتمیدهد.
تابعنیست تابعاست
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باتوجّهبهفعالیتقبلوتعریفتابعمیتوانگفت:
* اگررابطهٔبینxوyرا)xمتغیّرمســتقل(بهصورتجدولیوزوجمرتبینمایشدهیم،درصورتیتابع

استکههیچدوزوجمرتبمتمایزیبامؤلفههایاولبرابردرآنوجودنداشتهباشد.
* اگررابطهازمجموعهAٔبهمجموعهBٔرابانمودارپیکانینمایشدهیم،درصورتیاینرابطهتابعاست

کهازهرعضوAدقیقاًیکپیکانخارجشود.
* اگرنمودارمختصاتییکرابطهرســمشــود،درصورتیاینرابطهتابعاستکههیچدونقطهایروی

خطیکهموازیمحورyهاباشد،قرارنگیرند.

کار در کلاس 
درجدولزیردرهرسطریکیازنمایشهایرابطهایمشخصشدهاست.ابتدابرایهررابطهجاهای

خالیراپرکنیدسپستشخیصدهیدکهکدامرابطه،تابعاست.

نمایش پیکانینمایش مختصاتینمایش زوج مرتبیتوصیفیجدولی

yx
11
42
93
164

fرابطهایاستکهبههرعضو
A=}0,1,-1,2,-2{ٔمجموعه
توانچهارمآنرانسبتمیدهد

f=})شنا,علی(و)فوتبال,رضا(
)شنا,رضا(و)والیبال,آرش(و

})کشتی,حمید(و)تیراندازی,علی(

3
4
5
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٢
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4
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BA f

وزن
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تمرین

1. نمودارپیکانییکرابطهرسمشدهاست.باحذفکدامعضواینرابطهتابعخواهدشد؟

BٔبهمجموعهAٔمجموعهای2عضویفرضشود.سهتابعازمجموعهBمجموعهای3عضویوA2.اگر 
راتعریفکنید.

3.دررابطهٔزیرجاهایخالیرااعدادیقراردهیدکهاینرابطهتابعنباشد.

{ }f ( , ), ( , ), ( , ), ( , )= 2 3 5 3   

4.کدامرابطهتابعاستوکدامرابطهتابعنیست؟چرا؟

)ب     )الف

)پ { }f ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )= 2 1 3 2 2 2 3 4 5 1 

ت( رابطهایکهبههرشخص،شمارهٔملیاورانسبتمیدهد.

a
b
c
d
e

a′
b′
c′
d′

٢

١
- 2

2

1

A
١

-١

٢

-٢

١

4

A B B
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5.اگررابطهfٔتابعباشد،دراینصورتحاصلx2+y2رابهدستآورید.)مجموعهfٔراپسازمحاسبهٔ
xوyبنویسید.(

{ }f ( , x y), ( , ), ( , ), ( , ), ( , x y)= + −2 2 4 5 2 3 4 5

6.نمودارکدامرابطهیکتابعرامشخصمیکند؟

y

x

y

x-2-11234

1
2

x-2-11234

1
2

)الف  )ب  

خواندنی  توابعدرشاخههایمختلفعلومکاربردفراواندارند.برایمثال
درعلماقتصادازتابعســود،تابعهزینهوتابعدرآمددرمحاســبات
وتصمیمگیریهایاقتصادیاســتفادهمیشــودویادرفیزیک،

هنگامــیکهمیخواهیمرابطــهٔبینچندمتغیّررابیــانکنیم،مخصوصاً
هنگامیکهمقداریکمتغیّرکاملاًوابستهبهمتغیّرهایدیگراست،ازتوابعاستفادهمیشود.

توابعدرعلوممختلفبیشــتربهعنوانعملکرددرنظرگرفتهمیشــوندوکاریرابرروی
ورودیهایخودانجاممیدهند.توابعراهمچنینمورداستفادهدرعلمرایانهبرایمدلسازی

ساختماندادههاوتأثیراتالگوریتممیبینیم.
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 ضابطة جبری تابع 

درس2

گاهــیاوقــاتمیتوانیــمرابطــهٔبیــنمؤلفــهٔاولودومِزوجمرتبهــایمربــوطبــهیکتابــعرابا
یــکضـــابطه)قانــون(بیــانکنیــم.بــــهطورمثالتـــابعِ

رادرنظرمـیگــیریم f ( , ), ( , ), ( , ) ,  = −    
1 71 4 2 5 1 2
2 2

درایــنتابــعهموارهبــااضافهکــردن٣ِواحدبــهمؤلفهٔاول
)x,y(∈f، مؤلفهٔدوم،بهدســتمیآید.بهعبــارتدیگراگر

درایــنصــورتy=x+3.معادلــهy=x+3ٔراضابطــهٔ
تابعfمینامیم.اگرتابعfرابهعنوانیکماشــیندرنظربگیریم
fمتغیّــرمســتقلفرضشــود،دراینصورتتأثیــرتابعxو
yنمایشمیدهیــموحاصلاینتأثیرهمانf)x(رابــاxروی

y=f)x(،است؛یعنی)متغیّروابسته(

  دامنه و بُرد تابع 
درنمایشتوســطزوجمرتببراییکتابع،مجموعهٔشاملهمهٔمؤلفههای
اولرادامنۀ تابعومجموعهٔشــاملهمهٔمؤلفههــایدومرابُرد تابعمینامیم.

دامنهٔتابعfرابا1Dfوبرُدآنرابا2Rfنشانمیدهیم.

١.Domain
2.Range

2

3
y = x2-1

y = f  )x(
خروجی

ورودی

ضابطۀ جبری تابع

یکتابعمانندfازمجموعهAٔبهمجموعهBٔ،قانون
یاضابطهایاســتکهبههرعضوازAدقیقاًیکعضو

ازمجموعهBٔرانسبتدهد.
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که)y=f)xراضابطهٔ
 
 
  { }

f : A B
y f x

→
=y=f)x( براینمایشتابعیچونfازمجموعهAٔبهمجموعهBٔمینویسیم:

تابعوAرادامنهٔتابعfدرنظرمیگیریم.

فعالیت
باتوجّهبهضابطهٔهرتابعومانندنمونه،مجموعهٔمقادیریابُردهرتابعرامشخصکنید.

f : A
, A , , , , ,

f (x) x

→  = − 
= +  



2

1
1 2 2 1 0

22 1

f

x f (x) x

f ( ) ( )

f ( ) ( )

f ( ) ( ) R , , , ,
f ( ) ( )

f ( ) ( )

f ( ) ( )

= +

− − = × − + =

= × + =
 = × + = → =  
 = × + =

= × + =

= × + =

2

2

2

2

2

2

2

2 1

1 1 2 1 1 3

2 2 2 2 1 5

32 2 2 2 1 9 3 5 9 1
2

1 1 2 1 1 3

0 0 2 0 1 1

1 1 1 3
2 1

2 2 2 2 

)الف f : A B
, A , , , , , ,

f (x) x

→  = − 
= −  

3
3

1
1 1 0 4 3 2

31

)ب { }
f : A B

, A , , , ,
f (x) x

→
= −

= + −
0 1 8 3 2

1 1


)پ
f : A B

, A , , , ,xf (x)
x

→
 = −+  =  

−

1
2 0 1 21

2
2
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کار در کلاس 

1. برایهریکازتوابعزیر،دامنهوبرُدرامشخصکنیدودرصورتامکانضابطهٔهرتابعرابنویسید.

٢.دامنهوبردهریکازتابعهایزیررامشخصکنید.
}…,f:A→B         R={2,3,4,5)الف 

{ }f (x) x A , ... , ... , ... , ...= + =4 2


)ب { }f ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) ,( , )= − − − − −1 1 2 2 3 3 4 4 2 2 

)پ 

y

y

xx

x-2-11

2
1

y

x

y

x

-2-11234

1
2

)ب  

)ت  

)الف  

)پ

7
5
4

-١
0

4
٢
١

-4
-3

A Bf

-1
-1

4
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)ت 

f    )ث ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) =  
 

1 1
1 1 2 2 3 3 2 2 0 0

2 2


تمرین

١. کدامیکازرابطههایزیرتابعاست؟چرا؟برایهررابطهنمودارمختصاتیرارسمکنید.


 )الف

 )ب

)پ { }f ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )= − − −2 1 3 1 1 1 4 1 2 4

f:IR→IR )ث})1,1({=g)ت
f)x(=2x+1

١
٢
3
4
5

١

A B

a

b

c

d

a′

b′

c′

A B

a′

b′

c′

a

b

c

A B

B

A

a′
b′
c′

abcd
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f:IR→IR )حf:IR→IR)ج
f)x(=xf)x(=2


٢.برُدهریکازتوابعزیرراباتوجّهبهضابطهودامنهٔدادهشده،بهدستآورید.

 )الف { }
f : A B

, A , , , ,
f (x) x x

→
= − −

= + +2
0 1 1 2 2

1


 )ب
f : A B

, A , , , ,xf (x)
x

→
 = − − +=  

1
1 1 2 21

2


 )پ { }
f : A B

, A , , , , ,
f (x) x

→
=

= +
0 1 2 3 4 8

1




f)  ت : A B
,A w { , , , }

f (x) x
→

= =
=

0 12

)ث f : A B
, A

f (x)
→

=
=



0

 3.تابــعfبــههرعددحقیقی،دوبرابرمکعبهمانعدد،منهای٤رانســبتمیدهد.fکدامتابعاســت؟
حاصل)f)3رابیابید.

f:IR→IR)ب f:IR→IR)الف
f)x(=2)x-4(3 f (x) x= −32 4 

f:IR→IR )ت f:IR→IR)پ
f)x(=2x3-4 f (x) x= −32 4
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4.کدامنمودار،نمایشیکتابعمیباشد؟چرا؟

y

x

y

x xالف  )ب(

y

x  چ(

y

x

y

x xپ  )ت(

y

x

y

x x  ث  )ج(
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 نمودار تابع خطی 

درس3

ســؤال:نمودارزیرتعدادصندلیهاییراکهدرپایانهرسهساعتکاردریککارگاهتولیدمیشوند،نشان
میدهد.آیامیتوانیدتعدادصندلیهایتولیدشدهدراینکارگاهرادرپایانپانزدهمینساعتکاریپیشبینی

کنید؟

-آیاتعدادصندلیهایتولیدشدهدرپایانهشتمینساعتکاریبیشترازپنجعدداست؟
-آیامیتوانیدتعدادصندلیهایتولیدشدهدراینکارگاهدرپایانهرساعتخاصراپیشبینیکنید؟

فعالیت
الــف(  طــولیـــکفنــردرحالتیکهبــهآنهیــچوزنهایآویزاننشـــدهاســت5سانتیمـــتراســتو
بــهازایهــرکیلوگرموزنــهایکهبهآنآویزانشــود،نیمســانتیمتربــهطولآنافزودهمیشــود.

ساعت

تعداد صندلی ها
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طولفنررادرشکلهایزیرمشخصکنید.

ب(جدولزیرراتکمیلنمایید.

a207521)اندازه وزنه )بر حسب کیلو گرم

طولفنر)برحسبسانتیمتر(

پ(  اگرتابعطولفنرراباfنشــاندهیم،مقادیر)8(,f)4(,f)1(fو)10(f)برحســبسانتیمتر(رامحاسبه
کنید.

 ت( نقــاطبهدســتآمــدهازقســمتقبــلرادریکدســتگاهدومحــورعمودبــرهم،مشــخصکنید.
نقاطحاصلرابههموصلکنید.



طول

وزن

0-
1-
2-
3-
4-
5-
6-
7-
8-
9-

10-
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فعالیت
یککارخانهٔتولیدلوله های آبیاری کشاورزی1 درهرساعت0/3کیلومترلولهتولیدمیکند.

اگرمتراژلولهایراکهاینکارخانهپس
f)x(ساعتتولیدمیکند،برحسبمترباxاز
f)x(نشــاندهیم.جدولروبــهرورابرای

بهازایمقادیرمختلفxکاملنمایید.

نقاطبهدستآمدهازجدولقسمتقبل
رادریکدســتگاهدومحــورعمودبرهم
مشخصکنید.نقاطحاصلرابههموصل

کنید.

توابعبهدستآمدهدرفعالیت1و2هردوتوابعخطیّاند.
1.کشاورزییکیازمهمترینبخشهایجامعهاستکه18درصدتولیدناخالصملی،25درصداشتغالزایی،تأمین85درصدغذایجامعه،25درصدصادراتغیرنفتیو
فراهمکردنبخشعمدهایازمواداولیهمورداستفادهدرصنعتراعهدهداراست.بنابراینرشدوتوسعهدراینبخشزمینهسازپیشرفتاقتصادی،اجتماعیوصنعتی
کشوراست.ایرانبهدلیلموقعیتجغرافیاییخاص،دارایاقلیمخشکونیمهخشکاست.ازطرفدیگر،آماروارقامموجوددربخشکشاورزینشاندهندهٔاین
استکهدربسیاریازمناطقدرمقابلآبدردسترس،محدودیتزمینوجودنداشتهوهرچهامکانصرفهجوییدرمصرفآبیااستحصالمنابعآبیجدیدوجود
داشتهباشد،میتوانمیزانکشتآبیونهایتاًمیزانتولیداتکشاورزیرابالابرد.بخشکشاورزیبا92درصدبزرگترینومهمترینمصرفکنندهٔآبدرکشوربهشمار
میرودکهمتأسفانهبیشاز80درصداتلافمنابعآببهدلیلعدماستفادهازفنّاوری)تکنولوژی(هایپیشرفتهٔآبیاریدراینبخشبههدرمیرود.تعدادیازکارشناسان
معتقدندکهمدیریتمنابعآبکشوردرشرایطفعلیمدیریتمناسبینیستوموجبشدهتاطیسالهایاخیرشاهدکاهشمنابعآبهایزیرزمینیونیزکاهشسطح
زیرکشتکشاورزیدربرخیمناطقباشیم.لذادستیابیبهبهبودبهرهوریآببهعنوانشاخصمصرفآبدرانواعتولیداتکشاورزیپایدار،امریضروریاست.



1500

1200

900

600

300

123456

x بر حسب ساعت54321

 )f)xبرحسب متر

کتابوآب
هردودربحراناند؛
یکیازکممصرفی،
دیگریازپرمصرفی!

هرتابعبهصورت)y=f)xکهدرآنy=mx+h،یکتابعخطینامیدهمیشود.
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     رسم نمودار تابع درجه یک   
برایرســمنمودارتابعy=mx+hدونقطهازنمودارتابعرادردســتگاهمختصاتمشخصمیکنیمو

سپسآندونقطهرابهوسیلهخطیبههموصلمیکنیم.

کار در کلاس 

mباتوجّهبهمعادلهٔخطکهدرکتابریاضیاتنهمدیدهاید،ابتداf)2(=3وf)0(=2دریکتابعخطی
وسپسبهکمکآن)f)xرامشخصونمودارتابعرارسمکنید.

m −= =
−






3
0


:معادلهخط

f)x(=.............بنابراین


کار در کلاس 

جــدولزیررابطهٔبینعمقودمایســنگهارادرزیرزمیننشــانمیدهد. x معرف عمق )برحســب
کیلومتر(وy معرف دما )برحسبسانتیگراد(است.


x
y

2 4

75 185
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y=f)x(اگردمایسنگهاتابعخطیبرحسبعمقباشد،ابتداجدولزیرراکاملکنیدوبهکمکآنتابع
رامشخصنمودهسپستعیینکنیددرچهعمقیدمابه440درجهسانتیگرادمیرسد؟

 f )2( f )1( معادله خط یا ضابطۀ تابع:y=f )x( =  mx+hشیب خط: y - ym =
x - x

2 1

2 1

کار در کلاس 

دربرنامهریزیاقتصادی،اجتماعــیومواردیازاینقبیل،اولینگام،پیشبینیجمعیتدربرنامهریزی
است.برایبرآوردجمعیت،مدلهایمختلفیوجودداردکههرکدامویژگیهایخودرادارند.انتخابنوع
مدلواستفادهازآندردرجهٔاولبهاطلاعاتموجوددرزمانوسپسبههدفبرنامهریزیبستگیدارد.یکیاز
اینروشها،مدلرشدخطیاست.اینمدل،الگوییازرشدجمعیتراتوصیهمیکندکهدرآنمیزانجمعیت
همچنانبانرخفعلیخودتغییرمیکند.)روندرشدجمعیتبهصورتتابعیخطینسبتبهمتغیّرزماناست.(
فرضکنیمجمعیتیکشــهردرســال1385برابریکمیلیونوپنجاههزارنفرودرسال1395برابریک
میلیونودویستوهشتادهزارنفربودهاست.اگربرایرشدجمعیتاینشهر،مدلالگوییرشدخطیرادرنظر

بگیریم،بارسمنمودارتابعجمعیت،جمعیتاینشهررادرسال1405بهطورتقریبیبرآوردکنید.

1,600,000

1,400,000

1,200,000

1,000,000

800,000

600,000

400,000

200,000

0
138513951404

نرخ  رشد: 
بهمیزانافزایش
یککمیت

)نظیرجمعیت(
درواحدزمان،

نرخرشدگفتهمیشود.
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کار در کلاس 

ضابطهٔتابعمحیطمســتطیلهاییراکهطولآنها4واحدبیشــترازعرضآنهااست،برحسبعرضآن
بنویسیدونشاندهیدیکتابعخطیاست.

ــآیاتابعمساحتآنهانیزیکتابعخطیاست؟

کار در کلاس 

اگرنمودارتابعخطیfازمبدأعبورکردهوf)-1(=2باشد،نموداروضابطهٔتابعfرامشخصکنید.

تمرین
.f)1(=1وf)2(=4:داشتهباشیمf)x(=mx+nٔراچنانبیابیدتادرتابعباضابطهnوm١. مقادیر

2. ضابطهٔتابعخطیfراکهازنقاط)2,3(و)4,1(میگذرد،مشخصکنیدونمودارآنرارسمنمایید.

3. درتابعخطیfداریم1(=5(fو8=)2(f،مقادیر)3-(fو)f)5رابیابید.
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A

5

2
وازنقطه { }A x x= ∈ ≤ ≤0 10 4.  نمــودارتابعیخطیرارســمکنیــدكهدامنهٔآنبرابــر

بگذرد.

f)-0/1(وf)0/1(اســت.دراینصورتاختلافf)2(=75  . نموداریکتابعخطیازمبدأمیگذردو
رابهدستآورید.

Fاست.دماییک C= +9
32

5
6.رابطهٔبیندرجهٔدمابرحســبســانتیگرادوفارانهایتبهصورت

جسم20درجهٔسانتیگرادبالارفتهاست.دمایآنبرحسبفارانهایتچقدرافزایشداشتهاست؟

7.  یــکشــرکتبرایتولیــدxکالا،C)x(=3000+50xتومانهزینهمیکنــدوهرکالارا70تومان
میفروشد.

الف(تابعسودراتعیینونمودارآنرارسمکنید.
ب(اینشرکتحداقلچهتعدادازاینکالارابایدبفروشدتاسوددهیآغازشود؟

کوه های مینیاتوری ــ چابهار
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 نمودار تابع درجة  2 

درس4

فعالیت

برایبرگزارییکجلســه،باکنارهمقراردادنتعدادیمیزبــهصورتمربعهایی1*1،یکمیز
مســتطیلشــکلبهمحیطثابت٢٠تهیهمیکنیم.اندازهٔضلعیراکهصندلیرئیسجلسهدرآنقرار
میگیردباxواندازهٔضلعدیگرراباyنشانمیدهیمهمچنینمساحتمستطیلراباsنشانمیدهیم.

الف( جدولزیرراکاملکنید.

٩6٢١x
7٨٩y

١6٢٤٩s
)١ ,   ٨6()١ ,   ٢()٢٥ ,   ٥6()٩ ,   ١()x ,   s(

www.konkur.in

forum.konkur.in



78

ب(اگرهرزوجمرتب)x,s(رایکنقطهفرضکنیم،ایننقاطرادردستگاهمختصاتمحورهایزیر
مشخصکنید.

فعالیت
یکشــرکتنقاشــیســاختمانیقیمتیراکهبرایرنگآمیزیروزانهٔهرمترمربــعازدیواربیرونییک
کارخانهتعیینمیکند،مبلغx-1200توماناست.xمیزانرنگآمیزیروزانهٔگروهبرحسبمترمربعاست.
هزینهٔرفتوآمدوصرفغذایگروهبهطورثابتروزانه30000تومانوهمچنینمترمربعی200تومانهزینهٔ

لوازممصرفیبرعهدهگروهاست.

s

x

28
27
26
25
24
23
22
21
20
19
18
17
16
15
14
13
12
11
10

9
8
7
6
5
4
3
2
1
12345678910111213
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الف( قیمتپرداختیشرکتبرایهرمترمربعرنگآمیزیبهازایx=200)200مترکاردریکروز(
وx=300چقدراست؟

ب(هزینهٔگروهدریکروزبهازایx=200وx=300چقدراست؟

پ(اگرتابعسودگروهراباPنشاندهیم)P)300(،P)200(،P)100(،P)20رامحاسبهکنید.
P)20(=20*)1200-20(-)30000+20*200(=-10400 
P)100(= 
P)200(= 
P)300(= 

ت( حاصل)P)xرابهدستآوریدوآنراسادهکنید.

ث(جدولزیررابرای)P)xبهازایمقادیرمختلفxکاملکنید.

90080070060050040030020010020x

60000-10400  P)x(

ج(نقاطبهدســتآمدهازجدولقسمتقبلرادریکدســتگاهدومحورعمودبرهممشخصکنید.
نقاطحاصلرابههموصلکنید.

چ( چرابعضیازنقاط،پایینترازمحورافقیقرارمیگیرند؟آیاهرچهمتراژبیشتریرنگآمیزیشود،
گروهسودبیشتریکسبمیکند؟

200000

150000

100000

50000

50 400200 600 800100 500300 700 9001000
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    رسم نمودار تابع درجه دوم   
معادلــهٔتابــعدرجــهٔدومدرحالتکلیبهصــورتbx+c+y=ax٢اســتکهدرآن٠≠aمیباشــد.

اســتکهبهآنســهمیمیگوییم.درســهمیبهمعادله یا نمــودارآنبــهیکیازدوصورت

رأسسهمیاست.خطیکهازرأسسهمیبهموازاتمحور bx
a

= −
2 

bx+c+y=ax٢نقطهایبهطول

عرضهارسممیشود،محورتقارنسهمیاست.
خواهدبود.دراینحالتسهمیدر -اگردرمعادلهٔسهمیa<0باشد،شکلسهمیبهصورت

نقطهرأسخوددارایکمترینمقداراست.
خواهدبود.دراینحالتسهمی -اگردرمعادلهٔســهمیa>0باشــد،شکلسهمیبهصورت

درنقطهرأسخوددارایبیشترینمقداراست.

فعالیت
ابتداجدولزیرراکاملکنید؛سپسبهکمکآننمودارتابعباضابطهf)x(=x2رارسمکنید.

x … -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 …

y … 9 0 …
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کار در کلاس 

جدول زیر را کامل کنید و به کمک آن نمودار تابع با ضابطهٔ  f(x)  =  4-  x2 را رسم کنید.

x … -4 -3 -2 -1 0 1 3 4 …

y … 9 0 …

کار در کلاس 

نقاط رأس سهمی هایی را که معادله های آنها  داده شده است، مشخص کنید.
                                                      y  = x2  )الف

       y  = 4- x2      )ب
                                      y  =2 x2-4x+1            )پ

y  =2 (x-1)2+1             )ت
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کار در کلاس 

الف(  رأس ســهمی  به معادلهٔ  y  =2 (x-1)2+1 را مشــخص کنید به کمک آن نمودار سهمی را رسم 
کنید. 

را رســم  y (x )= − + +21
2 5

2  
ب( جدول زیر را کامل کنید و به کمک آن نمودار ســهمی به معادلهٔ  

کنید. 

x … -5 -4 -3 -2 -١ 0 1 …

y … 0 …

www.konkur.in

forum.konkur.in



83

کار در کلاس 

1. نمودار توابع درجهٔ  دوم y  =  -x2+6x - 10  و y  =  2x2+4x + 1 را رسم کنید.

2. نمودار توابع y  =  -x2+6x - 10  و y  =  x2+4x - 2 را رسم کنید و در ادامه، مختصات برخورد این دو 
خم را مشخص کنید.
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تمرین

1. نمودار سهمی های به معادله های   y  =  x2-2x  و  2  +1(١-x)-  =  y وy  =  x2+4x  +1 را رسم کنید.
y و تابع هزینه به  صورت  y  = 18 x  +40       باشــد، ماکســیمم  x x= − +21

30
2

2. اگر تابع درآمد به صورت 
مقدار سود را مشخص کنید.

3. محیط مستطیلی 26 متر است. اگر اندازهٔ  یکی از اضلاع  آن را با  x و مساحت آن را با s نشان دهیم، ابتدا 
 نمودار تابع مساحت را بر حسب x رسم کنید. سپس به کمک نمودار  مشخص کنید به ازای چه مقداری 

از x مساحت مستطیل ماکسیمم می شود.
4. اگر 2x + a = 100 باشد x و a را طوری بیابید که  y  = x a ماکسیمم شود.

5. در یک تولیدی، نوعی لامپ، برای مصارف پزشــکی تولید می شــود.این تولیدی هریک از لامپ ها را 
 می تواند به قیمت 200 تومان بفروشد. اگر در هر روز x واحد لامپ تولید کند و بفروشد و تابع هزینهٔ  آن برابر

 c (x) = x2  + 40x  +  100 باشد:
الف( تابع سود روزانه این تولیدی را بنویسید.  

ب( چند لامپ در روز تولید کند تا بیشترین سود را داشته باشد؟
پ( بیشترین سود روزانهٔ  این کارگاه چقدر است؟

خواندنی 
در روز 31 خــرداد، محور زمین 
در  قطب شمال  بیشترین انحراف  به سمت  
خورشــید را دارد. در این روز،  خورشید 
در هنگاه ظهر در بالا ترین  زاویۀ ممکن در 
آن محل  قرار دارد. دقت کنید که روز 31 
خرداد  طولانی ترین  روز ســال در نیم کره 
شمالی است. اما  در عرض های بالاتر،  این 
زمان  بیشتر است.  به عبارت  دیگر  هر چه  
به خط استوا  نزدیک شویم،  طول روز  در  
31 خرداد عددی کوچک تر و هرچه  از خط 
استوا دور شویم عدد بزرگ تری می باشد. 
نمودار مقابل  نشــان می دهد که طول روز 
در ایــران  در ایام خرداد مــاه و تیرماه در 

شهرهای ایران  چه اختلافی با هم دارند.
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چهارم
درس١

درس2

گرد آوری داده ها 

 معیارهای گرایش به مرکز

معیارهای پراکندگی درس3

کار      با داده های آماری
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 گرد آوری داده ها 

فعالیت
می خواهیم وزن ماهی های یک حوضچهٔ  پرورش ماهی را به منظور فروش آنها تخمین بزنیم. 

ابتدا از قسمت عمیق و در مرحلهٔ  بعد، از قسمت کم عمق 5 ماهی صید می کنیم.

کل ماهی های حوضچه

انتخاب 5 ماهی از قسمت عمیق

انتخاب 5 ماهی از قسمت کم عمق

1. آیــا انتخاب 5 ماهی از قســمت عمیق، تخمین خوبی از وزن ماهی هــای حوضچه به ما می دهد؟ یعنی آیا 
می توان برای فروش آنها اعلام آمادگی کرد؟

2. به نظر شما کدام تخمین بیش از مقدار واقعی است و کدام  یک کمتر از مقدار واقعی؟
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خواندنی

از قدیم گفته اند که 
مشت نمونه خروار است، 
ولی نه هر مشتی. چرا؟ 

اگر نمونه تصادفی 
انتخاب شود 
آنگاه نمونه 

معرف جامعه 
خواهد بود.

3. اگر شما امکان صید 5 ماهی   داشتید، چگونه آنها را انتخاب می کردید تا منجر به تخمین بهتری از وزن ماهی های 
حوضچه می شــد؟ فرض کنید ماهی ها، همانند شکل در حوضچه پخش  شــده اند و تحرک زیادی ندارند.

 4. اگــر از نحوهٔ  پخش شــدن ماهی ها اطلاعی نداشــتیم،  بهتــر بود 5    ماهی  را چگونــه انتخاب می کردیم؟ 
آیا انتخاب تصادفی چند بخش از حوضچه (مثلاً زمانی که آن را شــطرنجی کرده ایم)  به ما کمک می کند 

ماهی های انتخابی معرف بهتری  از کل ماهی ها باشند؟  

داده ها واقعیت هایی دربارهٔ  یک چیزاند که در محاسبه، استنباط، یا برنامه ریزی به  کار می روند.
واحد آماری به هر یک از افراد یا چیزهایی می گویند که داده های مربوط به آنها در یک بررسی 

آماری گردآوری می شود.
مجموعهٔ  کلّ واحدهای آماری را جامعۀ آماری می نامند.

هر زیرمجموعهٔ از جامعهٔ آماری را که با روش مشخصی انتخاب شده باشد، یک نمونه می نامند.
 نمونه ای را كه در آن، همهٔ اعضای جامعه، شــانس انتخاب یکســان در نمونه را داشــته باشــند 

نمونۀ تصادفی می نامند.

در مثال حوضچهٔ  ماهی، هر ماهی درون حوضچه یک واحد آماری اســت. به کل ماهی های حوضچه که 
عبارت اســت از مجموعهٔ  همهٔ  واحدهای آماری جامعه گفته می شــود. اگر وزن تک تک ماهی ها را در اختیار 
داشته  باشیم داده های جامعه را داریم. وزن نمونهٔ  5 ماهی از قسمت کم عمق معرف داده های یک نمونه پنج تایی 
اســت. اگر 5 ماهی با یک روش  تصادفی از حوضچه اســتخراج شــود، عملاً یک نمونهٔ  تصادفی 5 تایی از 

حوضچه در اختیار داریم.

تفــاوت زیادی بین عدد در ریاضــی و داده در آمار وجود دارد. به 
عبــارت دیگر  عدد 50 یک مفهوم در ریاضی دارد و داده ای که مقدار 

آن 50 اســت، علاوه بر مقــدار آن حاوی اطلاعات زیادی اســت. 
به عنــوان مثال این داده می تواند متوســط تلفــات روزانهٔ  جاده های 

کشور در یکی از سال های اخیر باشد.
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فعالیت
می خواهیــم طــول قد دانش آموزان یک مدرســه را گردآوری کنیم. برای این منظور چه راهی پیشــنهاد 

می کنید؟

آمارگیری:  گردآوری داده ها به یکی از روش های ممکن

آمارگیر: کسی که آمارگیری را انجام می دهد.  

اگر قرار شد آمارگیر باشیم، می توانیم جدولی به صورت زیر تکمیل کنیم.

مثالی از جدول طراحی شده برای ثبت داده ها

تعداد دانش آموزانچوب خط برای شمارشاندازه طول قد

کوتاه تر از 140 سانتی متر

 149-140سانتی متر

 159-150سانتی متر

169-160 سانتی متر

170 سانتی متر یا بلندتر

 
چگونــه مطمئن می شــوید که دانش آموزی از قلم نیفتاده اســت؟ چه راهکاری برای این منظور پیشــنهاد 

می کنید؟
آمارگیری زحمت زیادی برای آمارگیر دارد. آیا راه حل ساده تری برای انجام آن دارید؟  یکی از مرسوم ترین 
روش های آمارگیری، اســتفاده از پرســش نامه است. پرســش نامه شبیه همان جدولی اســت که هنگام ثبت نام 
 در مدرســه، شــما یا والدین، آن را تکمیل کرده اید. پرســش نامه را می توانند واحدهای جامعه یا نمونه تکمیل 

کنند.  
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مثالی از پرسش نامۀ طراحی شده

سلام، می خواهیم طول قد دانش آموزان مدرسه را آمارگیری کنیم.
 لطفاً یکی از گزینه ها را انتخاب کنید.

طول قد شما چقدر است؟

کوتاه تر از 140 سانتی متر                               

149-140 سانتی متر                                       

 159-150سانتی متر                                       

 169-160سانتی متر                                       

170 سانتی متر یا بلندتر                                        

برای به انجام رساندن یک آمارگیری 
باید پاسخ سؤال های زیر را بدانید:

1. می خواهید چه چیزی پیدا کنید؟ چرا؟
2. چه داده هایی را باید گرد  آوری کنید؟ چگونه تصمیم می گیرید؟

3. کدام راه، بهترین راه گرد  آوری داده ها است؟ چرا؟ آیا به  ابزار خاصی نیاز دارید؟
4. به چه مقدار داده نیاز دارید؟ چگونه تصمیم می گیرید؟

5. داده های شما باید چقدر دقت داشته باشند؟ چرا؟
6. داده هایتان را چگونه ثبت می کنید؟ چرا این روش را انتخاب کرده اید؟ 

۷. داده ها را چگونه ارائه می کنید؟ چرا؟
8. آیا داده ها از الگوی خاصی پیروی می کنند؟ داده ها بیانگر چه هستند؟

9. چه نتیجه گیری یا پیشگویی خاصی می توانید از داده ها ارائه کنید؟
10. آیا نتایج، با آنچه انتظار داشتید، تطبیق دارد؟

11. چگونه نتایج کار را ارائه می کنید؟ برای چه کسانی ارائه می کنید؟
12. با توجه به نتایج به  دســت آمده، آیا می توانید ســؤالات دیگری را نیز  بررســی کنید، به نظر شما در 

مرحلهٔ  گردآوری داده، به کدام یک از سؤالات فوق باید پاسخ داده شود؟

خواندنی 
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کار در کلاس 

1. چه راه دیگری برای آمارگیری طول قد دانش آموزان یک مدرسه پیشنهاد می کنید؟
2. فرض کنید زمان لازم را برای گردآوری تمامی داده های دانش آموزان در اختیار نداشــته باشــید. اگر 
بخواهیم  نمونه ای را انتخاب  و آمارگیری کنیم، چه راهی پیشــنهاد می کنید که نمونه به  صورت تصادفی 

انتخاب شود؟

روش های گردآوری داده ها 

  مشاهده                          مصاحبه                                پرسش نامه                      دادگان ها

1. مشــاهده:  گردآوری داده ها بدون نیاز به فرد پاسخ گو، مانند شــمارش تعداد وسایل نقلیهٔ  عبوری از 
یک تقاطع در هر ساعت یا اندازه گیری وزن محصولات یک باغ میوه. 
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2. پرســش نامه: مجموعهٔ   سؤالات از پیش 
تعیین شده که توسط تعدادی پاسخ دهنده تکمیل 
می شــود. این روش مرســوم ترین ابزار گرفتن 
اطلاعــات از مردم اســت.  مرکز آمــار ایران 
هر 10 ســال یک بار با اســتفاده از پرسش نامه 
اطلاعات تمامی خانوارهای ساکن در ایران را 

جمع آوری می کند. به این فرایند، سرشماری نفوس و مسکن می گوییم. 

3. مصاحبــه:  معمــولاً بیــن دو نفر صورت 
می گیرد، یکــی مصاحبه گر (همــان آمارگیر) و 
دیگری مصاحبه شــونده یا پاسخ گو است. مثلاً 
اگر بخواهیــم دربارهٔ  مســائل فرهنگی کاهش 
شــدآمد  (ترافیک) پژوهش کنیــم، مصاحبه از 
صاحب نظران راه حل مناسبی برای گردآوری 
داده هاســت. این روش بیشــتر زمانی استفاده 

می شود که آمارگیر اطلاع کافی از تمامی پاسخ های ممکن را ندارد.

4. دادگان ها: شــامل مجموعه ای از اطلاعات ذخیره شــده اند. در بسیاری از موارد، داده ها را می توان از 
اطلاعاتی که قبلاً ذخیره  شــده اند، به دست آورد. اگر قرار اســت تحقیقی در مورد نمره های دروس ریاضی 
اســتان ها انجام شــود، اطلاعات ثبتی اداره کل آموزش   و   پرورش راه گشا خواهد بود. از سوی دیگر به دلیل 
تولید داده ها به   صورت خودکار، در بســیاری از مؤسسات و سامانه ها، استفاده از این روش برای گردآوری 

داده ها به   سرعت رواج یافته است.

تمرین

کدام روش جمع آوری داده ها برای موارد زیر مناسب است؟ یک دلیل برای انتخاب خود ذکر کنید.

1. میزان رضایت مشتریان بانک از نحوهٔ  برخورد  و رسیدگی به درخواست های آنها .
2.   سن همهٔ  دانش آموزان مدرسه بر حسب ماه در پایهٔ  دهم.

3. تعداد سرنشینان خودروهای سواری در یکی از محور های خروجی شهر.

آمار، تصویر دیروز،
 آیینهٔ امروز، دورنمای فردا

***
آمار، سنجش گذشته؛ 

شناخت حال؛ 
درک آینده 

شعارهای برترِ 
سال جهانی آمار
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خواندنی 

کار در کلاس 

 الف( کدام روش برای جمع آوری هر یک از داده ها مناسب است؟ 
1. تعداد قلم های هر دانش آموز در یک کلاس.

2.  ساعات خواب دانش آموزان کلاس درس شما در شب گذشته.
3. طول قد دانش آموزان یک کلاس. 

ب (  می خواهیم طول قد دانش آموزان یک کلاس یا مدرســه را به یکی از سه روش  زیر آمارگیری کنیم. 
هریک از این روش ها محدودیت هایی دارند. چگونه می توان این محدودیت ها را از بین ببرد؟

پرسش نامه: اگر تعداد واحدهای نمونه زیاد باشد، این روش زمان بر است.
مشاهده: اگر به دقت زیادی نیاز داریم، مناسب نیست.

دادگان ها: همیشه اطلاعات ثبتی را در اختیار آمارگیر قرار نمی دهند.

آمارگیری را می توان به روش هایی بســیار ســریع تر یا کم هزینه تر مانند 
آمارگیری پستی ، تلفنی، اینترنتی یا پیامکی انجام داد. همچنین  می توان 
با ابزاری نظیر گوگل فُرم یک پرسش نامه طراحی کرد، و آن را به نشانی 

نمونه انتخابی ارسال کرد و نتایج را از گوگل فرم بازیابی کنیم. 

فعالیت

قرار اســت دربارهٔ  افرادی که از کوه دنا بالا رفته اند، پژوهشــی آماری انجام دهیم. واحد های آماری این 
پژوهش، همهٔ افرادی هستند که توانسته اند به قلهّ برسند. هدف از این پژوهش می تواند فرهنگی یا علمی باشد. 
بسته به نوع پژوهش، یک یا چند ویژگی این افراد (مانند طول قد یا جنسیت) موردنیاز است. به هریک از این 
ویژگی ها که مورد پژوهش قرار می گیرد متغیّر می گویند. سایر متغیّرها می توانند مواردی مانند: سن، وزن، ملیت، 
میزان تحصیلات و درآمد باشــند. متغیّرهای مورد بررســی در یک پژوهش ممکن اســت کمی یا کیفی باشند. 
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متغیّر: هر ویژگی از اشخاص یا اشیا که قرار است بررسی شود. 
متغیّر کمّی: متغیّرهایی هســتند که مقادیر عددی می گیرند و برای آنها عملیات ریاضی 

از قبیل جمع، تفریق و معدل گیری قابل انجام است.
متغیّر کیفی: متغیّرهایی هســتند که صرفاً برای دسته بندی افراد یا اشیا  در گروه ها به کار 

می روند و لزوماً مقدار عددی نمی گیرند.

در مثــال کوهنوردان دنا، ســن، وزن، قد و درآمد یک کوهنورد متغیّرهای کمّی هســتند. متغیّرهای کیفی 
معمولاً از نوع مشاهدات غیر عددی اند و در مثال کوه نوردان دنا ، جنسیت و ملیت را در بر می گیرند. به عنوان 

مثال جنسیت برای دسته بندی افراد به مرد و زن استفاده می شود.
 پارامتر جامعه:  یک مشــخصهٔ  عددی است که توصیف کنندهٔ  جنبه ای خاص از جامعه است و در صورتی 
که داده های کل جامعه در اختیار باشــند قابل محاسبه است. مثلاً اگر داده های مربوط به تک تک کوهنوردان 
را داشــته باشیم، یعنی به داده های جامعه دسترسی داریم. نسبت مردان در کل جامعهٔ  کوهنوردان، معرف یک 

پارامتر است. 
 اگر داده های بعضی از کوهنوردان را داشته باشیم؛ یعنی داده های نمونه را در اختیار داریم. نسبت مردانِ 
کوهنــورد به این داده های نمونــه ای را، آماره (مقدار آماره) گویند. آماره    ها از یــک نمونه به نمونه دیگر تغییر 

می کنند؛ این در حالی است که پارامترهای جامعه همیشه ثابت اند، چرا؟
 در بســیاری از موارد، آمارگیری از کل جامعه امکان پذیر نیســت. بنابراین علی رغم اینکه پارامتر دارای 
مقدار ثابتی است، این مقدار مجهول است و به همین دلیل از آماره ها برای تخمین پارامترها استفاده می کنند.

 آماره نمونه:   مشــخصه ای عددی که توصیف کننــدهٔ جنبه ای خاص از نمونه اســت و از داده های نمونه 
به  دست می آید. 

مثال: ادارهٔ  کشــاورزی استان خوزســتان در حال ارزیابی هندوانه های آمادهٔ  برداشت است. در این  بررسی، 
هندوانه ها همان واحدهای آماری هســتند. اگر پژوهشگران وزن هندوانه ها را مورد بررسی قرار دهند، متغیّر، 
»وزن« آنهاست. وزن یک متغیّر کمّی است، زیرا با مقادیر عددی ارائه می شود. اگر وزن تک تک هندوانه های 
این زمین بررســی شــود، سرشــماری از جامعه انجام داده ایم (که امکان  پذیر نیســت). متوســط وزنِ تمامی 

هندوانه های قابل برداشت در این زمین، »پارامتر« است.
حال فرض کنیم پژوهشگران تصمیم دارند بر اساس معیار »مزه« هندوانه ها را مورد بررسی قرار دهند. در این 
حالت مزۀ هندوانه ها را می توان به سه دسته تقسیم کرد: بد، قابل  قبول و خوب. حال که می خواهیم مزۀ هندوانه ها را 
امتحان کنیم، مطالعه به بخشی از کل هندوانه ها محدود می شود. در اینجا متغیّر »مزه« متغیّری کیفی است. از آنجا  
که نمی توانیم تمام هندوانه ها را مزه مزه کنیم، تنها بخشی از هندوانه ها مورد مطالعه قرار می گیرند؛ پس باید »نمونه« 

بگیریم. نسبت هندوانه های با مزۀ »خوب« در نمونه، یک »آماره« است.

محدودیت های سر شماری 
عبارت است  از:

1. هزینه زیاد
2. زمان بر بودن

3. خطای بـیشتر در 
گردآوری داده ها

4. امکان استـفاده در 
بررسی های مخرب 
(واحدهای انتخاب 

شده را از بین 
می برند) ندارد.
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یک شبکهٔ  تلویزیونی می خواهد نسبت دارندگان تلویزیون در شیراز را، که برنامهٔ جدید این شبکه را حداقل 
یک بار در هفته تماشا می کنند، بداند. بدین منظور یک گروه 1000 نفری از دارندگان تلویزیون را در این شهر 

بررسی می کند.
الف( داده ها و متغیّرهایی را که   بررسی می شوند، مشخص کنید.  

جواب: داده ها اطلاعات گروه 1000 نفری دارندگان تلویزیون در شــیرازند، و متغیّر، تماشای تلویزیون 
است که پاسخ آن »تماشا می کند« یا »تماشا نمی کند« افراد مورد بررسی است.

ب(     آیا این داده ها یک نمونه اند؟ جامعهٔ  آماری کدام است؟
پ(    متغیّر کمّی است یا کیفی؟

ت(    چند متغیّر کمّی را که ممکن است در اینجا جالب باشد، مشخص کنید.
جواب: سن، درآمد، ....

ث(   نسبت افرادی در نمونه که برنامهٔ  جدید را تماشا می کنند، آماره است یا پارامتر؟ (تعداد اعضای مورد نظر 
تقسیم بر تعداد  کل اعضای یک مجموعه را نسبت می گوییم.)

     مقیاس های اندازه گیری   
 داده ها را به دو گروه کمّی و کیفی تقسیم کردیم. از نگاهی دیگر، می توان متغیّرهای داده ها را در چهار مقیاس 
اندازه گیری دسته بندی کرد. اندازه گیری در تعریف به معنی ایجاد تفکیک بین افراد یا اشیا است. دو نوزاد دوقلو 
را نام گذاری می کنیم تا آنها را تفکیک کنیم، در واقع اندازه گیری کرده ایم. بسته به  دقتی که این اندازه گیری صورت 
می گیرد آن  را به چهار مقیاس اسمی، ترتیبی، فاصله ای و نسبتی تقسیم می کنیم. هدف بررسی این مقیاس ها بیانگر 

نوع محاسبه ای است که برای این داده ها مناسب است؛ نظیر: ترتیب، محاسبه اختلاف و نسبت گرفتن. 

نســبتی: این مقیــاس برای 
داده هایی است که قابل مرتب 
کــردن هســتند، اختلاف بین 
مقادیر داده ها، و نسبت مقادیر 
داده ها نیز بامعنا است. اغلب 
نمره،  متغیّرهای فیزیکی مانند 
و  دانش آمــوزان  قــد  و  وزن 
متغیّرهایــی که بــا واژه تعداد 
شروع می شوند در این مقیاس 
در  می شــوند.  اندازه گیــری 
این مقیاس صفر به معنی نبود 

ویژگی در فرد یا شیء است.

فاصله ای: این مقیاس به دلیل استفاده از لوازم یا 
قواعد دقیق اندازه گیری ویژگی افراد یا اشیا  به دقت 
اندازه گیری می شود. به بیان دیگر مقیاس فاصله ای 
برای داده هایی اســت که قابل مرتب کردن هستند 
و همچنین، اختلاف بین مقادیر داده ها بامعناست. 
مانند درجه حرارت در شهرهای مختلف برحسب 
سلســیوس. مقادیری که به دو نفر یا دو شیء داده 
می شود صرفاً بیانگر فاصله بین آنها ست. درنتیجه 
صفر در این مقیاس قراردادی اســت.  مثلاً اگر 
دمای بوشــهر 20 و تهران 10 درجه سلســیوس 
باشــد نمی توان گفت دمای تهران دو برابر بوشهر 

است ولی اختلاف دما 10 می باشد.

ترتیبی: ایــن مقیاس با اســتفاده از 
الفاظ،  ضمن ایجاد تفکیک بین افراد 
و اشــیا، ارجحیت نیز قائل می شود. 
مقیاس ترتیبی برای متغیّرهایی است که 
قابل مرتب کردن هستند؛ در عین حال 
محاسبه اختلاف بین مقادیر داده ها،  یا 
امکان پذیر نیست و یا بی معناست، مانند 
رتبه دانش آموزان در یک کلاس. اگر 
رتبه های اول تا سوم معدل 19، 18، 16 
کسب کرده باشند رتبه1، 2، 3 می دهیم 
و توجه نمی کنیم که اختلاف نمرات آنها 

چقدر است.

اســمی: این مقیاس برای 
اســت که شامل  متغیّرهایی 
نام ها، برچســب ها و گروه ها 
می شــود. در اینجــا هیــچ 
معیاری که با آن بتوان داده ها 
را از کوچــک بــه بــزرگ 
مرتب کــرد وجود نــدارد. 
مانند گروه خونی انسان ها و 
شماره دانش آموزی. کدهای 
عددی در این مقیاس به  واقع 
عدد نیستند بلکه صرفاً برای 

گروه  بندی به کار می رود.
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اگر فقط یک متغیّر از داده ها اندازه گیری شــده باشد، به جای ذکر »مقیاس متغیّر« از واژهٔ  »مقیاس داده ها«  
استفاده می کنند. 

متغیّرها

کمّیکیفی

نسبتیفاصله ایترتیبیاسمی

کار در کلاس 
نوع متغیّر داده های زیر را مشخص کنید:

الف( محسن، محمود، محمد و میثم همگی اسامی مذکر هستند.
ب( در یک دبیرستان 319 دانش آموز فارغ التحصیل وجود دارد. احمد رتبهٔ  بیست و پنجم، رضا رتبهٔ  
نوزدهم، صادق رتبهٔ  دهم و جواد رتبهٔ  چهارم را کسب کرده است و می دانیم که رتبهٔ  یک، بالاترین است.

پ( دمای بدن ماهی های قزل آلای رودخانه هراز (برحسب درجه سلسیوس).
ت( طول ماهی های قزل آلا در رودخانه هراز.

تمرین 
داده های زیر مربوط به یک نمایندهٔ  مجلس است. در هریک از سؤالات زیر نوع داده ها را مشخص کنید.

الف( نام نماینده حسین ایرانی است.
ب( این نماینده 58 سال سن دارد.

پ( سال هایی که این نماینده در مجلس انتخاب  شده است، 1386، 1390 و 1394 است.
ت( مجموع حقوق این نماینده در سال گذشته 600.000.000 ریال بوده است.

ث( این نماینده در حال بررسی لایحهٔ  پیشنهادیِ حفاظت از منابع آبی کشور است. گزینه های موردنظر: 
حمایت کامل، حمایت، بی طرف، مخالف و کاملاً مخالف است.

ج( وضعیت تأهل این نماینده: متأهل
چ( می گوینــد این نماینده در رأی گیری لایحهٔ  مرتبط با آموزش عمومی، هفتمین نفری اســت که از آن 

حمایت کرده است.

نوع متغیّر

مقیاس اندازه گیری

بهترین برنامه ریزی 
مستلزم بهترین آمار

***
با آمار بهتر بفهمیم، 
بهتر تصمیم بگیریم

شعارهای برترِ 
سال جهانی آمار
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     آمار چیست؟   
علوم تجربی نظیر کشاورزی و پزشکی نیازهای اساسی بشر را رفع می کنند. در این علوم یقین کامل برای 
حل مسئله وجود ندارد، بسیار کاربردی اند و مورد استفاده قرار می گیرد. یک پزشک معمولاً به صورت دقیق 
بیماری را تشخیص نمی دهد و داروی بیماری نیز به همین وضع دچار است. ولی پزشک بر اساس تجربه حکم 
بــه بیماری می دهــد و دارو تجویز می کند و در اکثر مواقع نیز نتیجه می گیرد. از ســوی دیگر در علوم ریاضی 

روابط به   صورت صد   درصد حاکم هستند و هیچ شک و شبهه ای به آن راه ندارد.
وجود رابطه بین برخی پدیده ها در علوم تجربی باعث کشف حقایقی است که موجب پیشرفت آنها می شود. 
معمولاً روابــط حاکم بر علوم تجربی را نمی توان به صورت ریاضی بیان کرد. علم آمار راهی  برای بیان ریاضی 

چنین پدیده هایی است.

فعالیت

به نظر شــما یک شــهروند در زندگی روزمرهٔ  خود از اطلاعات بیان شــده در دو مثال زیر، چه استفاده ای 
می کند؟ این اطلاعات در رسانه ها منتشر شده اند؟ 

ëسلامت
     بیشترین آسیب دیدگی در منازل، افتادن یا زمین خوردن است.

     پنج درصد افراد به واکسن آنفولانزا واکنش شدید نشان می دهند.
    افراد سیگاری دو برابر دیگران در معرض سرطان قرار دارند. 

     مصرف روزانهٔ  5 نوع میوه و سبزی بیشتر ویتامین های موردنیاز بدن را تأمین می کند.  
 ëحمل  و نقل

    اولین دلیل تماس با امداد خودرو فراموش کردن کلید داخل خودرو است.
    بیشــتر راننده های مرد و زن یک کشــور خارجی، در پشــت چراغ قرمز به ترتیب با بینی خود کلنجار 

می روند و در آینه نگاه می کنند.
 راندن بین خطوط راهنمایی در اتوبان ها باعث کاهش 30 درصدی شدآمد می شود. 

     متوسط تعداد کشته های تصادفات حدود 50 نفر در روز اعلام شده است.  
چگونه این اطلاعات را به دســت آورده اند؟ آیا تعریف دقیق کلمات پررنگ شده را حدس می زنید؟ جامعه، 

و پارامتر  یا نمونه و آماره را در هریک از مثال ها مشخص کنید. 
تصمیم گیری یکی از مهم ترین جنبه های زندگی ماست. ما بر اساس اطلاعاتمان و ارزش هایمان تصمیم گیری 
می کنیم. روش های آماری برای بررسی این اطلاعات به ما کمک می کنند. به علاوه، آمار در شرایطی که با عدم 
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قطعیــت در تصمیم گیری رو به روییم، هــم به یاری ما می آید. چگونه به اطلاعات گزارش شــده در فعالیت  قبل  
دســت یافته اند؟ به عنوان مثال، اگر درصدد برآورد نســبت افرادی هســتیم که به واکسن آنفلوآنزا واکنش شدید 
نشــان می دهند، بدون تزریق بر روی همهٔ  افرادی که مایل به انجام آن هســتند، آمار روش های مناسبی را پیش 
رویمان می گذارد. روش های آماری ما را قادر می ســازند تا با نگاه کردن به اطلاعات به دست آمده از مجموعهٔ  
کوچکــی از افراد یا اقــلام،  برای گروه های بزرگ تری از این افراد یا اقلام تصمیم گیری کنیم. شــیوهٔ  تحلیل 

داده ها، در کنار قواعد استنباطی، موضوعات اصلی مطالعات آماری را تشکیل می دهند.

به مطالعهٔ  نحوه گردآوری، سازمان دهی، تحلیل و تفسیر داده ها برای  استخراج 
اطلاعات و تصمیم گیری، آمار گفته می شود.

گفتنی است که روش های آماری به تنهایی نمی توانند معجزه کنند؛ این روش ها می توانند به ما کمک کنند تا 
تصمیم هایی بگیریم؛ اما نه هر تصمیمی. به یاد داشته باشید که حتی یک روش آماری مناسب، نمی تواند دقیق تر 
یا صحیح تر از داده ها و حقایق اصلی باشــد. در نهایت، نتایج آماری باید توسط فردی که نه تنها روش ها، بلکه 

موضوع مورد بحث را کامل درک کرده باشد، تفسیر شود. 

تمرین

1. فرق بین  داده و متغیّر چیست؟
2. داده های در سطح اسمی،  کمّی هستند یا کیفی؟

3. فرق بین آماره و پارامتر چیست؟
4. در یک جامعه آماری ، آیا ممکن اســت که یک پارامتر تغییر کند؟ اگر ســه نمونه با اندازهٔ  یکسان از یک 

جامعه داشته باشیم، آیا می توان سه مقدار متفاوت از یک آماره به دست آورد؟ 
5. در یک مطالعه از 1261 مشتری غذاخوری های گیاه خوار، سؤال شده است که برای کدام وعدهٔ  غذایی 

(ناهار یا شام) غذا سفارش داده اند؟
الف( متغیّر را مشخص کنید.

ب( این متغیّر کمّی است یا کیفی؟
پ( جامعهٔ  آماری در اینجا چیست؟

آمار، جهت نمای 
توسعهٔ پایدار

***
آمار، راهنمای ما 
در تصمیم گیری

 و برنامه ریزی صحیح

شعارهای برترِ 
سال جهانی آمار
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6. موضوعات زیر مرتبط اســت. متغیّرهای آنها را در چهار مقیاس: اســمی، ترتیبی، فاصله ای و نســبتی 
دسته بندی کنید.

الف( مدت زمان پاسخ گویی به سؤالات یک امتحان
ب( زمان اولین کلاس

پ( رشتهٔ  تحصیلی
ت( مقیاس ارزیابی تحصیلی: ضعیف، معمولی و خوب

ث( نمرهٔ آخرین آزمون (از 100 امتیاز)
ج( سن دانش آموز

خواندنی 
روزی لقمان در کنار چشــمه ای نشســته بود. مــردی که از آنجا 
می گذشت از لقمان پرسید: چند ســاعت دیگر به ده بعدی خواهم رسید. 
لقمان گفت: راه برو، آن مرد پنداشت که لقمان نشنیده است. دوباره سؤال کرد: مگر نشنیدی؟ 
پرســیدم: چند ساعت دیگر به ده بعدی خواهم رســید؟ لقمان گفت: راه برو، آن مرد پنداشت که لقمان 
دیوانه اســت. برای همین راه خود را گرفت و رفت. زمانی که چند قدمی راه رفت، لقمان به بانگ بلند 
گفت: ای مرد، یک ســاعت دیگر بدان ده خواهی رســید. مرد گفت : چــرا اول نگفتی؟ لقمان گفت: 
چون راه رفتن تو را ندیده بودم، نمی دانستم تند می روی یا کند. حالا که دیدم دانستم که تو یک ساعت 
دیگر به ده خواهی رســید.در این داســتان ســاده و قدیمی تمام اصول آماری رعایت شده است. چرا؟
نکتهٔ  ظریف این داســتان این است که لقمان فقط می گوید، راه برو و توضیح دیگری نمی دهد. لقمان 
نمی گوید که می خواهم راه رفتن تو را ببینم تا از روی آن بگویم چه مدت طول می کشــد تا به ده برســی، 
زیرا لقمان فکر می کند این اطلاع ممکن اســت در راه رفتن آن مرد اثر بگذارد و در نتیجه ســرعتی که 
لقمان تخمین می زند، ســرعت واقعی راه رفتن آن فرد نباشد و در نتیجه زمانی را که تخمین خواهد زد ، 

مدت زمان دقیقی نباشد.

لقمان و مرد پیاده
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درس2

 

فعالیت
امســال خیرین مدرســه چقدر به مدرسه کمک می کنند؟ مدیر مدرسه بر اســاس اطلاعات سال های گذشتهٔ  
خود می گوید: معمولاً خیرین، به طور متوسط، 10 درصد درآمد سالانه خود را به این امر اختصاص می دهند. 
فرض کنید درآمد ماهیانهٔ   حضار در انجمن خیریهٔ   این دبیرستان در سال جاری به ترتیب حروف الفبا به صورت 

زیر باشد:

درآمد )میلیون ریال(
آرماناحمدجوانهحسنارسولسبحاننجمیه

40122832302225

پس برای پاسخ به سؤال طرح  شده باید میانگین این اعداد را محاسبه کنیم. میانگین 
همان چیزی اســت که ما به  آن معدل می گوییم. برای محاســبهٔ   آن شما تمامی درآمدها 
را باهم جمع و بر تعداد افراد حاضر تقســیم می کنید. اگر تمامی درآمدها را باهم جمع 
کنید (189)، و بر تعداد افراد تقســیم کنید (۷)، به عدد میانگین 2۷میلیون ریال در ماه 

می رسید. در نتیجه 10 درصد درآمد سالانه برابر است با 32/4 است.

اگر n داده به   صورت x n ،   ...   ، x2 ، x١ داشته باشیم، میانگین آنها را با نماد 
x نشان می دهیم، که به   صورت زیر تعریف می شود:

n

n

x x ... xx
n

n,x x ... x

+ + +
=

+ + +

1 2

1 2

 معیارهای گرایش به مرکز   
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کار در کلاس 
1. میانگین داده های 50 ،40 ،30 ،20 ،10 چقدر است؟

2. اگر میانگین داده های x  ، 40  ،10 برابر 30 شود مقدار x چقدر است؟
3. میانگین اعداد 5 ،4 ،3 ،2 ،1 چقدر است؟

4. میانگین اعداد 5     ،    8   ،   6   ،   4   ،   2   چقدر است؟
5.     میانگین اعداد 9     ،    8   ،   ۷   ،   6   ،   5   چقدر است؟

6.     میانگین اعداد 90   ، 80   ،  ۷0    ،  60   ،  50   چقدر است؟
7.    آیا می توانید چند قاعدهٔ  کلی از تمرین های قبل دربارهٔ  خواص میانگین ذکر کنید.

حال اگر یک میلیاردر با درآمد ماهیانهٔ  یک میلیارد ریال به انجمن خیریهٔ  دبیرستان ما بیاید، میانگین درآمد 
حضار چه تغییری می کند؟ (بیشــتر مردم به او ثروتمند می گویند. آمارشناسان او را  دور افتاده می نامند.) درآمد 
او میانگیــن را تــا حدود 148 میلیون ریال در ماه بالا می آورد (دقیقاً 148/625) و بر اســاس شــیوهٔ تخمین 
گذشــته، خیرین معادل 1۷8 میلیون ریال (دقیقاً 1۷8/35) را به دبیرستان کمک خواهند کرد! که غیر  واقعی به 

نظر می رسد یا امکان محقق شدن آن ضعیف است.

 دورافتاده:   مقـــداری متفاوت با ســایر مقادیر داده هاست. معمولاً مقدار آن بسیار بزرگ تر یا بسیار 
کوچک تر از بقیهٔ  داده هاست. 

     میانه   
 در مثال خیریه، دادهٔ  دورافتاده باعث اشتباه ما در تخمین متوسط داده ها شد. میانگین مرسوم ترین معیار گرایش 
به مرکز است که گاهی ممکن است ما را به اشتباه بیندازد، ولی می توان از معیار دیگری نیز برای بیان متوسط درآمد 

استفاده کرد. برای این منظور از میانه که دادهٔ وسطی داده های مرتب  شده است، می توان استفاده کرد. 
پــس از مرتــب کردن داده ها، داده ای که تعداد داده های بعد از آن با تعداد داده های قبل از آن برابراســت، 

میانه است. اگر تعداد داده ها زوج باشد، میانه برابر میانگین دو دادهٔ وسطی مرتب شده است.
برای محاســبهٔ میانهٔ داده ها، قبل از ورود میلیاردر، داده ها را از کوچک به بزرگ مرتب می کنیم. وســط 

۷ عدد چهارمین عدد است، پس میانهٔ داده ها عدد 28 است که با میانگین داده ها تفاوت زیادی ندارد. 

7 6 5 4 3 2 1 ردیف
40 32 30 28 25 22 12 درآمد مرتب   شده

حال فرض کنید میلیاردر در خیریه حضور دارد. میانه برای 8 عدد وجود ندارد یا به عبارتی 8 عدد، عدد 
وســط ندارند. پس بین داده چهارم و پنجم میانگین می گیریم. جایگاه چهارم درآمد 28 و جایگاه پنجم آن 30 

و در نتیجه میانه جدید درآمد 29 است. 

مد، داده ای اســـت کـــه 
بیشترین فراوانی را دارد.

فروشــندگان پوشــاک از 
معیــار گرایــش بــه مرکز مد 
بسیار استفاده می کنند. آنها با 
آمارگیری های خود درمی یابند 
که چه نــوع پوشــاکی مورد 
پسند مصرف کنندگان است. 
از همان پوشاک برای فروش 

سفارش می دهند. 
در رأی گیری ها، اســاس 
مــد اســت،  تصـــمیم گیری 
چون موضوعی که بیشــترین 
بـــاشد،  را داشته  فـــراوانی 
انتخاب  در  می شود.  انتخاب 
نــــامزدی  جمهــور،  رئیس 
انتخاب می شــود که بیشترین 
فراوانی (رأی) را داشته باشد.
برای محاسبهٔ  مد فقط کافی 
است فراوانی داده ها را با هم 
مقایسه کنیم و داده با بیشترین 
فراوانی مد اســت. مد ممکن 

است منحصر به فرد نباشد.
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بیشــتر افراد معتقدند کــه عدد 29 میلیون ریال گویای مقدار صحیح متوســط درآمد افراد اســت و عدد 
148میلیون ریال کاملاً بی ربط اســت. پس ما به یک نتیجه می رســیم: اگــر در داده هایمان، دورافتاده وجود 

داشت - دقیقاً مانند زمانی که یک میلیاردر هوس کار خیر می کند - باید از میانه استفاده کنیم.

تمرین

1. میانهٔ داده های  1   . 99  .   68   . 2   .  86    .14   . 10چقدر است؟
2. میانهٔ داده های    1   . 99  .   68   . 2   .  86    .14   . 10 . 11چقدر است؟

  نکتۀ اصلی در اینجاست:  اگر در آمار در جایی به یک نتیجه شسته و رفته برخوردید، خیلی احتیاط 
کنید. به دست آوردن »یک استنباط درست از داده ها تنها چیزی نیست که شما در یک بررسی آماری 

خواهان آن هستید؛ خواستهٔ دیگر ما برنامه ریزی و تصمیم گیری است«. 
تصــور کنید که به جای انجمن خیریه با یک بیمارســتان ســر و کار داریم و داده ها به  جــای مبالغ درآمد، 
هزینه های جراحی هســتند. فرض کنید به  جای میلیاردر، با یک بیمار رو به روییم که گرفتار بعضی از مشکلات 

بعد از عمل است و مجموع هزینه هایش بالغ بر 250 میلیون ریال است. 

هزینه های جراحی مرتب شدههزینه های جراحی میلیون ریالبیمار

21  الف

52 ب

453  پ

74 ت

355  ث

306  ج 

507  چ

2508  ح
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خواندنی 

میانگین هزینه های جراحی این بیمارســتان برابر 53 میلیون ریال و میانهٔ آن برابر 32/5 میلیون ریال است. 
اگر شــما مدیر این بیمارســتان بودید، کدام عدد برایتــان از همه مهم تر بود؟  عدد 32/5 میلیون  نشــان  دهندهٔ 
هزینه هــای معمول نگهداری یک بیمار اســت، اگر بخواهیم بودجهٔ ســال بعد را با فرض این عدد بنویســیم، 
به احتمال زیاد با کسر بودجه مواجه می شویم. با قدری تفکر به میانگین  و میانه ، دلیل اینکه افراد از بیمهٔ تأمین 
اجتماعی اســتفاده می کنند، روشن می شــود؛ (میانهٔ هزینه های سالیانهٔ درمان معمولاً بســیار کمتر از حق بیمهٔ 
پرداختی اســت، اما با نگاه به میانگین ســالانه هزینه ها، حســاب می کنم که معامله خوبی کرده ام) و من همیشه 

کمربند ایمنی را می بندم، اگرچه میانهٔ تعداد زخمی ها در هر سفر با خودرو صفر باشد. 
این نتیجه را نیز به یاد داشــته باشید: گاهی هیچ آمار درست یا غلطی وجود ندارد، و همه چیز به اینکه شما 

چرا می خواهید از آنها استفاده کنید، بستگی دارد.  

کار در کلاس 

با سه واژه: داده دورافتاده، میانه، و میانگین، 5 جمله زیر را کامل کنید.
1. آنچه اکثر مردم »حد وســط« می نامند، نزد آمارشناســان به ......... معروف اســت. برای محاســبه 
.........، به داده های خود به عنوان فهرســتی از اعداد نــگاه کنید؛ همه اعداد را باهم جمع کنید و بر 

تعدادشان تقسیم کنید. 
2. ........ در واقع نقطهٔ  وسطی فهرست اعداد مرتب شده است. نیمی از اعداد مقادیر بالاتر از ........ 

و نیمی دیگر مقادیر پایین تر از ........ قرار دارند.
3. زمانی با ............. مواجه هستیم که مشاهده ای داشته باشیم که از الگوی داده هایمان پیروی نکند.
4. وقتــی بــا ........... مواجــه هســتید، ......... معمــولاً بازتاب بهتــری از داده هــا می دهد تا 

..............
5. به طورکلی، برای برنامه ریزی و تصمیم گیری،  .......... بهتر از ......... است.

شــخصی دست راست خود را در یخچال و دست چپ خود را در 
فر کرده اســت. زمانی که از او دربارهٔ احساسش سؤال می شود پاسخ 
می دهد: »به طور متوسط خوب هستم«. نتیجهٔ اخلاقی این لطیفه این 
است که یک عدد به تنهایی، معمولاً مجموعه ای از داده ها را به خوبی 
توصیف نمی کند. بنابراین، اندیشــهٔ خوبی اســت که علاوه بر معیار گرایش به مرکز 

معیاری را نیز گزارش دهیم که نوسان و تغییر داده ها را هم بیان کند. 

میانگین موزون: 
شــما قطعاً شــنیده اید که 
برخی از نمرات شما ضریب 
دارنــد. مثلاً اگــر چهار بار 
از شــما آزمون گرفته باشند، 
نمرهٔ  آخرین آزمون را ممکن 
است در 3 ضرب کنند، یعنی 
به آن ضریــب 3 بدهند. پس 
اگر نمرات شما به صورت زیر 

باشد: 
چهارم سوم دوم اول آزمون

17 18 15 16 نمره

نمره  ای که برای این درس 
در کارنامهٔ شــما  خواهد آمد 
میانگین 6 عدد اســت یعنی 
نمــرهٔ درس مذکــور عبارت 

است از: 
16     +15       +18   +1۷   +1۷   +1۷  

6    =16/66
میانگیــن نمره هــا بــدون 
 16/5 ضریــب  احتســاب 

می شود.
از میانگیــن موزون برای 
معدل دروسی که با واحدهای 
ســاعات  (تعــداد  مختلــف 
ســال  طــول  در  متفــاوت) 
نیز  ارائه می شــود  تحصیلی 

استفاده می شود.
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معیار های  پراکندگی 

درس3

فعالیت
می خواهیم کلاس های دهم ســه دبیرســتان را بر اســاس نتایج آزمون جامعی که هم زمان بین دانش آموزان 
ممتاز برگزارشده است، رتبه بندی کنیم. از هر دبیرستان 10 نفر به تصادف انتخاب شده اند. نمرات آزمون جامع 

هر سه کلاس از 120 نمره است.

داده های مربوط به سه کلاس دهم:
{65.۷5.۷3.50.60.64.69.62.6۷.85}   )الف
    {85.۷9.5۷.39.45.۷1.6۷.8۷.91.49})ب
     {43.51.53.110.50.48.8۷.69.68.91}(پ

میانگین ســه کلاس را محاســبه کنید. به نظر شما 
پراکندگــی نمرات در کدام کلاس بیشــترین و در کدام 
کلاس کمترین اســت؟ برای پاسخ به این سؤال، داده ها 
را روی سه محور موازی نمایش  دهید. کدام دبیرستان 
نتایج بهتری با اطلاعات داده شــده کســب کرده است؟ 
چرا؟ مثــلاً اگر والدین برای ثبت نــام فرزند بازیگوش 
خود در ســال آینده بخواهند بر اســاس این نتایج یکی 
از مدرســه ها را انتخاب کنند، مدرســه ای بهتر اســت 
که  پراکندگی نمرات در آن کمتر اســت  در مقابل برای 
فرزندی که به قصد شرکت در المپیاد می خواهد مدرسه 
را انتخاب کند، مدرســه ای بهتر اســت که  پراکندگی 

نمرات در آن بیشتر باشد. چرا؟
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یــک معیار معمول ســنجش میزان پراکندگی که نشــان دهنــدهٔ تغییــرات داده های مورد مطالعه اســت، 
انحراف  معیار است. انحراف  معیار را با به کارگیری یک فرمول از داده ها به دست می آوریم (اختلاف هر عدد 
با میانگینِ داده ها را حســاب کنید؛ به توان 2 برســانید؛ میانگین اعداد حاصل را به دست آورید؛ و سپس جذر 
بگیرید.)  توان دوم انحراف معیار را واریانس می نامند. داده ها در شــکل زیر رسم شده اند. همچنین انحراف 

معیار نمرات هر سه کلاس محاسبه و در شکل نشان داده شده است.

اگر n  را به   صورت xn  ، ...   ، x2   ، x١ داشته باشیم، انحراف معیار آنها را 
σ (سیگما) نشان می دهند، که به   صورت زیر تعریف می شود: با نماد

n(x x) (x x) (x x)
n

− + − + + −σ = 

2 2 2
1 2

کار در کلاس 
1. اگر داده ها با هم برابر باشند، انحراف معیار برابر با صفر خواهد شد؛ چرا؟

2. انحراف معیار نمرات آزمون جامع سه کلاس را می توانید با تکمیل جدول زیر محاسبه کنید.

انحراف مشاهدات
 از میانگین به توان 2

انحراف مشاهدات
مشاهدات از میانگین

مشــاهده می شود که انحراف معیار نه تنها نظر شــما در خصوص کلاس با بیشترین پراکندگی نمرات را تأیید 
می کند، بلکه به شما امکان مقایسهٔ  کمّی آنها را نیز می دهد. حال می توانید درستی پاسخ های خود را بررسی کنید.
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 داده ها:
میانگین:
انحراف معیار:

 داده ها:
میانگین:
انحراف معیار:

 داده ها:
میانگین:
انحراف معیار:

         کلاس الف(   

      کلاس ب(   

      کلاس پ(   

فعالیت
حتماً بر روی قوطی ها یــا پاکت های مواد غذایی یا 
بهداشتی اعدادی به صورت زیر مشاهده کرده اید. به  نظر 

شما هر  یک از این اعداد چه چیزی را نشان می دهند.
10±250 گرم

پراکندگی در خم بهنجار
)منحنی نرمال(

اگر تعداد داده ها زیاد باشد، 
بافت نگاشت   (هیستوگرام) 
آنها را می توان به صورت 

یک خم تصور کرد. اگر این 
خم به صورت یک »زنگ« 
باشد، به آن خم بهنجار گفته 
می شود. خداوند بسیاری 
از پدیده ها را بهنجار آفریده 
است. مثلاً طول قد یا وزن 
دانش آموزان بهنجار اند. 
یعنی بافت نگاشتی زنگی 

شکل دارند. خواص این 
خم کمک زیادی برای 
تصمیم گیری بر اساس 

داده ها یا کسب اطلاعات 
از آنها می کند. به یاد 

دارید که گفته شد اگر  
انحراف معیار داده ها باشد 
چند درصد داده ها به طور 
تقریبی بین میانگین که در 
واقع گرانیگاه یا مر کز ثقل 

بافت نگاشت است و ضرایبی 
از انحراف معیار قراردارد. 

این اطلاعات را به طور 
مختصر در شکل زیر 

ملاحظه می کنید 
(مقادیر روی نمودار 

تقریبی هستند):

%2 %2%14 %14%34 %34
%68

%96

%99/9

/σ = 8 97

x = 67

x = 67

x = 67

x = 67

x = 67

x = 67

/σ ≈ 8 97

/σ =17 75

/σ =17 75

/σ = 21 23

/σ = 21 23
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عدد 250 وزن خالص مادهٔ  غذایی اســت که قرار است به دست مصرف کننده برسد. ولی معمولاً این چنین 
نیســت. کمی خطا اجتناب ناپذیر است. این خطا چقدر اســت و چگونه آن را محاسبه کنیم؟ اگر تعداد زیادی 
از محتــوای پاکت ها یــا قوطی های یک تولیــدی را وزن  و انحراف معیار آنها را محاســبه کنیم، دو برابر آن 
عدد 10 اســت. یعنی عدد 10 دو برابر انحراف معیار مواد غذایی در بســته بندی های مختلف است. به عبارت 
دقیق تــر اگــر ما 100 قوطی حاوی این ماده غذایی را وزن کنیم، انتظــار داریم حداقل 96 تا از آنها وزنی بین 
 240 تا 260 گرم داشــته باشــند. درج چنین اعدادی بر روی کالاها از الزامات استاندارد هر کشوری است. 

چگونه به عدد 96 رسیده اند؟
برای پی بردن به میزان تغییراتی که داریم، معمولاً با محاسبهٔ  مقدار انحراف از میانگین اطلاعات دقیق تری 
در خصوص میانگین و انحراف معیار به  دســت خواهیم آورد. برای این منظور از یک قانون مشــهور در آمار 
اســتفاده  می کنیم: تقریباً 96 درصد از داده ها بین »دو انحراف معیار از میانگین« هســتند. این جمله یعنی اگر 
باشــد، تقریباً 96 درصد داده ها در این فاصله  x = σ2 x و انتهای آن  = σ2 بازه ای تعریف کنیم که ابتدای آن
قرار دارند این مانند آن اســت کــه بگوییم، 4 درصد نمره ها بیش از دو برابر انحــراف معیار از میانگین فاصله 
دارد. البته مشابه همین قانون در شکل های قبل برای یک برابر انحراف معیار نمایش داده  شده است. در این 
حالت قانون قبل به »تقریباً 68درصد از مشاهدات بین یک انحراف معیار از میانگین هستند«، تغییر می کند.

دو برابر انحراف از میانگین را روی همان شکل رسم کنید.

کار در کلاس 

جدول زیر را تکمیل کنید.

x)تقریباً 99/9درصد از مشاهدات بین سه برابر انحراف معیار از میانگین قرار دارند ,x )− σ + σ3 3

x)تقریباً ......  مشاهدات بین  ........  انحراف معیار از میانگین قرار دارند ,x )− σ + σ2 2

........تقریباً ......  مشاهدات بین  یک برابر انحراف معیار از میانگین قرار دارند

فعالیت
می خواهیــم با همان مثال خیریهٔ درس قبل بحث را ادامــه دهیم. اگر انحراف معیار مجموعه داده ها کوچک 
باشد، بدین معناست که درآمد همهٔ افراد به هم نزدیک است؛ اگر انحراف معیار بزرگ باشد، بدین معناست که درآمد 

افراد آن انجمن بسیار متفاوت است. انحراف معیار درآمد اعضا به این  صورت محاسبه می شود:
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به کمک جدول زیر این کار را انجام دهید.
انحراف مشاهدات

 از میانگین به توان 2
انحراف مشاهدات

مشاهدات از میانگین

قبل از  ورود  میلیاردربعد از  ورود  میلیاردرقبل از  ورود  میلیاردربعد از  ورود  میلیاردرقبل از  ورود  میلیاردربعد از  ورود  میلیاردر

4040
1212
2828
3232
3030
2222
2525

1000

 زمانی که میلیاردر وارد انجمن خیریه می شود، انحراف معیار داده ها برابر است با ..................
این دو مقدار باهم اختلاف زیادی دارند. چرا و چه باید کرد؟ زمانی را به خاطر بیاورید که ما معیار گرایش به 
مرکز را برای این داده ها محاسبه کردیم. ما برای رفع آن مشکل به جای میانگین، میانه را به کار بردیم. مشابه همان 
کار را می توانیم انجام دهیم. معیار پراکندگی که تعریف می شود، انحراف معیار نیست. ما آن را دامنهٔ  میان چارکی، 
که با IQR نشان می دهیم، می نامیم. »میانه« جایی در وسط داده هاست؛ به طور مشابه، چارک ها هم یک چهارم و 
سه چهارم مشاهدات هستند. به عبارت ساده تر اگر برای داده های مرتب  شده قبل از میانه، یک میانه حساب کنیم، 
همان چارک اول اســت و به همین صورت میانهٔ  داده های بعد از میانه، چارک سوم خواهد بود. برای سادگی از 

نمادهای Q2 ،Q1 و Q3 به ترتیب برای چارک اول، میانه (چارک دوم)، و چارک سوم استفاده می شود.

جدول زیر را برای مثال خیرین مدرسه تکمیل کنید.
 

انحراف معیار
 IQR=Q3 - Q1
دامنه میان چارکی

Q3
چارک سوم

Q2
میانه

 Q1
چارک اول

 درآمد ماهیانه
اعضای خیریه
 درآمد بعد از

ورود میلیاردر

این اعداد امکان مشــاهدهٔ  چند چیز را به شما می دهند: میلیاردر مســبب درهم ریختگی میانگین درآمد و 
انحراف معیار بوده اســت. اما میانه و دامنه میان چارکی همچنان ثابت ماندند. این یکی از دلایلی اســت که ما 
می گوییم، اگر دادهٔ  دورافتاده داشــته باشــیم، از میانه (و در نتیجه دامنهٔ میان چارکی) به  جای میانگین استفاده 
کنید، در این صورت نتیجهٔ بهتری از داده ها به دست می آورید. زمانی که تعداد داده ها زیاد باشد، به نحو دیگری 

می توان از تفاوت معیار های گرایش به مرکز و پراکندگی نتیجه بگیرید که دادهٔ  دور  افتاده وجود داشته است.

آمارهای دقیق 
پشتوانهٔ توسعهٔ پایدار

***
آمار، ابزاری علمی 
در توسعهٔ مبتنی بر 

دانایی

شعارهای برترِ 
سال جهانی آمار
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دلیل دیگر اســتفاده از میانه و دامنهٔ  میان چارکی تفسیر سادهٔ  آنها در مقابل تفسیر میانگین و انحراف معیار 
اســت. اگر نتایج مطالعات مربوط به ســرطان را مطالعه کنیم، اولین چیزی که در گزارش ها مشــاهده می کنیم، 
مشــخصات عمومی بیماران مورد مطالعه است: آنها چند سال ســن دارند؟ نسبت مردان به زنان چقدر است؟ 
چند نفر بیماریشــان زود تشخیص داده شــده و در مراحل ابتدایی است و چند نفر بیماریشان عود کرده است؟ 
اگر در گزارش، میانگین و انحراف معیار را ذکر کنیم، هر خواننده ای می تواند از روی اطلاعات داده شــده با 
توجه به دو قانون ذکر شــده نحوهٔ  توزیع سنین بیماران را به دست آورد. اما نکته در اینجاست که، آنها این کار 
را نخواهند کرد. به   ندرت می توانید یک پزشــک متخصص سرطان بسیار پرمشغله را در حال فکر کردن به این 
مســئله ببینید که، »خوب میانگین 64/3 و انحراف معیار 9/8 است؛ 68 درصد از بیماران در فاصلهٔٔ یک  برابر 
± 64/3 ، که می شــود، یک لحظه صبر کنید، ماشین حسابم  انحراف معیار از میانگین هســتند؛ این یعنی، 9/8
کجاست؟ « شما تنها می توانید با نگاهی سریع به میانه و دامنهٔ  میان چارکی تصور خوبی نسبت به توزیع داده های 
پیش رویتان به دست آورید.به عبارت دیگر، میانه و دامنهٔ  میان چارکی در توصیف مجموعهٔ  داده ها بسیار مفیدند 

و این دقیقاً همان کاری است که ما از آنها انتظار داریم انجام دهند: 
تمام آمار هایی که در اینجا ذکر شــد ( میانگین ها، میانه ها، انحراف های معیار، دامنه های میان چارکی ) تحت 

عنوان آمار توصیفی شناخته می شوند.

کار در کلاس  
جملات زیر را کامل کنید:

1. میانگین ها و میانه ها برای توصیف مجموعه داده ها مفیدند. ............. و.............انواعی 
از معیار های گرایش به مرکزی هستند.

2. شما معمولاً نه تنها معدل یک مجموعه را می خواهید، بلکه میزان تغییرات حوالی آن نقطه را هم نیاز دارید 
که آن معیار ............. است.

3. معیار پراکندگی که معمولاً با میانگین بیان می شود، ............. است.
4. معیار پراکندگی که معمولاً با میانه بیان می شود، ............. نام دارد.

5. ........... و ........... اطلاعات سریعی دربارهٔ  داده ها بدون نیاز به هرگونه محاسبه می دهند.
6. آماری که برای توصیف یک مجموعهٔ  داده، میانگین ها و میانه ها، انحرافات معیار و دامنه های میان چارکی 

به کار می رود، .............دارد.
7. 50 درصد داده ها قبل از ............. و 50 درصد داده ها بعد از .............  قرار دارند.

8. ۷5 درصد داده ها قبل از ............. یا بعد از .............  قرار دارند.

9. 25 درصد داده ها قبل از ............. یا بعد از .............  قرار دارند.
10. 50 درصد داده ها بین  ............. و.............  قرار دارند.
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11. تقریباً  96 درصد مشاهدات در فاصله ............. از میانگین هستند.

12. تقریباً  68 درصد مشاهدات در فاصله ............. از میانگین هستند.

تمرین
 1. یک نمونه 2 تایی از بین اعداد 1 تا 6 انتخاب کنید. اگر بخواهید این نمونه حتماً تصادفی باشد، چه  راهی 
را پیشنهاد می کنید. اگر بخواهید اعضای انتخابی این نمونه تصادفی، تکراری نباشند، چگونه این کار را 

انجام می دهید؟ 
2. سؤال 1 را برای اعداد 1 تا 36 تکرار کنید. (راهنمایی: می توانید از پرتاب دو تاس به     عنوان روشی برای 

انتخاب اعداد1 تا 36 استفاده کنید)
 3.مجموعهٔ  افراد فامیل درجهٔ  اول و درجهٔ  دوم خود را بنویســید و آنها را شــماره گذاری کنید. ســپس 
یــک نمونهٔ  4 تایی از این جامعه انتخاب کنید. موضوع هــای زیر را در نظر بگیرید. دربارهٔ بهترین روش 

جمع آوری داده برای این فرضیه ها تصمیم بگیرید:
الف ( بیشتر مردم فکر می کنند »حداکثر سرعت در اتوبان ها باید تعیین شود«.

 ب ( آبی، رنگ مورد علاقهٔ  بیشتر مردم برای ماشین است.
پ ( در زمان مطالعه، گوش دادن به موسیقی کلاسیک به یادگیری کمک می کند. 

ت ( بیشتر تصادفات اتومبیل ها را رانندگان با سن کمتر از 25 سال مرتکب می شوند. 
ث  ( رژیم گرفتن، باعث کاهش هوش می شود.

4. دو موضوع برای هر یک از روش های جمع آوری داده بیان کنید.
الف  (    از طریق مصاحبه    ب  (   از طریق مشاهده    پ (    از طریق دادگان    ث  (    از طریق پرسش نامه

5. کدام یک از نمونه گیری های زیر، یک نمونه گیری تصادفی است. در هر یک واحدهای آماری، جامعه و 
نمونه را مشخص کنید. 

الف  (   با تمام پلیس های یک پاسگاه پلیس برای پیدا کردن نظر آنها راجع به تخلفات مصاحبه شد.
ب  (    با بچه هایی که وارد یک پارک بازی می شدند، پنج در میان مصاحبه شد تا وسیله بازی مورد علاقهٔ  کودکان 

بررسی شود.
پ  ( برای بررسی PH شامپوهای تولیدی یک کارخانه، شامپوها را صد   در  میان مورد آزمایش قرار دادیم.

6. برای تحقیقات و بررسی های زیر جامعه را مشخص کرده و روش نمونه گیری پیشنهاد کنید. 
الف  ( پیدا کردن درصد بیکاران استان مازندران.      ب  ( مردان کدام شامپو را بیشتر ترجیح می دهند؟

7. مــی خواهیم مدت زمانی را که دانش آموزان کلاس شــما در طول یک هفته صــرف مطالعهٔ  کتاب های 
غیر  درسی می کنند، آمارگیری کنیم. 

الف( در این آمارگیری جامعه را مشخص کنید.       

آمار دقیق، 
برنامه ریزی بهتر، 

آیندهٔ روشن
***

آمار سیمای واقعیت،
ابزار مدیریت

شعارهای برترِ 
سال جهانی آمار
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ب( یک روش نمونه گیری برای انتخاب نمونه معرفی کنید. 
پ  (  از چه روشی برای گردآوری اطلاعات استفاده می کنید؟ 

ت  (  اندازه (تعداد) این جامعه چقدر است؟ 
ث (   اندازهٔ  نمونه مورد بررسی چقدر است؟ آیا این تعداد برای بررسی مورد نظر مناسب است؟ در صورت مناسب 

نبودن، روش نمونه گیری  و نمونه خود را اصلاح کنید. 
ج  (   متغیّر مورد مطالعه در این مسئله چیست؟ توضیح دهید. 

چ(   متغیّر مورد مطالعه از چه نوعی است؟
8.  نوع هر یک از متغیّرهای زیر را مشخص و بهترین مقیاس اندازه گیری آنها را ذکر کنید. 

 الف(   رنگ اتومبیل های موجود در یک نمایشگاه اتومبیل      ب(   درجه حرارت کلاس شما در روزهای سال 
 پ(   گنجایش آب یک باریِ مخزنی (تانکر)                           ت(   تعداد شکایات رسیده شده به یک پاسگاه پلیس 

 ث  (  درآمد دانشجویان شاغل به کار                                     ج  (   وضعیت تأهل کارمندان یک شرکت 
 چ( سن دانشجویان شرکت کننده در یک دورهٔ هنری

9. میزان پرداخت حقوق در یک شرکت خصوصی در جدول زیر آمده است:
مستخدممنشی2 نفر فروشندهبازاریابحسابدارمعاونمدیر شرکتسِمَت

10060302020128حقوق میلیون ریال

مدیر شــرکت در آگهی دعوت به همــکاری در روزنامه اعلام می دارد که میانگیــن پرداخت حقوق در این 
شــرکت بیشتر از ...... ریال اســت. آیا این رقم می تواند دلیلی برای پرداخت حقوق بالادر این شرکت باشد؟ 
چرا؟ کدام یک از معیارهای گرایش به مرکز برای نشان دادن وضع پرداختی کارکنان این شرکت مناسب تر است؟

10. نمرات درس فیزیک دانش آموزی در طول سال برابر است با:
17 19 18 7 18 19

الف(   میانه و میانگین را برای نمرات این دانش آموز حساب کنید.
 ب  (   کدام یک از شاخص های فوق، بیانگر وضع این دانش آموز در درس فیزیک است؟

 پ  (   اگر معلم درس فیزیک این دانش آموز، برای جبران نمره ۷، امکان امتحان مجدد را به او بدهد، برای اینکه 
میانگین وی در این درس بیشتر از 18 شود، او در این امتحان چه نمره ای باید کسب کند؟

 11. دو دسته دادهٔ زیر قیمت کالایی را در دو بازار جداگانه برحسب هزار  ریال نشان می دهد.
1011109121110129138بازار الف
1091110101191081310بازار ب

الف  (   در کدام دسته پراکندگی بیشتر است؟
 ب  (  دامنهٔ  تغییرات را محاسبه کنید.

 پ(   آیا دامنهٔ  تغییرات با پراکندگی مشاهده شده در »الف« همخوانی دارد؟
 ت (   ترجیح می دهید از کدام بازار خرید کنید؟ چرا؟

 ث(   اگر داده ها را در اختیار نداشته باشید، فقط به صرف داشتن دامنهٔ  تغییرات می توانید تصمیم گیری کنید؟ 
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فعالیت

در کلاس قرار شد هر دانش آموز با توجه به داده های موجود در رسانه ها، دربارهٔ  یک موضوع اجتماعی یا 
فرهنگی گزارشــی در قالب یک شــکل ارائه کند. مثلاً حسن در مورد موضوع علل آسیب دیدگی 200 نفر در 
منازل اطلاعاتی کســب کرده بود. او گزارش خود را در یک شــکل خلاصه کرده است. او با اطلاعاتی که در 
اختیار داشته است، ابتکار جالبی به خرج داده  و نمودار  زیر را  رسم کرده است. از این نمودار چه اطلاعاتی 

می توان کسب کرد؟ به عنوان مثال، بیشترین آسیب دیدگی در منازل بر اثر افتادن یا زمین خوردن است.

 نمودارهای یک متغیرّه 

32%

7%10%
12%14%

25%

مسمومیتسوختگیتنگی نفس موارد دیگر
افتادن یا

زمین خوردن جراحت
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معلــم از موضــوع انتخابی و نمایش ترتیبی مکعب ها برحســب طــول آنها رضایت کامل داشــت؛ ولی از 
دانش آموزان درخواســت کرد که اگر می توانند پیشنهادی  برای بهتر شدن آن ارائه کنند. آیا شما قبل از دیدن 

نظرها می توانید چند پیشنهاد برای بهبود نمودار ارائه کنید؟
نمودار میله ای انواع آســیب دیدگی را، برحســب تعداد رسم کنید. مراحل رســم نمودار دایره ای را به یاد 

بیاورید و آن را در چند گام خلاصه کنید. نمودار دایره ای درصد آسیب دیدگی ها را نیز رسم کنید.

جمع بندی پیشنهادها براساس آموخته های ما در سال های گذشته، به صورت زیر است :
     رسم مکعب مســتطیل به  جای مستطیل خوب نیست، چون ممکن است اطلاعات 

دقیق را به بیننده انتقال ندهد.
     برای متغیّرهای اسمی نمودار میله ای بهتر از بافت نگاشت  (هیستوگرام) است.

     زمانی که درصد را گزارش می کنیم، بهتر اســت از نمودار دایره ای استفاده  کنیم تا 
بهتر بتوانیم مقایسه انجام دهیم. البته به شرطی که بیشتر از 6 مقدار نداشته باشیم.

کار در کلاس 
در کلاس درس خود متوســط مصرف روزانهٔ  انواع میوه ها یا ســبزی ها را بــه یکی از روش های فصل قبل 
جمع آوری کنید و آنها را با یک نمودار مناســب نمایش دهید. مثلاً اگر در روز شــنبه 3، یکشــنبه 6، دوشنبه 5، 
سه شنبه 4، چهارشنبه 3، و پنج شنبه ۷ و جمعه 8 نوع میوه یا سبزی خورده باشید، میانگین آنها برابر 5/14 است 

که آن را 5  در نظر می گیریم.
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مقایسه هرم سنی جمعیت ایران
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 نمایش داده ها 
نمایش داده ها، روشی برای کمک به استخراج اطلاعات از داده ها با حس بینایی است.

فعالیت

از نمــودار دایره ای مقابل، برای نشــان دادن 
وضعیت استفاده از اینترنت در پنج کشور استفاده 
شده اســت. کدام کشــور دسترسی بیشــتری به 
اینترنت دارد؟ آیا اطلاعات این نمودار برای پاسخ 
به ســؤال قبل کافی اســت؟ چــه اطلاعاتی از این 

نمودار کسب می کنید؟  

اگر عامل جمعیــت را در نظر بگیریم، واقعیت 
میزان توســعهٔ اینترنت و میزان اســتفاده از آن در 
کشــورهای مختلف را می توان به صورت رو به رو 

نشان داد.

آیا برداشت شما از نمودار قبل تغییر کرد؟

به نظر شما رسم نمودار 
دایره ای به صورت دو بعدی 
که در سال های گذشته با آن 
آشنا شــده اید، بهتر است یا 
ســه بعدی؟ مانند دو نمودار 

قبلی.

ت
4 %

ث
آ% 6

10%

پ
55 %

ب
25%

درصد تعداد کاربران اینترنت در پنج کشور

درصد کاربران اینترنت نسبت به کل جمعیت در پنج کشور
ت
2 %

ث
10%

پ
8%

آ
50 %

ب
30 %

خواندنی 
انتقــال اطلاعات از طریق نمایش داده ها بســیار جذاب تر و ســریع تر 
از ارائـــهٔ  همان اطلاعات در جدول هاســت. نمودارها بایــد به گونه ای 
 رسم شــوند که از آنها ســوء برداشت نشــود و بی طرفی را حفظ کنند. 

می گویند ارزش یک تصویر به اندازهٔ هزار کلمه است.
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  آرش       تقی        علی 

کار در کلاس 

 بازی با نمودارها 
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به کارگیری غلــط نمودارها، راه  ســاده ای برای 
گمراه کردن افراد اســت. افراد مایل اند به نمودارها 
به عنوان روشــی ســریع برای ارزیابــیِ مجموعه ای 
 از اعــداد بنگرنــد. امــا مراقــب باشــید کــه فریب 

نخورید. 
1. بیاییــد از کدو  تنبل های باغ های آرش، تقی و علی  
استفاده کنیم. اولین نمودار به صورت زیر است:

 
      

این نمودار چه چیــزی را نمایش می دهد؟ وزن، 
حجم، پهنا یا ارتفاع کدو تنبل ها را؟

2. نمودار زیر چه تفاوتی با نمودار بالا دارد؟

            

این نمودار به چه اطلاعات بیشتری اشاره می کند؟

3. اگــر نقطهٔ شــروع محور عرض هــا را از صفر به 
عدد 9 تغییر دهیم، چــه تغییری در نتیجه حاصل 

می شود؟

در واقــع اعداد همان اعــداد قبلی اند، اما محور 
عرض هــا تغییر کرده اســت. اکنون این طــور به نظر 

می رسد که کدو  تنبل های .......... 

4. اینک اگر کســی بخواهد دیگران را متقاعد کند 
که همــهٔ کدو  تنبل ها حــدوداً به یــک اندازه اند، 
 چــه  کاری می تواند بکنــد؟ به این نمــودار نگاه 

کنید:

اعداد تغییــری نکرده انــد؛ اما محــور عمودی 
 دوبــاره تغییــر کــرده اســت. چــه تغییــری کــرده 

است؟
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گاهــی برای نمایش داده هــا از یک تصویر 
استفاده می شود، مانند شکل روبه رو.

ایــن تصویر، داده هــا را از شــکل طبیعی 
خارج می کند. بــرای نمایش تفــاوت میانگین  
وزن هــا، این تصویــر ارتفاع هــر کدو  تنبل را، 
برای نشــان دادن وزنش، تغییر می دهد. ارتفاع 

کدو  تنبل تقی (با وزن 20 کیلوگرم) دو برابر ارتفاع کدو  تنبل علی (10 کیلوگرم) اســت؛ ارتفاع  کدوتنبل آرش 
(40 کیلوگرم) دو برابر ارتفاع کدو  تنبل تقی و چهار برابر ارتفاع کدو  تنبل علی اســت. آیا این شکل اطلاعات 
مــورد نظر را به  درســتی به بیننده منتقل می کند؟ (راهنمایی: فرمول های محاســبه و مســاحت را به  یاد آورید: 

( πr2= مساحت  مستطیل = طول × عرض و مساحت  دایره
شما چگونه این شکل را رسم می کنید تا اطلاعات موجود را بهتر نمایش دهد؟

به نظر شما آیا رنگ در انتقال نظرتان به بیننده تأثیر دارد؟ 

تمرین
1. سود خالص یک شرکت خدماتی در شش ماه نخست سال بر حسب میلیارد   ریال به صورت زیر است:

شهریور مرداد تیر خرداد اردیبهشت فروردین
2/4 2/3 2/1 2/2 2/1 2/0

خریدار و فروشندهٔ سهام این شرکت، نمودارهای زیر را رسم کرده اند. اعداد روی محورها  را مشخص کنید:

نمودار از دید خریدار                                                    نمودار از دید فروشنده

به نظر شما کدام یک منطقی تر است؟ آیا می توانید نموداری بهتر از این دو نمودار رسم کنید؟

آرش                          تقی                    علی

40                         20                     10  کیلوگرم
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2. اگر درصد یا فراوانی متغیّرهایی که نمودارهای آنها را رسم می کنیم، نزدیک به هم باشند، آیا نمودار میله ای 
یا دایره ای  برای مقایسه مناسب تر  است؟

3. رسم نمودارهای میله ای و دایره ای برای داده های کمّی مناسب تر است یا برای داده های کیفی؟

فعالیت

مربی گروه (تیم) بســکتبال شهر می خواهد بر اساس نتایج بازی های قبلی دو بازیکن، نسبت به حضور یکی 
از آنها در بازی بعدی تصمیم بگیرد. امتیازهای کسب شده توسط این دو بازیکن به صورت زیر است.

11 بازی بازیکن الف:

1 1 1 3 2 1 2 تعداد بازی ها

30 13 11 10 7 6 3 امتیاز کسب شده

10 بازی بازیکن ب:

1 1 2 2 2 1 1 تعداد بازی ها

13 12 11 10 9 8 7 امتیاز کسب شده

می توان داده های مرتب  شده را به   صورت زیر نشان داد:

3 3 6 7 7 10 10 10 11 13 30  بازیکن الف

7 8 9 9 10 10 11 11 12 13  بازیکن ب
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اگر هر یک از اعداد را به صورت نقطهٔ  بالای یک محور علامت بزنیم، به نمودار حاصل نمودار نقطه ای 
داده ها می گویند. نمودار نقطه ای امتیاز های بازیکن الف را می توان به صورت زیر نمایش داد. 

•••0

•••••••0
3029282726252423222120191817161514131211109876543210

نمودار نقطه ای داده ها را برای بازیکن ب بر روی محور نمایش دهید.

•0

•0
3029282726252423222120191817161514131211109876543210

به نظر شــما کدام بازیکن بهتر اســت؟ البته سؤال کلی است و اگر به شــما بگوییم این بازی آخر است یا گروه 
مقابل تیمی است که تاکنون امتیاز بیشتری نسبت به گروه شهر کسب کرده، ممکن است پاسخ سؤال عوض شود.
در فصل گذشــته برای تصمیم درست  تر، از معیارهای گرایش به مرکز و پراکندگی به  طور هم زمان استفاده 
می شد. پس خالی از لطف نیست که معیارهای گرایش به مرکز و پراکندگی مجموعه های گوناگون از داده ها را 
به شــکل تصویری مورد مقایسه قرار دهیم. امتیاز های بازیکن الف را در نظر بگیرید. برای این منظور کمترین 
مقدار، چارک اول، میانه، چارک  ســوم و بیشــترین مقدار را محاســبه کنید و روی یک محور نمایش دهید.  
برای مشخص کردن حدود دامنهٔ  میان  چارکی، یک جعبه به عرض دلخواه رسم می کنیم. برای  مشخص کردن 
دامنهٔ  دو خط، از دو طرف جعبه به کمترین مقدار و بیشــترین مقدار داده ها وصل می کنیم. با مشــخص کردن 
میانه روی جعبه، نمودار جدیدی ارائه کرده ایم به نام نمودار جعبه ای. برای این منظور خطی عمودی بکشــید 

تا میانه مشخص شود.

این نمودار دامنه، دامنهٔ  میان چارکی و میانهٔ مجموعه داده ها را به طور هم زمان نشــان می دهد. بیش از یک 
مجموعه داده را می توان در یک نمودار نشــان داد. این بدان معناست که این روش برای مقایسهٔ داده ها بسیار 

عالی است.

•
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از آنجـا کـه دو خـط 
دوطرف جعبه شبیه سبیل 
گربه است. بعضی مواقع 

به آن نمودار جعبه و سبیل  
گفته می شود. 

اگــر داده ها دربرگیرندهٔ داده دور افتاده بودند، دامنه وســیع تر می بود. در نمودار جعبه ای، طول ســبیل ها 
بــا توجه به مرزهای بــالا و پایین افزایش پیدا می یابد. با نگاه کردن به ســبیل های نمودار جعبه ای، می توانید به 

نامتقارن بودن داده ها پی ببرید.
نمودار جعبه ای دو بسکتبالیســت در اینجا نشان داده شده است. دامنهٔ  این امتیازات را مقایسه کنید. اگر 
مجبــور بودید از بین این دو بازیکن، یک نفر را انتخاب کنید، کدام را انتخاب می کردید؟ اکنون بهتر می توانید 

به سؤال قبل در وضعیت های  مختلف گروه مقابل یا حساسیت بازی تصمیم گیری کنید.

 

بازیکن ب دامنهٔ  نسبتاً کوچکی دارد، ولی میانهٔ  هر دو برابر با 10 است.
بازیکن الف دامنهٔ  امتیازات بزرگی دارد. گاهی این بازیکن، امتیازاتی بســیار بیشتر از بازیکن ب می آورد، 

و گاهی هم بسیار کمتر.
بازیکن ب ثبات بیشتری دارد و معمولاً امتیازاتش از بازیکن الف بیشتر است (میانه ها و دامنهٔ میان چارکی 

را با هم مقایسه کنید)، پس بهتر است بازیکن ب را انتخاب کنیم.

نمودار جعبه ای، روشی ســودمند برای نمایش دامنه ها و چارک های داده هاست. یک 
جعبه، مکان قرارگیری چارک ها و دامنهٔ میان چارکی را نشان می دهد و سبیل ها کمترین 
و بیشترین داده را نشان می دهند. در یک نمودار جعبه ای بیش از یک مجموعه داده را 

می توان نشان داد؛ پس  این نمودار برای مقایسه مناسب است.

دامنهٔ  میان چارکی به نظر مفید می رســد. این دامنه در مورد بازیکنانی که گاه گاهی امتیازات بســیار پایینی 
کســب می کنند چطور؟ اگر بازیکنی در روز مســابقه، بد بازی کند، برای ما به قیمت از دست دادن قهرمانی در 
تیمگان (لیگ) تمام  می شــود. مطمئن نیســتیم که دامنه یا دامنهٔ  میان چارکی برای ما مشخص می کند که کدام 

بازیکن واقعاً ثبات بیشتری دارد.
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مربــی نباید فقط دامنهٔ امتیازات بازیکنان را مقایســه کند. او به 
راهی نیاز دارد تا به طور دقیق از روی مقادیر موجود محاســبه کند 
که کدام بازیکن در روز مسابقه ثبات بیشتری دارد. به عبارت دیگر، 
او بایــد بازیکنی را پیدا کند، امتیازاتش کمترین تغییرات را داشــته 

باشد.
مشــکل دامنه و دامنهٔ میان چارکی این است که فقط تفاوت بین 
مقادیر کم و زیاد را به شــما می گویند؛ اما نمی گویند که چند وقت به 
چند وقت بازیکنان این امتیازات کــم و زیاد را در مقابل امتیازات 

نزدیک به میانه کسب می کنند. این برای مربی مهم است.

کار در کلاس 

برای مجموعه داده های زیر نمودار جعبه ای بکشید.
4/8 . 2/5 .    4/1 .   1/25 .   1/5 .   2/5 .   3/1 .   3/2 .   4/25 .   4/۷5 .   4/95 .   5/1

راهنمایی: 
گام اول: کمترین مقدار و بیشترین مقدار را مشخص کنید. 

از آنجا که اعداد به ترتیب چیده شده اند، اولین عدد ...... مقدار است و آخرین عدد ...... مقدار.
گام دوم: چارک ها را مشخص کنید.

در این مجموعه 12 عدد وجود دارد. می توانیم از شکل زیر یا از فرمول برای تعیین چارک ها استفاده کنیم.

1/25     1/5        2/5                 2/75       3/1                    3/2        4/1          4/25     4/75     4/8        4/95     5/1  

0 1
1
4

1
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4

 با نگاه به شــکل بــالا درمی یابیم که میانه بیــن مقادیر ....... و....... اســت، بنابرایــن، مقدار میانه 
می شود: ........

چارک اول، بین مقادیر..... و ..... قرار می گیرد. بنابراین، مقدار اولین چارک می شود: .....
چارک سوم بین مقادیر ..... و .....  قرار می گیرد. بنابراین، مقدار سومین چارک می شود: .....
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گام سوم: نمودار جعبه ای رسم کنید. 

تمرین

1. نمودارهــای میله ای فراوانی یا درصدها را نشــان می دهند. چه زمانی بایــد از فراوانی ها و چه زمانی از 
درصدها استفاده کرد؟

2. نمودارهای میله ای افقی درســت شــبیه نمودارهای میله ای عمودی هســتند. با این تفاوت که محورها 
چرخیده اند. نمودارهای میله ای عمودی مرسوم تر هستند. به نظر شما رسم نمودارهای میله ای افقی چه 

زمانی مفید است؟
3. سن بازیکنان تیم ملی فوتبال یک کشور به شرح زیر است:

27 24 26 26 29 19 31 18 23 22 25 26 27 23 29 25 25 33 31 21 26 25
الف( نمودار نقطه ای رســم کنید و مقادیر میانگین، مد و میانه ســن بازیکنان این تیم روی محور افقی 

نشان دهید. 
ب( نمودار جعبه ای داده ها را رسم کنید. 

پ( تعداد بازیکنانی که ســن آنها بیشــتر از میانگین است، بیشتر اســت یا تعداد بازیکنانی که سن آنها از 
میانگین کمتر است؟ 

ت( تعداد بازیکنانی که سن آنها بالاتر از میانه است بیشتر است یا تعداد بازیکنانی که سن آنها از میانه کمتر 
است؟ میانه و میانگین را در این بررسی مقایسه کنید. چه نتیجه ای می گیرید؟

ث( چه تعداد از بازیکنان سن آنها بین چارک اول و سوم قرار دارد؟ آیا بدون محاسبه چارک ها می توانستید 
به این سؤال پاسخ دهید؟

نمودارهای میله ای افقی 
درست شبیه نمودارهای 
میله ای عمودی ا ند، با این 

فرق که محورها چرخیده اند. 
در نــمودارهــای میله ای 
افقی، رده ها روی محور 

عمودی و درصد یا فراوانی  
روی محور افقی نشان 

داده می شود.
نمودارهای میله ای عمودی 
مرسوم تر ند، اما نمودار های 

میله ای افقی در صورتی 
که اسم رده ها طولانی 

باشد، مفید واقع می شوند. 
آنها برای نمایش اسامی 

رده ها، بدون نیاز به عمودی 
نوشتن، فضای زیادی را در 

اختیارمان می گذارند.
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 نمودارهای چند متغیرّه 

درس2

فعالیت

پوریا علاقهٔ  زیادی به جغرافیا دارد. او فهرستی از مقادیر سه متغیّر مربوط به 10 کشور را تهیه کرده است:

آب ها )درصد(مساحت )کیلومتر مربع(جمعیت )نفر(نام کشور

79،200،0001،648،1950/70ایران1

322،369،3199،857،3067/10آمریکا2

64،716،000242،4951/34انگلستان3

205،338،0008،515،7670/65برزیل4

79،463،663814،5781/30ترکیه5

1،376،049،0009،596،9612/80چین6

144،192،45017،098،24213/00روسیه7

30،770،3752،149،6900/70عمان8

36،048،5219،984،6708/92کانادا9

1،276،267،0003،287،2639/60هند10

پوریا می داند که برای هر کدام از متغیّرهای مربوط به کشــورها؛ یعنی مســاحت و جمعیت و درصد آب ها، 
می تواند نموداری میله ای رســم کند. برای هر جفت از این متغیّرها هم می تواند پراکنش نگاشت رسم کند (مثلاً 
نمودار جمعیت در مقابل مســاحت)؛ امّا این ســؤال برایش مطرح است که آیا راهی وجود دارد تا هر سه متغیّر 

مربوط به این کشورها را به طور هم زمان فقط در یک نمودار نشان دهد؟
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 پراکنش نگاشت جمعیت در مقابل مساحت کشورها  

مساحت  )میلیون کیلومتر مربع(

فر(
ن ن

لیو
)می

ت   
معی

ج

1600

1400

1200

1000

800

600

400

200

0               2               4             6               8           10           12           14          16           18

پوریا همین طور که به پراکنش نگاشت جمعیت در مقابل مساحت کشورها نگاه می کرد، ناگهان به این فکر افتاد که 
اندازهٔ  نقطه های نمودار را متناسب با درصد آب های کشورها رسم کند. پس نموداری به     شکل زیر کشید:

مساحت         )میلیون    کیلومتر مربع(

فر(
ن ن

لیو
)می

ت   
معی

ج

1800

1600
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                                                                                                5                                    10                                    15                                   20          

هند
چین

روسیه
آمریکا

کانادا
برزیل

ترکیهایرانعمان
انگلستان

0

به این ترتیب، او موفق شد سه متغیّر مربوط به کشورها را در یک نمودار، نمایش دهد. نموداری که پوریا 
رسم کرد، به نام نمودار حبابی معروف است.
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هر نقطه یا دایره در نمودار حبابی، در واقع یک سه تایی مرتب به   صورت (v1 .   v2 .  v3)  را مشخص می کند، 
که در آن داریم:

v1: موقعیت نقطه روی محور افقی،
v2: موقعیت نقطه روی محور عمودی،

v3: اندازهٔ  نقطه (مساحت دایره).
نمودارهای حبابی را می توان گونهٔ  خاصی از پراکنش  نگاشت دانست که برای نمایش هم زمان سه متغیّر عددی 

به کار می روند و در آنها به جای نقطه از دایره های توپرُ استفاده می شود.
سیستم بینایی انسان به طور طبیعی اندازهٔ یک دایره را بر اساس مساحت آن در نظر می گیرد. مساحت دایره هم بر 
خلاف قطر یا محیط آن، متناسب با شعاع دایره نیست؛ بلکه متناسب با توان دوم شعاع است. پس اگر شعاع دایره ها 
را دقیقاً متناسب با مقادیر متغیّر سوم در نظر بگیریم، اختلاف ظاهری اندازهٔ دایره ها غیر واقعی و گمراه کننده خواهد 

بود. برای برطرف کردن این مشکل باید شعاع دایره ها را متناسب با جذر مقادیر متغیّر سوم در نظر گرفت.
توجّه: متغیّر سوم در نمودارهای حبابی نباید دارای مقادیر منفی یا صفر باشد. 

کار در کلاس 
قد و وزن و نمرهٔ درس های ریاضی و ادبیات فارســی دانش آموزان کلاس را مشابه آنچه در فعالیت دیدید، 

در یک جدول یادداشت کنید.
برای هر کدام از دسته های سه تایی متغیّرهای زیر، نمودار حبابی رسم کنید:

الف(       قد، وزن، نمرهٔ ریاضی                                   ب( قد، وزن، نمرهٔ ادبیات فارسی
پ( قد، نمرهٔ ریاضی، نمرهٔ ادبیات فارسی

سپس در هر نمودار، جای متغیّرها   را چنان عوض کنید؛ به طوری که   دایره ها هر بار، نشان دهندهٔ یکی از متغیّرها باشند.

تمرین
1. مقدار متغیّر سوم در نمودار حبابی، متناسب با کدام یک از موارد زیر است؟

الف ( شعاع دایره ها                                            ب(  قطر دایره ها
پ( محیط دایره ها                                              ت( مساحت دایره ها

2. نمودارهای حبابی برای نمایش چند متغیّر عددی در یک نمودار به کار می روند؟
الف (  یک متغیّر                                                  ب( دو متغیّر

پ( سه متغیّر                                                      ت( محدودیتی ندارد

اطلاعات اضافی دربارهٔ 
واحدهای آماری (علاوه بر 
سه متغیّر اصلی) را می توان 

با استفاده از رنگ ها و 
طرح ها وارد نمودار حبابی 

کرد. مثلاً در نمودار مربوط 
به درصد آب های کشورها 

می توان قاره های مختلف را 
با رنگ های متفاوت دایره ها 
مشخص کرد. اگر علاوه 
بر آن بخواهیم زبان رسمی 
کشورها را هم در نمودار 
مشخص کنیم، چه راهی 

پیشنهاد می کنید؟
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فعالیت
نمودار راداری، روشــی برای نمایش داده های چندمتغیّره در قالب نموداری دوبعُدی است، که در آن سه 
متغیّر کمّی یا بیشتر بر روی محورهایی نشان داده می شوند که نقطهٔ  شروع همهٔ  آنها یکی است. محل قرارگیری 

و زاویهٔ محورها نسبت به یکدیگر، هیچ اطلاعات خاصی را بیان نمی کند.

نمودار راداری از چند خط (به طور دقیق تر: نیم خط) به شــکل پرّه های چرخ 
دوچرخه تشــکیل می شــود که در نقطه ای مرکزی به یکدیگر اتصــال دارند و با 
زاویه های یکسان بین هم، گرداگرد آن نقطه قرار گرفته اند. هر کدام از این خطوط، 
در واقع یک محور و نشــان دهندهٔ یک متغیّر اســت؛ پــس می توانند درجه بندی 

شوند. به این خطوط، اصطلاحاً شعاع های نمودار راداری می گویند.

اگر درجه بندی شــعاع ها به گونه ای انجام گیرد که فاصلهٔ بین نشــانک های 
متوالی بر روی همهٔ شــعاع ها یکسان باشد، می توان خطوط راهنمای مقادیر را 

هم رسم کرد؛ به شرطی که باعث شلوغیِ نمودار نشود.

گاهی این خطوط راهنما را به جای راســت خط به صورت خط خم و دایره 
رسم می کنند. در این حالت، نمودار واقعاً شبیه صفحهٔ نمایش رادار می شود.

از آنجا که نمودار راداری گاهی 
شــبیه تار عنکبوت است، عدّه ای به 
آن »نمودار تــار عنکبوتی« هم 

می گوینــد. اگر خطوط راهنما رســم 
نشــوند، این نمودار ممکن است شــبیه یک ستاره شود. به 

همیــن دلیل، آن را »نمودار ســتاره ای« هم می نامنــد. البته نام های 
دیگری هم برای این نمودار وجود دارد.

خواندنی 

720
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توپ طلای فدراسیون 
بین المللی فوتبال (فیفا)، 

جایزه ای است که هر 
سال توسط فیفا و مجلهّٔ  
فرانس فوتبال به بهترین 
بازیکن فوتبال مرد داده 
می شود. انتخاب بهترین 

بازیکن بر اساس رأی گیری 
از نمایندگان رسانه های 
بین المللی و سرمربیان و 
کاپیتان های تیم های ملیّ 
فوتبال صورت می گیرد. 

a

d c

be

نســبت مقدار یک متغیّر، برای یک مشــاهده به بیشــینهٔ آن متغیّر به ازای 
همهٔ مشــاهده ها، اندازهٔ آن مقدار روی شــعاع مربوط را مشــخص می کند. 
ایــن کار را برای همهٔ متغیّرها و بر روی همهٔ شــعاع ها انجام می دهیم. ســپس 
نقاط مشخص شــده روی شعاع های مجاور به   ازای هر مشاهده را به هم وصل 
می کنیم. به این ترتیب، نمودار راداری برای یک مشــاهده به دســت خواهد 

آمد. اگر نمودار مربوط به دو یا چند مشاهده را روی هم بیندازیم، می توانیم مشاهده ها را با هم مقایسه کنیم.
نمودار راداری به ما می گوید:

   کدام مشاهده ها شبیه به یکدیگرند؟
   آیا دادهٔ دورافتاده ای وجود دارد؟

   مقدار کدام متغیّر برای یک مشاهده نسبت به متغیّرهای دیگر بیشتر یا کمتر است؟
   مقدار کدام متغیّر برای یک مشاهده نسبت به مشاهده های دیگر بیشتر یا کمتر است؟

از این نمودار در ورزش برای نشان دادن میزان قدرت و ضعف بازیکنان نسبت به یکدیگر استفاده می شود.

 یادآوری:  منظور از مشاهده یا نقطهٔ داده ای در آمار، مجموعه ای است شامل یک یا چند 
مقدار اندازه گیری  شده برای یک عضو جامعه ی آماری (= واحد آماری).

      مثلاً اگر واحدهای آماری، دانش آموزان کلاس باشند و سن و قد و وزن و گروه خونی آنان 
را ثبت کنیم، مجموعهٔ مقادیر این متغیّرها برای هر کدام از دانش آموزان، یک »مشاهده« است.

مثال:  نامزدهای نهایی دریافت جایزه »توپ طلا« در ســال 2013 میلادی سه بازیکن A    و    B    و    C بودند که در 
نهایت، جایزهٔ به بازیکن       A تعلق گرفت.

برای اینکه ببینیم آیا این انتخاب عادلانه بوده است یا نه، داده های گردآوری  شده از این سه بازیکن در طول 
 ـ 2012را بررسی می کنیم. (همهٔ داده ها، به جز تعداد بازی، به صورت میانگین مقادیر اندازه گیری  فصل 2013 

شده در طول هر 90 دقیقه محاسبه شده اند.)
بیشینهABCمتغیّر

30/129/123/538تعداد بازی
0/931/440/431/6گل زده (غیر از پنالتی)
۷/۷85/62/۷۷8ضربه به سمت دروازه
44/649/14۷/۷۷5دقت ضربه (درصد)

14/52815/340ضربه های گل شده (درصد)
0/330/410/61پاس گل

1/894/195/2۷دریبل موفق
2/051/583/665پاس طلایی (مهم)

۷6/8858۷/895پاس های موفق (درصد)
0/460/651/156تک (تکل)
0/30/340/896توپ ربایی
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اکنون نمودار راداری مربوط به هر ســه بازیکن را رســم 
می کنیم.

ملاحظه می شــود که تعداد ضربه های بازیکن A به سمت 
دروازه، تقریباً به حد نهایی نمودار رســیده است. یعنی تعداد 
ضربه های او به سمت دروازه، بیشتر از هر بازیکن دیگری در 
جهان بوده است؛ امّا از سوی دیگر، تعداد دریبل های موفق او 

به ویژه نسبت به دو نامزد دیگر، خیلی کم است.

تعداد گل هــای زدهٔ بازیکن B در جریــان بازی، نزدیک 
به حد نهایی نمودار شــده و از این لحاظ، او جزءِ برترین های 
جهان بوده است. درصد ضربه هایی هم که او به سمت دروازه 
زده و گل شده (درصد گل)، بســیار زیاد است. به طور کلیّ، 

ناحیهٔ مربوط به گل زدن در نمودار B، وسعت زیادی دارد.

نمودار C به شکل جذّابی کاملاً متفاوت با نمودار دو نامزد 
دیگر اســت. علت این موضوع، نقش متفــاوت او در زمین 

است.
 نمودارهای A و B شــباهت زیادی به هم داشــت. آنان 
از بزرگ ترین گلزنان اند؛ اما بازیکن C یک »گل ســاز« بزرگ 
است. با اینکه آمار تعداد گل های او برای یک هافبک کناری، 
بسیار خوب اســت و درصد ضربه های گل     شده اش نیز عالی 
است، درخشش اصلی او در آمار پاس و دریبل است. ببینید 
که ناحیهٔ مربــوط به پاس و دریبل در نمودارش چه وســعت 

زیادی دارد.

اگر داده های مربوط به هر سه نفر را در قالب یک نمودار 
رسم کنیم، شاید مقایســهٔ  بین آنان آسان تر شود. اکنون آیا 
می توانید بگویید که کدام بازیکن، شایستگی بیشتری برای 

دریافت توپ طلای سال 2013 میلادی داشت؟
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کار در کلاس 

آموزگارتان شش درس را انتخاب و برای شما به صورت زیر فهرست می کند:
1ـ …….............................       2ـ …….............................
3ـ …….............................      4ـ …….............................
5ـ …….............................      6ـ …….............................

الف( نمودار راداری نمره هــای خود را به صورت 
مقابل رسم کنید: 

ب( نمــودار خود را با یکی دیگــر از دانش آموزان 
ادغــام کنید و با کمک یکدیگــر، نمودار جدیدی 

رسم کنید.

پ( به نظر شما نمره های کدامتان بهتر است؟

تمرین

1. نمودار راداری برای نمایش داده های چند متغیّر کمّی به طور هم زمان به کار می رود؟
2. زاویهٔ بین شعاع های مجاور در نمودار راداری، چه چیزی را نشان می دهد؟

3. نمودار راداری چه چیزی به ما می گوید؟
4. کاربرد نمودار راداری در ورزش چیست؟

5. اگر زاویهٔ بین دو شعاع مجاور در نمودار راداری، 40 درجه باشد، چند متغیّر در نمودار حضور دارد؟
6. داده های زیر را که مربوط به شاخص های سلامت است، در قالب یک نمودار راداری نمایش دهید:

بیشینهترکیهپاکستانایرانمتغیّر
x1)75/566/475/884عمر مورد انتظار در بدو تولد )سال
x2)23/014/041/1245نسبت متخصصان سلامت )به ازای هر 10 هزار نفر جمعیت
x3)965297100نسبت ولادت ها به وسیلۀ متخصصان سلامت )درصد
x4906495100نسبت جمعیت دارای دسترسی به شبکه فاضلاب
x5854378100شاخص آمادگی اجرای مقررات بین المللی سلامت

(داده ها برگرفته از گزارش آماری سازمان جهانی بهداشت، سال 2016 میلادی)

درس 1

درس 4

درس 5

درس 6

درس 3

درس 2
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