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کشور رياضی المپياد پانزدهمين دوم مرحله�ی آزمون
۱۳۷۶ ارديبهشت برگزاری: زمان

۲ جلد ايران، در رياضی المپياد منبع:
اخباريفر مهران کارای، ملاحی کيوان محموديان، عباداالله دکتر تأليف

که کنيد ثابت آنگاه ،3x2 + x = 4y2 + y باشيم: داشته که به�طوری باشند طبيعی عدد دو y و x اگر .۱
است. کامل مربع يک x− y

ديگر نقطه�ی P و بوده KN امتداد در نقطه�ای M باشند. مماس C دايره�ی بر KN و KL کنيد فرض .۲
می�گيريم. ML بر N از واصل عمود پای را Q است. KLM مثلث محيطی دايره�ی با C دايره�ی تقاطع

.∠MPQ = 2∠KML کنيد: ثابت

K L

M

N

P

Q

C

يک و +۱ عدد يک فقط ستون و سطر هر در که به�طوری داريم −1 و +1 ،۰ اعداد از n × n جدول يک .۳
می�توان يکديگر با ستونها و يکديگر با سطرها جابه�جايی متناهی تعدادی با کنيد ثابت دارد. وجود -۱ عدد

کرد. عوض ها -۱ با را ها +۱ جای

کنيد: ثابت .x1x2x3x4 = 1 که باشند مثبت حقيقی عدد چهار ،x4 و x3 ،x2 ،x1 کنيد فرض .۴
4∑

i=1
x3
i ≥ max

{ 4∑
i=1

xi,

4∑
i=1

1
xi

}

.({a, b} مجموعه�ی عضو بزرگترين يعنی max{a, b})

قطع D نقطه�ی در را BC ضلع A رأس از شده خارج ارتفاع حاده�اند. C و B زاويه�های ABC مثلث در .۵
قطع F و E نقاط در ترتيب به را AD ارتفاع C Bو زاويه�ی دو نيمسازهای کنيد فرض همچنين می�کند.

است. الساقين متساوی ABC مثلث آنگاه ،BE = CF اگر کنيد: ثابت کنند.
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کشور رياضی المپياد پانزدهمين دوم مرحله�ی آزمون

ذکر با را p مقدار بزرگترين باشد، اول عدد يک p =
b

4

√
2a− b

2a+ b
و باشند طبيعی عدد دو b و a اگر .۶

کنيد. پيدا دليل،

@hamsaz_group
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ریاضیدوره المپیاد  شانزدهمین دومسوالات مرحله 
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کشور رياضی المپياد شانزدهمين دوم مرحله�ی آزمون
۱۳۷۷ ارديبهشت برگزاری: زمان

۲ جلد ايران، در رياضی المپياد منبع:
اخباريفر مهران کارای، ملاحی کيوان محموديان، عباداالله دکتر تأليف

کنيد: ثابت باشند، حقيقی عدد تا n ،a1 < a2 < · · · < an اگر .۱
a1a

4
2 + a2a

4
3 + · · ·+ an−1a

4
n + ana

4
1 ≥ a2a

4
1 + a3a

4
2 + · · ·+ ana

4
n−1 + a1a

4
n

محيطی دايره�ی با AI تقاطع نقطه�ی D و آن محاطی دايره�ی مرکز I می�گيريم. نظر در را ABC مثلث .۲
اگر باشند. CD و BD بر I از وارد عمودهای پای به�ترتيب F و E کنيد فرض است. ABC مثلث

کنيد. پيدا را ∠BAC زاويه�ی ،IE + IF = 1
2AD

اگر می�ناميم، «خوب» را طبيعی اعداد از (a1, a2, . . . , an) nتايی باشد. طبيعی عدد يک n کنيد فرض .۳
تمام نشود. n برابر aiها از تعدادی هيچ جمع حاصل نيز و a1 + a2 + · · ·+ an = 2n باشيم داشته

کنيد. پيدا را «خوب» تاييهای n
حاصل�جمع زيرا نيست، «خوب» (1, 2, 1, 2, 4) ۵تايی ولی است «خوب» (1, 1, 4) ۳تايی مثال (به�عنوان

است.) ۵ برابر چهارم دوم، اول، مو�لفه�های

0 < d1 < d2 < d3 < d4 و باشد داشته متمايز مقسوم�عليه چهار حداقل n طبيعی عدد که کنيد فرض .۴
.n = d2

1+d2
2+d2

3+d2
4 که کنيد پيدا را n طبيعی اعداد کليه�ی باشند. آن مقسوم�عليه کوچکترين چهار

نقطه�ی و ،BC ضلع روی را D نقطه�ی است. مفروض BC > CA > AB آن در که ABC مثلث .۵
دايره�ی .BD = BE = AC که می�گيريم نظر در طوری (A (نزديک AB ضلع امتداد روی را E
ABC مثلث محيطی دايره�ی نيز BP و می�کند قطع P نقطه�ی در را AC ضلع BED مثلث محيطی

.AQ+ CQ = BP کنيد ثابت می�کند. قطع Q نقطه�ی در را

و A فاصله�ی باشند، يک و صفر از nتايی دو B = (b1, b2, . . . , bn) و A = (a1, a2, . . . , an) اگر .۶
.(1 ≤ i ≤ n) ،ai ̸= bi که می�گيريم iهايی تعداد برابر را B

کنيد فرض حال است.) ۲ برابر B و A فاصله�ی ،B = (1, 1, 0) و A = (0, 1, 1) اگر مثال (به�عنوان
است. d آنها دوی به دو فاصله�ی که به�طوری باشند، يک و صفر از nتايی سه C و B ،A که

است. زوج d که دهيد نشان الف)
d

2 برابر C و B ،A با فاصله�اش که دارد وجود ،D مثل يک، و صفر از nتايی يک که کنيد ثابت ب)
است.
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ریاضیدوره المپیاد  هفدهمین دومسوالات مرحله 

 1378سال 
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کشور رياضی المپياد هفدهمين دوم مرحله�ی آزمون
۱۳۷۸ ارديبهشت برگزاری: زمان

۲ جلد ايران، در رياضی المپياد منبع:
اخباريفر مهران کارای، ملاحی کيوان محموديان، عباداالله دکتر تأليف

شود؟ حاصل 2 از ديگری توان ارقامش جابه�جايی با که دارد وجود باشد 2 از توانی که مثبتی و صحيح عدد آيا .۱
چرا؟

قائم�الزاويه�ی مثلثهای می�گيريم. نظر در ∠C > 45◦ و ∠B > 45◦ فرض با را ABC مثلث .۲
∠CAM = ∠BAN = که می�سازيم طوری ABC خارج در را BAN و CAM متساوی�الساقين
.∠P = 90◦ که می�سازيم طوری را BPC متساوی�الساقين قائم�الزاويه�ی مثلث ABC داخل در و ،90◦

است. متساوی�الساقين قائم�الزاويه�ی مثلث يک نيز MPN مثلث که کنيد ثابت

درخت عدد 10000 تعداد و شده تقسيم متساوی�الفاصله نقاط از 100×100 شبکه�ای به مربع�شکل زمين يک .۳
را کنيم قطع می�توانيم که درختهايی تعداد ماکزيمم است. شده کاشته شبکه اين نقاط از يکی در کدام هر
نبينيم. را ديگری بريده�شده�ی درخت هيچ بگيريم قرار شده�ای بريده درخت هر محل در اگر که کنيد پيدا

باشد.) واقع نشده�ای بريده درخت بريده�شده، درخت دو هر بين واصل پاره�خط روی (يعنی

زير به�صورت m طبيعی عددهای همه�ی .۴

m =
1
a1

+
2
a2

+ · · ·+ 1378
a1378

باشند. مثبت و صحيح اعدادی a1378 و · · · ،a2 ،a1 آن در که کنيد پيدا را

نقاط حال دارند. قرار CA و BC ،AB روی به�ترتيب R و ،Q ،P نقاط است. مفروض ABC مثلث .۵
با BC ،A′B′ با AB که می�گيريم نظر در طوری RQ و QP ،PR روی به�ترتيب را C ′ و B′ ،A′

که کنيد ثابت باشند. موازی C ′A′ با CA و B′C ′

AB

A′B′ =
PQRمساحت
A′B′C مساحت′

که پاره�خطهايی همه�ی .(n ≥ 2) باشند صفحه در متمايز نقطه�ی n ،An و · · · ،A2 ،A1 کنيد فرض .۶
رنگ به را پاره�خطها اين از يک هر وسط و می�گيريم نظر در را می�آيند به�دست نقاط اين دوبه�دوی اتصال از

تاست؟ چند به�دست�آمده قرمز نقاط تعداد حداقل می�کنيم. رنگ قرمز،

@hamsaz_group
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ریاضیدوره المپیاد  هجدهمین دومسوالات مرحله 
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ریاضیدوره المپیاد  نوزدهمین دومسوالات مرحله 
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مرحلهی دوم نوزدهمين المپياد رياضی کشور، ١٣٨٠ 

روز اول  

يک مربع کامل است. ثابت کنيد  np1عددی طبيعی باشد، به طوری که  nعددی اول و  pفرض کنيد  .١
nتوان می  تا مربع کامل نوشت. pرا به صورت مجموع  1

Bمفروض است. روی اضلاع آن سه مثلث  ABCی الزاويهمثلث حاده .٢ AC ،C AB  وABC  را به
سازيم، به طوری که: سمت خارج می

B AC C BA ABC

BCA C AB ACB

   

   

     

     

30
60

Bباشد، نشان دهيد  BCوسط ضلع  Mاگر  M  برAC   .عمود است

ها افقی و مربع يکسان را طوری در صفحه قرار داد که اضلاع آن nهايی را پيدا کنيد که بتوان nتمام  .٣
عمودی باشند و شکل حاصل حداقل سه محور تقارن داشته باشد. 

@hamsaz_group
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مرحلهی دوم نوزدهمين المپياد رياضی کشور، ١٣٨٠ 

روز دوم  

، داشته باشيم:xبا ضرايب حقيقی را پيدا کنيد که برای هر عدد حقيقی  Pهای ایتمام چندجمله .٤

( ( )) ( ( )) ( )P P x P P x P x  22 2 2 

) ABCدر مثلث  .٥ )AB AC های سازهای رأسنيمB  وC  اضلاع مقابل را به ترتيب درP  وQ 
IPگيريم. اگر می Iی ساز را نقطهی تقاطع دو نيمچنين نقطهکنند. همقطع می IQ ی باشد، زاويهA 

چند درجه است؟

جدولی با يک سطر و تعدادی نامتناهی خانه در نظر بگيريد، که از سمت چپ متناهی باشد(نظير شکل زير) .٦

......... 

تعدادی مهره قرار گرفته ها ای که در بعضی خانهبه گونه ايمدر اين جدول تعدادی متناهی مهره قرار داده
  ها انجام داد:توان روی مهرهتر از يک مهره باشد.) دو عمل زير را میتواند بيشخانه میاست. (در يک 

ی های خانهتوان يکی از مهرهی مجاور، در هر يک تعدادی مهره وجود داشته باشد، میاگر در دو خانه )١
 ی سمت راست را حذف کرد. سمت چپ را دو خانه به راست برد و يک مهره از خانه

ها توان يکی از مهرههای سوم به بعد بيش از يک مهره وجود داشته باشد، میدر حالتی که در يکی از خانه )٢
خانه به سمت چپ برد.  دو  ی ديگر رارا يک خانه به راست و يک مهره

رسيم که ديگر هيچ عملی قابل الف) ثابت کنيد که با آغاز از هر حالتی، پس از تعدادی عمل به وضعيتی می
  انجام نيست. 

اُم يک مهره قرار دارد. ثابت کنيد با انجام اعمال ذکر شده nهای اول تا ب) فرض کنيد در هر يک از خانه
nی ای از خانهگاه مهرههيچ   اُم جلوتر نخواهد رفت.1

@hamsaz_group
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)

 سؤالات مرحله دوم بيستمين دوره�ی المپياد رياضی،۱۳۸۱ 

 n} = {a۱, a۲, . . . , an , . . . ,۱,{ می�ناميم هرگاه  n،. . . ، ۱، ۲را يک جای�گشت از اعداد a۱, a۲, . . . , an .۱
۲{ يعنیa۱  تاan  همان اعداد۱  تاn  هستند که احتمالاً ترتيب آن�ها تغيير کرده است(. تمام 
  i+  ۱بر a۱ + a۲ + · · · + ai) ،۱ ≤ i ≤ n (۲را بيابيد که برای  a۱, a۲, . . . , anمانند  nجای�گشت�های ۱ تا
بخش�پذير باشد. است. ۴ و ۳ ،۲ ،۱ اعداد از جای�گشت يک a۴ = ۲ و a۳ = ۴ ،a۲ = ۱ ،a۱ = ۳ مثال برای

جز به مستطيل�ها که طوری به پوشانده�ايم مستطيل(کوچک�تر) تعدادی وسيله�ی به را مستطيل يک .۲
اضلاع موازی پوشاننده مستطيل�های اضلاع ضمن در ندارند. اشتراکی هم با اضلاع و رئوس در احتمالاً
نمی�گيرد. قرار اصلی مستطيل از بيرون مستطيل�ها از قسمتی هيچ هم�چنين هستند، اصلی مستطيل

می�دهد: نشان را حالت�ها اين از يکی زير شکل مثال، برای

بپوشانيم فوق شرايط به توجه با کوچک�تر مستطيل�های وسيله�ی به را مستطيل که طور هر بنابرای
می�شود، ديده پاره�خط�ها برخورد نقاط تعدادی و عمودی و افقی خط(پاره�خط) تعدادی حاصل شکل در
شکل در مثلاً باشد، پاره�خط دو تقاطع محل هرگاه می�گوييم ((چهارراه)) يک را برخورد نقطه�ی يک
خط ۵ شکل اين در هم�چنين نيستند، چهارراه K و D و C نقاط ولی هستند چهارراه B و A نقاط بالا
مستطيل ۱۰ وسيله�ی به شکل ضمن در می�شود، ديده عمودی خط ۶ و (KL,DJ,CG,EF,HI) و افقی

است. شده پوشانده
سه اين و بگيريم. نظر در چهارراه�ها تعداد و عمودی افقی، خط�های تعداد اگر صورت هر در دهيد نشان

سه. عدد اضافه�ی به پوشاننده مستطيل�های تعداد با است برابر حاصل کنيم، جمع هم با را عدد

روی نقاطی ترتيب به N و M ضمناً .∠ABC = ∠ADC = ۱۳۵◦ داريم ABCD محدب چهارضلعی در .۳
دوم برخورد محل K هم�چنين ،∠MCD = ∠NCB = ۹۰◦ که طوری به می�باشند AB و AD (امتداد)

است. عمود KC بر AK کنيد ثابت می�باشد. AMN و ABD مثلث دو محيطی دايره��های

که می�شود ساخته گونه�ای به ABCD محدب چهارضلعی می�باشند. صفحه در ثابت نقطه�ی دو B و A .۴
هر که طوری به دارد وجود ثابت نقطه�ای کنيد ثابت .∠ADC = ۹۰◦ زاويه�ی و AD = DC و AB = BC

می�گذرد. نقطه اين از همواره DC از گذرنده خط بسازيم AB طرف يک در را ABCD چهارضلعی طور

@hamsaz_group
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داده�ايم، توسعه بزرگ�تری فضای به δ نام به جديد موجودی کردن اضافه با را حقيقی اعداد مجموعه�ی .۵
R) .a, b ∈ R که هستند a+ bδ شکل به موجوداتی آن اعضای و می�دهيم نشان R[δ] با را جديد فضای

است.) حقيقی اعداد مجموعه�ی نشان�دهنده�ی
.b = b′ و a = a′ اگر تنها و اگر a+ bδ = a′ + b′δ که می�کنيم قرارداد

!δ۲ = ۰ ولی نيست صفر چند هر که طوری به است کوچک بسيار موجودی δ
می�شود: تعريف زير شکل به ضرب و جمع فضا اين روی

(a+ bδ) + (a′ + b′δ) = (a+ a′) + (b+ b′)δ

(a+ bδ)(a′ + b′δ) = aa′ + ab′δ + ba′δ′ + bb′δ۲ = aa′ + (ab′ + ba′)δ

ريشه�ی R در چندجمله�ای اين که دهيد نشان باشد، حقيقی ضرايب با چندجمله�ای يک P (x) کنيد فرض
ريشه�ای يعنی غيرحقيقی باشد.(ريشه�ی داشته حقيقی غير ريشهای R[δ] در اگر تنها و اگر دارد، مضاعف

.(b ̸= ۰ که a+ bδ شکل به
باشد. بخش�پذير (x− a)۲ بر P (x) اگر است P (x) چندجمله�ای مضاعف ريشه�ی a می�گوييم توضيح

شده برگزار کلاس بچه�های بين ميز روی تنيس مسابقه�ی ۱۰۰ گذشته سال در نفره ۲۰ کلاس يک در .۶
دو خود بين از می�خواهند کلاس بچه�های نداده�اند. مسابقه هم با بار يک از بيش نفری دو هيچ است،
که شرط اين با کنند انتخاب مدرسه مسابقات در شرکت برای ندارند) مشترک عضو تيم (دو نفره دو تيم
مختلف طريق ۴۰۵۰ به کار اين که می�دانيم باشند، کرده بازی هم با گذشته سال در تيم يک عضو دو

کرده�اند. بازی مساوی تعداد به گذشته سال در کلاس بچه�های همه�ی کنيد ثابت است. امکان�پذير

@hamsaz_group
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 سؤالات مرحله دوم بيست و يکمين دوره�ی المپياد رياضی،۱۳۸۲ 

.۱ عدد طبيعیn  را سه�لايه�ای می�ناميم، هرگاه بتوان مجموعه�ی مقسوم�عليه�های مثبت آن را به سه 
دسته طوری تقسيم کرد که مجموع اعضای هر سه دسته با هم برابر باشد.

بزنيد. مثال سه�لايه�ای عددی الف.
دارد. وجود سه�لايه�ای عدد بی�نهايت کنيد ثابت ب.

ندارند. قرار خط يک روی آن�ها همه�ی که طوری به (n ≥ ۳) دارد وجود خانه n روستا يک در .۲
است B نقطه�ی از مناسب�تر A نقطه�ی کار اين برای کنيم. احداث روستا اين در آب منبع يک می�خواهيم

باشد. خانه�ها تا B فواصل مجموع از کم�تر خانه�ها تا A فواصل مجموع اگر
يک حداکثر کنيد ثابت باشد. نداشته وجود آن از مناسب�تر نقطه�ای هيچ که می�گوييم ايده�آل را نقطه�ای

دارد. وجود آب منبع احداث برای ايده�آل نقطه�ی

و A متمايز تيم دو هر برای داده�اند. مسابقه هم با بار) يک دقيقاً تيم دو (هر دو به دو واليبال تيم n .۳
.n = ۴t+ ۳ کنيد ثابت باخته�اند. B و A تيم دو هر از که دارند وجود تيم t دقيقاً B

ندارد.) وجود تساوی واليبال در که کنيد (توجه

کنيد: ثابت را زير نامساوی ،xyz = −۱ شرط با z و y ، xحقيقی عدد سه هر برای .۴
x۴ + y۴ + z۴ + ۳(x+ y + z) ≥ x۲

y
+

x۲

z
+

y۲

z
+

y۲

x
+

z۲

x
+

z۲

y

دايره�ی از BC کوچک�تر کمان روی D نقطه�ی می�باشد. ABC مثلث زاويه�ی کوچک�ترين ∠A زاويه�ی .۵
است. واقع ABC مثلث محيطی

T نقطه�ی می�نمايند. برخورد N و M نقطه�های در ترتيب به AD خط با AC ،AB منصف�های عمود
کنيد ثابت است. CN و BM برخورد محل

BT + CT ≤ ۲R

است. ABC مثلث محيطی دايره�ی شعاع R که

واحد يک بار هر و کرده حرکت به شروع بزرگ شطرنجی صفحه�ی روی دل�خواه رأس يک از روبات يک .۶
خانه�ی دو دارای روبات اين می�کند. حرکت شطرنجی صفحه�ی اضلاع روی اصلی جهت�های از يکی به

دارد. قرار صفر عدد خانه دو هر در کار ابتدای در که است B و A حافظه�ی

@hamsaz_group
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A خانه�ی به ترتيب به باشد، غرب يا شرق جنوب، شمال، سمت به حرکت که اين حسب بر مرحله هر در
می�شود اضافه A خانه�ی عدد اندازه�ی به B خانه�ی به می�شود، کم� يکی A خانه�ی از می�شود، اضافه يکی
که کند طی را مسيری روبات کنيد فرض �می�شود. کم واحد A خانه�ی عدد اندازه�ی به B خانه�ی از يا
مقدار مطلق قدر مسير انتهای در کنيد ثابت بازگردد. خود اول جای به نهايت در و نکرده قطع را خودش

پيموده. روبات که است شکلی درونی مساحت با برابر ،B حافظه�ی خانه�ی

@hamsaz_group
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 سؤالات مرحله دوم بيست و دومين دوره�ی المپياد رياضی،۱۳۸۳ 

ضلع با A زاويه�ی داخلی نيم�ساز برخورد محل D نقطه�ی ،(∠A = ۹۰◦)ABC قائم�الزاويه�ی مثلث در .۱
نيم�سازهای برخورد محل Ia) است. A زاويه�ی نظير خارجی محاطی دايره�ی مرکز Ia نقطه�ی و BC

کنيد: ثابت است.) C و B خارجی زوايای
AD

DIa
≤

√
۲− ۱

نشان صعودی�اند. توابعی f(x)−x۳ و f(x)−۳x که است خاصيت اين دارای f : [۰,∞) → R فرضکنيد .۲
(g(x) ≤ g(y) آن�گاه x ≤ y اگر هرگاه گوييم صعودی را g (تابع است. صعودی نيز f(x)− x۲ − x دهيد

را شهر ۱۰۰ جاده�ها اين است. کرده واگذار خصوصی شرکت ۸۰ به را جاده ۲۴۰۰ مرمت راه وزارت .۳
شده کشيده جاده يک حداکثر شهر دو هر بين و است شهر دو بين جاده هر می�کنند. متصل يک�ديگر به
را دارد نمايندگی سرش دو هر در که آن�هايی بين از جاده ۳۰ مرمت وظيفه�ی شرکت هر می�دانيم است.

دارند. نمايندگی آن در شرکت ۸ حداقل که دارد وجود شهری دهيد نشان است. گرفته عهده به

باشد. بخش�پذير f(m)+ f(n) بر m+n طبيعی، n و m هر برای که بيابيد را f : N → N توابع همه�ی .۴

در ترتيب به را ABC مثلث محيطی دايره�ی و BC ضلع ،ABC مثلث از ∠A زاويه�ی داخلی نيم�ساز .۵
قطع Y و X در را MB شعاع و M مرکز به دايره�ی D نقطه�ی از گذرنده خطی می�کند. قطع M و D

است. کرده
ثابت کنيد خطAD  زاويه�یXAY ∠ را نصف می�کند. 

@hamsaz_group
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طور همين و خودش هم�ستون خانه�های همه�ی می�تواند (m ≥ ۴) m × nجدول در تمساح مهره�ی .۶
گذاشته جدول در است لازم تمساح مهره�ی تعداد چه حداقل کند. تهديد را هم�سطرش مجاور خانه�های
باشند.) عمودی بايد تمساح�ها که کنيد (توجه شود؟ تهديد تمساح يک توسط دست�کم خانه هر تا شود
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  به نام او

 ١٣٨٤ی دوم بيست و سومين المپياد رياضی کشور، مرحله

  روز اول

١. n تر از يک و عددی طبيعی بزرگp  عددی اول است کهn p 1  وp n 3 p. نشان دهيد 1 4 3 

مربع کامل است. 

ABC ،Aدر مثلث  .٢    O1را در نظر بگيريد. فرض کنيد  BCخط روی پاره Dی متغير . نقطه60
 BO1باشد. محل تقاطع  ACDی محيطی مثلث مرکز دايره O2و  ABDی محيطی مثلث مرکز دايره

DOO1ی محيطی مثلث و مرکز دايره Mرا  CO2و  ی از نقطه MNناميم. ثابت کنيد خط می Nرا  2
 گذرد. ثابتی در صفحه می

ها دوی اين ستارهبههای دوکهکشان راه دوغی(!) بيش از يک ميليون ستاره دارد. نشان دهيد، هر لحظه، فاصله .٣
(هر ستاره را يک نقطه فرض کنيد.)  عدد متمايز است. ٧٩کم شامل دست

@hamsaz_group
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  به نام او

 ١٣٨٤ی دوم بيست و سومين المپياد رياضی کشور، مرحله

  روز دوم

تعدادی مهره قرار دارد.  n2های يک جدول در برخی از خانه .٤

ی در عوض يک مهره در خانه توانيم دو مهره از آن خارج کنيم وای بيش از يک مهره باشد، میاگر درخانه
  اش قرار دهيم. ی بالايیسمت راستش و يا يک مهره در خانه

ها را طوری توان مهرهمهره در جدول وجود داشته باشد. ثابت کنيد میn2کم فرض کنيد که در ابتدا دست
  است، برسد.  ستاره مشخص شدهی انتهايی که در شکل با جا کرد که يک مهره به خانهجابه

٥. BC  قطر يک دايره وXY  وتری عمود برBC  است. نقاطP  وM  به ترتيب رویXY  وCY  يا
CYای قرار گرفته اند که ها به گونهامتداد آن PB  وCX MP محل تقاطع .CX  وPB  راK 

PBناميم. ثابت کنيد می MK .

f:تمام توابع  .٦     را بيابيد که برای هر,x y   ،

( ) ( ( ) ( ) ( ))) (x y f f x y x f f x f y  2   

ی اعداد حقيقی مثبت است. (توجه کنيد که صفر عددی مثبت نيست!) مجموعه منظور از 

@hamsaz_group
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  به نام او

 ١٣٨٥ی دوم بيست و چهارمين المپياد رياضی کشور، مرحله

  روز اول

قطع کرده است. نشان دهيد  Nو  Mگذشته و آن را در نقاط  C1ی از مرکز دايره C2ی فرض کنيد دايره .١

Bو  Aو  C1خواهی از دو سر قطر دل Bو  Aاگر نقاط   های خط محل تقاطعAM  وBN ی با دايره

C2  ،باشندAB   .برابر شعاع دايره است

)های با ضرايب حقيقی ایی چندجملههمه .٢ , )P x y  را بيابيد که برای هرx  وy  :حقيقی داشته باشيم

( , ) ( , )P x y x y P x y   2   

 ستاره kهای زمانی مختلف، قابل رؤيت هستند. فرض کنيد از بين هرهای آسمان، در بازهدر طول شب، ستاره .٣
)k  kتوانيم توان در يک لحظه در آسمان ديد. نشان دهيد میمیکم دوتايشان را )، دست1 1  عکس

ها ديده کم در يکی از عکسها، دستدر لحظات مختلف از سرتاسر آسمان بگيريم که هر کدام از آن ستاره
]ی ی بستهشود بازهام در آسمان ديده میiی ها متناهی است. لحظاتی را که ستارهشود. (تعداد ستاره , ]i ia b 
iبناميد که در آن  ia b .(

@hamsaz_group
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  به نام او

 ١٣٨٥ی دوم بيست و چهارمين المپياد رياضی کشور، مرحله

  روز دوم

وجود دارد که  nکنيد تنها متناهی عدد طبيعی مانند تر از يک است. ثابت بزرگ mالف) عدد طبيعی  .٤
mn  mبر  1 n پذير است. بخش 

m,ب) برای اعداد طبيعی متمايز  n  ,ی ثابت کنيد دنباله 2 ,( , )kaa a 0 تر از اد طبيعی بزرگاز اعد 1
aموجود است که  ٢ m0  وka n  و برای هر( , , , )ki   0 داريم  11

i i i ia aa a  1 1 1 

، های روی دايرهتعداد نقطه ای قرار دارند. نشان دهيدبا همين ترتيب، روی دايره Dو  A ،B ،Cنقاط  .٥
MAکه  Mمانند  MD

MB MC
 ها بر هم عمود چهار تاست و به علاوه قطرهای چهارضلعی حاصل از آن نقطه

هستند. 

ا کند. سپس دو کتاب بالايی راند. فردی ابتدا کتاب بالايی را پشت و رو میکتاب روی هم قرار گرفته تعدادی .٦
که به کند و الی آخر. پس از اينزمان پشت و رو میکند. بعد سه کتاب بالايی را همزمان پشت و رو میهم

 به ها دقيقاًجايی، کتابز تعداد جابهکند. ثابت کنيد پس اآخرين کتاب رسيد همان کار را از ابتدا شروع می
 گردند.همان وضع اول برمی

@hamsaz_group
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  به نام او
   کشورياضياد رين المپيست و پنجمي بدوم ي مرحله

چهار ساعت و نيم: زمان  روز اول  ۱۳۸۶ ارديبهشت ۴ شنبه، سه

 بـهAC  ضـلع   را روي  D ي  نقطـه .  اسـت  BC وسط ضـلع     M ي  نقطه.  قائمه است  A ي   زاويه ABCدر مثلث   ) ۱
 P را BDC و AMCهـاي    هاي محيطي مثلـث     محل برخورد دوم دايره   . AD=AMكنيم كه     اي انتخاب مي    گونه
. استACB ي ساز زاويه  نيم CPنشان دهيد خط . ناميم مي

 قطر يكي از وجوهOAايم به طوري كه       ناميده A و   O دو رأس مكعبي را     ) ۲
تر است يا از   به خودش بيش   O از   ۱۳۸۶هاي به طول      تعداد مسير . مكعب است 

O   به Aيك مسير بـه طـول        (؟n       اي از      عبـارت اسـت از دنبالـهn +  رأس1
). دو سر يك ضلع مكعب باشند،مكعب كه هر دو رأس متوالي در دنباله

گوييم ساختماني به ساختمان ديگر مشرف است اگر خـط واصـل از  مي. در شهري تعدادي ساختمان وجود دارد     ) ۳
شده   خواهيم در مكاني داده     مي. درجه بسازد 45اي بيش از      بالاي ساختمان اول به بالاي ساختمان دوم با زمين زاويه         

نــشان دهيــد اگــر . ســاختمان جديــدي بــسازيم
هــاي قبلــي بــه هــم مــشرف نباشــند  ســاختمان

توان اين كار را طوري انجام داد كـه بـاز هـم               مي
شهر را  . هيچ ساختماني به ديگري مشرف نباشد     

خطــي  اي افقــي و هـر ســاختمان را پـاره   صـفحه 
  .ظر بگيريدعمودي بر روي صفحه در ن

  . نمره است۷بارم هر سؤال 
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  به نام او
   کشورياضياد رين المپيست و پنجمي بدوم ي مرحله

چهار ساعت و نيم: زمان  روز دوم  ۱۳۸۶ ارديبهشت ۵چهارشنبه، 

هـا مربـع كامـل و   عـدد طبيعـي متمـايز يافـت كـه مجمـوع آن             nتوان    ، مي nنشان دهيد براي هر عدد طبيعي       ) ۴
.ها مكعب كامل باشد ضرب آن حاصل

دو . اسـت  C1 ي اي داخـل دايـره       نقطـه  A و    بر هم مماس خارجي هـستند      P ي   در نقطه  C2 و   C1 ي  دو دايره ) ۵
AM و   AMمماس   M و   M(كنيم     رسم مي  C2 ي   دايره  بر ′  تقـاطع دومنقاط). ها هستند    محل تماس مماس   ′
AM و AM N و N را، به ترتيب، C1ي  دايره با ′ نشان دهيد. ناميم  مي′

PN MN
PN M N

=′ ′ ′

شود شروع به چـاپ كـردن اعـداد   است كه وقتي روشن مي     طراحي كرده ماشيني  براي جشنواره خوارزمي    فرهاد   )۶
خاصيت اين ماشين اين است كه براي هـر عـدد   . كند اي مي   طبيعي ويژه 

دانيم  مي. كند  را چاپ ميn۳ و  n    ،n۲د   سه عد   دقيقاً يكي از   nطبيعي  
  .شود  چاپ نمي۱۳۸۲۴ ثابت كنيد عدد. كند  را چاپ مي۲ماشين عدد 

.ره است نم۷بارم هر سؤال 
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به نام او
مين المپياد رياضي کشورششي دوم بيست و  مرحله

چهار ساعت و نيم: زمان اولروز  ۱۳۸۷ ارديبهشت ۵شنبه،  سه

nتوان  به چند طريق می) ۱ −  ضلعی منتظم را طوری رسم کرد که اولاً nيک   قطر3
کم   به وجود آمده دستهای  مثلث کدام از ضلعی قطع نکنند، ثانياً هرnديگر را داخل  هم

  ضلعی داشته باشد؟nيک ضلع مشترک با 

 باشد و اين دايره، به ترتيـب، درA، متناظر با رأس     ABCی محاطی خارجی مثلث        مرکز دايره  aIفرض کنيد   ) ۲
Bنقاط   C و   ′ aI.  ممـاس باشـد    AC و   AB بـه امتـداد      ′ B   و aI C      ،بـه ترتيـب ،B C′  قطـعQ و   P را در    ′
ی شعاع   برابر اندازه  BC بر ضلع    Mثابت کنيد طول عمود وارد از       .  است BQ و   CPی برخورد      نقطه Mکنند و     می

 . استABCی محاطی داخلی مثلث  دايره

۳( a ،b ،c و dکم يکی از  دست  اعدادی حقيقی هستند وc و dتابع .  صفر نيست:f  ی  با ضابطه→

( )
ax b

f x
cx d

+
=

+
)، xفرض کنيد برای هر .  را در نظر بگيريد )f x x≠ . نشان دهيد اگر به ازای يکa ،

( )f a a=1387 آنگاه برای هر ،xی  در دامنه f 1387 ،( )f x x=1387) .nfيعنی  nترکيب تابع   بارf(

)نشان دهيد برای هر تابع به شکل : نمايی راه )
sx t

g x
ux v

+
=

+
)ی  ، اگر معادله )g x x= بيش از دو جواب 

)، xداشته باشد آنگاه برای هر  )g x x=. 

. نمره است۷ بارم هر سؤال
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به نام او
مين المپياد رياضي کشورششي دوم بيست و  مرحله

چهار ساعت و نيم: زمان مودروز  ۱۳۸۷ ارديبهشت ۶شنبه، هارچ

) طبيعی n، که برای هر aنشان دهيد تنها عدد طبيعی ) ۴ )na +4 . مکعب کامل باشد، يک است1

. های يک شهر شماره انتخاب کنيم خواهيم برای تلفن می) ۵
. ها استفاده شود اند و از رقم صفر نبايد در آن ها ده رقمی شماره

 استفاده نکنيم تا هر دو ها هدف اين است که از برخی از شماره
 موجود يا در بيش از يک رقم اختلاف داشته باشند و يا ی شماره

ترين  بيش. در يک رقم بيش از يک واحد اختلاف داشته باشند
تواند استفاده شود چند تاست؟ انتخاب اين  تعداد شماره که می

 ترين تعداد شماره، به چند شکل ممکن است؟ بيش

کنـيم تـا، بـه   عمـود مـی    AC و   AB بـر    Hاز  .  باشـد  BC پای ارتفاع وارد بر      ABC  ،Hدر مثلث   فرض کنيد    )۶
T و   Tترتيب، نقاط    AC باشـد و     ABCی محيطی      مرکز دايره  Oنشان دهيد اگر    .  به دست آيند   ′ OT= 2 ،

ABآنگاه  OT ′= 2. 

. نمره است۷رم هر سؤال با
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به نام او
مين المپياد رياضي کشورهفتي دوم بيست و  مرحله

چهار ساعت و نيم: زمان اولروز  ۱۳۸۸ ارديبهشت ۳شنبه،  پنج

)  فرض کنيد)۱ )p xتر يا   کم۱ و ۰، 1−ی  ای درجه دو است که قدرمطلق مقدار آن در سه نقطه  يک چندجمله

]نشان دهيد برای هر . استمساوی يک  ],x ∈ −11، 

( ) .p x ≤
5
4

50×ی   به يک شبکهشکل را يک باغ مربعی) ۲  متر در ۱از قطعات  50
ها يک درخت سيب، انار يا  ايم و در بعضی از قطعه  متر تقسيم کرده۱

کم يک درخت  دانيم که مجاور هر درخت انار، دست می. ايم هلو کاشته

کم يک درخت انار و يک درخت  سيب و مجاور هر درخت هلو دست
ای که در آن درختی نيست،  علاوه مجاور هر قطعه به. جود داردسيب و

دو قطعه را مجاور گوييم اگر يک . (از هر سه نوع درخت وجود دارد
 .)ضلع مشترک داشته باشند

 .تر نيست  تا بيش۱۰۰۰نشان دهيد تعداد قطعات خالی از 

ی محيطی مثلث را در   و دايرهD را در BC ضلع ABC از مثلث Aی  ساز داخلی زاويه فرض کنيد نيم )۳
Mاز .  قطع کندD خط  که دو نيمکنيم می خطی رسم MB و MC )شروع ی با نقطه M ( را در نقاطP و 

Qثابت کنيد .  قطع کندPAQ A≥.

. نمره است۷بارم هر سؤال 
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به نام او
مين المپياد رياضي کشورهفتي دوم بيست و  مرحله

چهار ساعت و نيم: زمان دومروز  ۱۳۸۸ ارديبهشت ۴، هجمع

۴( ( )n n + يک قدم، ی  ه ستون برابر در کنار هم، به فاصلnکار در   سرباز تازه2

ايستد يا به يکی از چهار جهت   با فرمان فرمانده، هر سرباز يا سر جايش می.اند ايستاده

nجايی، سربازها در   پس از جابه!دارد يک قدم بر می +  ستون برابر، به شکل منظم، 2

، به نحوی که دو سطر اول و آخر حذف و دو ستون به چپ و راست اضافه اند رفتهگقرار 

 . زوج استnثابت کنيد . ده استش

na  اعداد طبيعی)۵ a a< < <1 2 j بر ia  متمايز،j و iرای هر  ب هستند که اين خاصيترایاد … ia a− 

iنشان دهيد برای هر . پذير است بخش j<، 

.j iia ja≤

ها پخش   بين آن۱۱ تا ۱های   کارت با شماره۱۱اند و  شکل منظم نشستهای به   نفر دور يک ميز دايره۱۱) ۶

 يک نفر در هر مرحله. است؛ ممکن است برخی کارتی نداشته باشند و برخی بيش از يک کارت داشته باشند شده

 قبل و بعد از باشد، iی آن کارت  های خود را به فرد مجاورش بدهد در صورتی که اگر شماره تواند يکی از کارت می

i، مکان سه کارت اين عمل −1، i و i +  ۰ ی منظور از کارت شماره. (ندهندالزاويه   تشکيل يک مثلث حاده1

 !) است۱ ی  کارت شماره۱۲ ی  و منظور از کارت شماره۱۱ ی کارت شماره

ثابت کنيد . های ساعت، به افراد داده شده باشد  به ترتيب در جهت عقربه۱۱ تا ۱های  فرض کنيد در ابتدا کارت

 .ها در دست يک نفر جمع نخواهد شد گاه کارت هيچ

. نمره است۷بارم هر سؤال 
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به نام او
مين المپياد رياضي کشورتهش دوم بيست و ةمرحل

چهار ساعت و نيم: زمان اولروز  ۱۳۸۹ ارديبهشت ۹شنبه،  پنج

۱ (a و bو اند  دو عدد طبيعی a b> . اگر دو عددab a و 1− b+ نسبت به هم اول باشند و دو عدد 

ab + a و 1 b− ،ثابت کنيد  نيز نسبت به هم اول باشند( ) ( )ab a b+ + −2  .نيست مربع کامل 21

۲( nهايی که  ثابت کنيد تعداد مثلث. ها بر روی يک خط نيستند  نقطه در صفحه داريم که هيچ سه تايی از آن

) ازها يک باشد،   نقطه باشند و مساحت آنnها از بين اين  رئوس آن )n n−22
.تر نيست بيش 3

 بر AB هستند به طوريکه W2 و W1 به ترتيب روی B و A. اند  متقاطعP و D در W2 و W1های  دايره) ۳
 را برای بار دوم در W2ی   دايرهAD . باشدAB به خط Pتر از   نزديکD فرض کنيد .دو دايره مماس است

Cاگر . کند  قطع میM وسط BC باشد، ثابت کنيد: 

DPM BDC=

. نمره است۷بارم هر سؤال 

@hamsaz_group

42

ساز
هم

شی 
موز
ه آ
گرو

www.konkur.in

forum.konkur.in



به نام او
ضي کشورمين المپياد رياتشه دوم بيست و ةمرحل

چهار ساعت و نيم: زمان دومروز  ۱۳۸۹ ارديبهشت ۱۰ه، جمع

)ای  جمله های چند ضريب) ۴ )P x ax bx cx d= + + +3 اند و  هايی حقيقی  عدد2

{ } { }min , max ,d b d c a c+ > +

)ی  ثابت کنيد که معادله )P x = ]ی   در بازه0 . جواب ندارد11−,[

ABC ،Aدر مثلث  )۵ =  و Eدهيم و به ترتيب   امتداد میC و B را از طرف AC و ABاضلاع . 60
F گيريم که  وری در نظر میطها  روی اين امتداد راBE CF BC= ی   دايره محل برخوردKی  نقطه. =

. قرار داردAی  ساز زاويه  روی نيمKثابت کنيد . است) Eبه غير از ( EF با ACEمحيطی مثلث 

ها تدارک ديده  آموز دارد و تعدادی کلاس فوق برنامه برای آن  دانشnای  مدرسه) ۶

در هر  . ثبت نام کندها کلاستواند در هر تعداد از  می آموز  دانشهر که شده است

 مختلف، ر دو کلاسدانيم که اگ  می.اند آموز ثبت نام کرده کلاس حداقل دو دانش

گاه تعداد اعضای آن دو کلاس، متفاوت  آموز مشترک داشته باشند، آن حداقل دو دانش

)ها از  ثابت کنيد تعداد کلاس. است )n −  . بيشتر نيست21

. نمره است۷بارم هر سؤال 
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 به نام او
  المپياد رياضي کشور نهمينمرحلة دوم بيست و 

زمان: چهار ساعت و نيم  روز اول  ۱۳۹۰ارديبهشت  ۸شنبه،  پنج

طوری قرار در اطراف يک خط راست مورچه روی زمين  ۱۳۹۰) ۱
متر است.  يک سانتیتر از  کمهر کدام تا خط سر فاصلة اند که  گرفته

متر باشد  تر از دو سانتی هر دو مورچه بيشسر ثابت کنيد اگر فاصلة 

هر سر (فرض کنيد  است. تر از ده متر بيش مورچهدو کم  دست سرفاصلة 

  است!) مورچه يک نقطه

ABCداريم  ABCمثلث در  )۲ = 60.  از رأسB  عمودي بر ضلعAB زاويةساز  كنيم تا نيم رسم مي
BAC ةرا در نقط D چنين از رأس  طع كند. همقC  عمودي بر ضلعBC زاويةساز  كنيم تا نيم سم مير
ABC ةرا در نقط E .ثابت كنيد قطع كند BED £ 30.

,صعودی های  دنباله ةهم) ۳ , ,a a a1 2 3   برای هر که را بيابيد  اعداد طبيعیاز,i j Î  ،های  عليه تعداد مقسوم

i j+ های  عليه با تعداد مقسومi ja a+  اگر  یعنيدنباله بودن  ی(صعود .باشدبرابرi j£ گاه  آنjia a£.(  

  نمره است. ۷بارم هر سؤال 
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 به نام او
  المپياد رياضي کشور نهمينمرحلة دوم بيست و 

زمان: چهار ساعت و نيم  روز دوم  ۱۳۹۰ارديبهشت  ۹جمعه، 

) ةدر بازعدد حقيقی  n را بيابيد که nترين عدد طبيعی  کوچک) ۴ , ها  مجموع آن د کهنوجود داشته باش 11-(
 باشد. ۲۰ها  های آن صفر و مجموع مربع

رنگ  nتواند به  زيبا می ةياب است. اين پرند ای کم نام پرنده کمان رنگين )۵

مندان حقيقت  مختلف درآيد و هر روز رنگی متفاوت از روز قبل دارد. دانش

اند: هيچ چهار روزی در طول عمر اين  اين پرنده کشف کرده جديدی دربارة

iاُم، که lاُم و kاُم،jاُم، iپرنده وجود ندارد مثل روزهای  j k l< < < 

اُم نيز lو  اُمjرنگ باشد و در روزهای   اُم همkاُم و iو اين پرنده در روزهای 

اُم باشد. حداکثر طول عمر اين kاُم و iاز روزهای  متفاوترنگ و به رنگی  هم

  چند روز است؟ nپرنده بر حسب 

را به  l ةيم تا خط داده شدا هاددامتداد  Cو  Bرا به ترتيب از طرف  ABCاز مثلث  ACو  ABاضلاع  )۶
های مذکور را به  نيز امتداد BCمنصف  نسبت به عمود l ة. فرض کنيد قريننندقطع ک Eو  Dترتيب در نقاط 

Eو  ¢Dترتيب در نقاط  BD. ثابت کنيد اگر کندقطع  ¢ CE DE+ BDگاه  آن = CE D E¢ ¢ ¢ ¢+ =.  

  نمره است. ۷بارم هر سؤال 
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به نام او
المپياد رياضي کشور امين سیمرحلة دوم 

زمان: چهار ساعت و نيم روز اول ۱۳۹۱ارديبهشت  ۱۱شنبه،  دو

قطع  Qو  P ةرا در دو نقط O ،C1به مرکز  C2 ةروی آن مفروض است. داير O ةو نقط C1 ةداير) ۱

Cکند. می و فرض  مماس داخل است C1بر  S ةمماس خارج و در نقط C2بر  R ةکه در نقط استای  دايره 3

ثابت ناميم.  می Yو  Xرا به ترتيب  C1با  ORو  PRگذرد. محل برخورد دوم  می Q ةاز نقط RSکنيد خط 

 .موازی است SYبا  QX کنيد

به را دور يک دايره قرار داد  nو...  ۳، 2، 1توان اعداد  . به چند طريق میباشدعددی طبيعی  n فرض کنيد )۲

 باشد؟ شمجاور دو عددِ مجموعِعليهی از  هر عدد مقسومکه شکلی 

nعدد طبيعی  باشدعددی طبيعی  t اگر ثابت کنيد )٣  کدام از اعدادِ هيچ و استاول  tوجود دارد که نسبت به  1

 n t، n t2 ،n t3 ...و 
عدد طبيعی به يک باشد و  ،عليه مشترک مثبت آن دو تنها مقسوم ند اگرهستدو عدد نسبت به هم اول ( .نيستندتوان کامل 

a  طبيعی اعداد اگر شود گفته میتوان کامل b  وm  که  باشندموجودm  maو 2 b(.

نمره است. ۷بارم هر سؤال 
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به نام او
المپياد رياضي کشور امين سیمرحلة دوم 

زمان: چهار ساعت و نيم روز دوم ۱۳۹۱ ارديبهشت ۱۲ شنبه، سه

د که هر عدد طبيعی در نشو از اعداد طبيعی يافت می ...و A1 ،A2 ،A3های دو عضوی  الف) آيا زيرمجموعه) ٤
 ؟باشد n1391برابر  nAمجموعِ اعضای ، n ها ظاهر شود و برای هر عدد طبيعیِ دقيقاً يکی از اين مجموعه

شوند که هر عدد طبيعی در دقيقاً  طبيعی يافت میاز اعداد  ...و A1 ،A2 ،A3دو عضوی های  ب) آيا زيرمجموعه 
n برابر nAمجموعِ اعضای ، n ها ظاهر شود و برای هر عدد طبيعیِ يکی از اين مجموعه ؟باشد 21391

x یایِ درجة دو چندجمله )٥ ax b 2دانيم که شرط لازم و کافی  را در نظر بگيريد. می ،ی، با ضرايب حقيق
aيعنی  ،اين است که دلتای آن تجزيه کرد در اعداد حقيقی آن راکه بتوان  برای اين b2 تر يا مساوی  بزرگ ،4

نشان دهيد چيزی مشابه دلتا برای  است. bو  a های متغيره باای  جملهدلتا نيز يک چندتوجه کنيد که صفر باشد. 
)ایِ چهار متغيرة  چندجملهثابت کنيد های درجة چهار وجود ندارد:  ای چندجمله , , , )a bP c d  وجود با خاصيت زير

 :ندارد
x درجة چهار ای چندجمله ax bx cx d  3 ایِ  جمله دضرب چهار چن قابل تجزيه به حاصل 24

) اگر و تنها اگر درجة يک باشد , , , )a b c dP  0.

مماس  ABو  BC ،CAبر اضلاع به ترتيب  Fو  D ،Eدر نقاط  ABCمحاطی داخلی مثلث  دايرة) ۶

محاطی  ثابت کنيد مرکز دايرة ناميم. یم Sو  T، نقاط Cو  Bرا به ترتيب نسبت به  Eو  Fنقاط  قرينةاست. 

 قرار دارد. ABCمحاطی داخلی مثلث  دايرة يا روی درون ATSداخلی مثلث 

نمره است. ۷بارم هر سؤال 
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  روز اول

 ی و نسبت به هم اول را بيابيد کهای طبيعهb و a ةهم. ۱

/ .
a

b a
b


aاگر: توضيح(  bو  92  b/ گاه آن، 13 a برابر سيزده و نود و دو صدم است(.

به اين . دنوزنه باش nوزن  ،nwو ... ،w1 ،w2فرض کنيد اعداد طبيعی  .٢
 تر کوچککه  W يعیطب گوييم اگر برای هر عدد می» کامل«ها  مجموعه از وزنه

nwاز  w w  1 2  برابر ها وزنهاين تعدادی از  ، مجموع وزناست W 
ين وزن را تر سنگين يک وزنه با ،کاملوزنة   ثابت کنيد اگر از يک مجموعه. شود

  .امل استمانده نيز ک باقیحذف کنيم، مجموعه وزنة 

 A که شامل رأس مثلثمحيطی  ةاز داير BC وسط کمان. داده شده است ABC خواه مثلث دل. ٣
رسم  MC و MB ، دو خط به موازاتمحيطی مثلث ةيرمرکز دا ،O ةاز نقط .ناميم می M نيست را

ارتفاع امتداد اگر ثابت کنيد  .قطع کنند L و K را به ترتيب در نقاط AC و AB کنيم تا اضلاع می
NK گاه آن تلاقی کند N ةنقط محيطی در ة، با دايردر مثلث A نظير رأس NL. 

 موفق باشيد
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 روز دوم

و رسم  را بر دايره  PB و PA دو مماس. باشدای خارج از آن  نقطه P يک دايره و Cفرض کنيد . ٤
 را در C ةبرای بار دوم داير PBK محيطی مثلث ةداير. ايم انتخاب کرده AB خط روی پاره را K نقطة
Pرا  Aنسبت به  P ةقرين. کند قطع می Tنقطة   نشان دهيد. ناميم می PBT P KA   .  

nيک جدول های  در خانه .٥ m از ی يها ، خانهمنظور از يک رديف اريب. اعداد صحيح نوشته شده است
خواهيم طی چند  می .مقداری ثابت استبرابر ها  آن سطر ةستون و شمار ةشمارجدول است که تفاضل 

يک رديف  های يک رديف افقی يا خانه توانيم مرحله میدر هر . مرحله اعداد داخل جدول را صفر کنيم
ثابت  .عمودی و يا يک رديف اريب را انتخاب و از همه يک واحد کم کنيم يا به همه يک واحد اضافه کنيم

3 زيرجدولهر  بتوان اعداد داخلکنيد اگر  توان  می گاه آن صفر کرد های ديگر، ، صرف نظر از خانهرا 3
5جدول به عنوان مثال در  .اعداد داخل جدول را صفر کردهمة  اريب  های رديفيکی از های  خانه ،زير 9

3های  های يکی از زيرجدول و خانه  با علامت توجه کنيد که خانة  .مشخص شده است با علامت  3
  .شود تنهايی يک رديف اريب حساب می نيز به) ٩، ستون ١سطر (بالا  -گوشة راست 

١ ٢ ٣ ٤ ٦٥ ٧  ٨  ٩ 
 ١ 
          ٢ 
            ٣ 
٤ 

٥ 


3ابتدا به اين سؤال فکر کنيد که اعداد يک جدول : نمايی راه(  .)تدر چه صورت قابل صفر کردن اس 3

 ةدنبال. ٦ na کند زير صدق می ةاز اعداد طبيعی در رابط: 

[ ] [ ]n n
n

n n

a a
a

a a





 1
2

1

2 2

]که در آن منظور از  ]xصحيح عدد  ء، جزx عدد طبيعی ثابت کنيد  .استm د دارد که وجوma  و  4
 ,ma  1 3 4.

موفق باشيد 
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 روز اول

 مرغ تخم عدد ۳۰ و برنج کيلوگرم ۱۰ شامل بايد سبد هر. است کالا سبد  ۱۰۰ پخش مسئول گاهی فروش. ۱
 برخی در ولی دارد وجود سبدها در مرغ تخم عدد ۳۰۰۰  و برنج کيلوگرم ۱۰۰۰ مجموعاً که دانيم می. باشد

 مرحله هر در توانند می گاه فروش کارمندان. است يادشده مقدار از تر بيش يا تر کم کالا دو اين مقدار سبدها
 در کم دست. کنند جا جابه را سبد دو آن مرغ تخم تعداد هر و برنج خواه دل مقدار هر و انتخاب را سبد دو

 کرد؟ برابر هم با را سبدها همة مرغ تخم و برنج ای، اوليه وضعيت هر از شروع با توان، می مرحله چند

ABCDمربع  .٢ P و N  نقطة دو. است مفروض   AD و AB اضلاع روی ترتيب، به ،   انتخاب شکلی به  

PNکه اند شده NC Q نقطة و     که  شده انتخاب طوری AN  خط پاره روی   NCB QPN  .
 کنيد ثابت

 .BCQ PQA
1 
2

x نامنفی و حقيقی اعداد .٣  ،  y و z دانيم می. هستند مفروض 

  ( ) .xy yz zx x y z    2 2 22
کنيد ثابت

.
x y z

xyz
 

 3 2
3

 موفق باشيد
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  روز دوم

.بيابيد را زير معادلة طبيعی های جواب تمام .٤
nn mn m 

 عضو دو b و a   هرگاه که صورتی در گوييم  »توانا«  را S  مانند مثبت حقيقی اعداد از ناتهی زيرمجموعة .٥
ba اعداد از يکی کم دست گاه آن باشند آن متمايز S عضو ab يا      .باشند  

 .بزنيد مثال عضوی چهار توانای مجموعة يک. الف
.ندارد عضو  چهار از بيش متناهی توانای مجموعة يک کنيد ثابت .ب

 به ها بندی گروه هفته هر پايان در و اند شده تقسيم گروه تعدادی به اعضا ، »ای حرفه معمابازان «  انجمن در .٦
 همة و شود می مشخص عضو ترين به عنوان به اعضا از يکی گروه هر در کند؛ می تغيير خاصی شکل

 عضو يک فقط گروهی اگر. دهند می تشکيل را جديد گروه يک و شده جدا خود گروه از ها گروه های ترين به 
 دارد عضو n انجمن کنيد فرض. شود می منحل قبلی گروه و رود می جديد گروه به عضو همان باشد داشته

 اعضای تعداد بعد به آن از که رسد می فرا ای هفته کنيد ثابت. باشند بوده گروه يک در اعضا همة ابتدا در و
n1 حداکثر ها گروه تمام 2   .است  

موفق باشيد 
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۱۳۹۴ رياضی، المپياد دوره ٔ سومين و سی دوم مرحله راه حل های و سوالات

نابرابر قطعاتی به وسط، از نامنظم برش چند با را دايره شکل به کيکی بهرام و آرش کنيد فرض .۱
حق فقط بهرام سپس بردارد. دل خواه به را قطعات از يکی می تواند آرش ابتدا در کرده اند. تقسيم
در کس هر ترتيب، همين به و باشد شده برداشته مجاورش قطعهٔ که بردارد را قطعه ای دو از يکی دارد
شده برداشته مجاورش قطعهٔ قبلی مراحل از يکی در که بردارد را قطعه ای دارد حق فقط خود نوبت
قطعات، وزن دانستن با آرش، باشد، شده قطعه پنج شکل هر به کيک ابتدا در اگر کنيد ثابت باشد.

برسد. او به کيک نصف دست کم که کند عمل طوری می تواند

نامحدود کامپيوتر حافظهٔ کند. ذخيره را جبری عبارات خود حافظهٔ در می تواند که داريم کامپيوتری .۲
را زير اعمال می توان کامپيوتر اين با است. شده ذخيره آن حافظهٔ در x عبارت فقط ابتدا در و است

داد: انجام

(به کرد ذخيره حافظه اش در نيز را ۱
f

می توان باشد، کامپيوتر حافظهٔ در f جبری عبارت هرگاه •
نباشد). صفر با متحد f اين که شرط

در نيز را f − g و f + g می توان باشند، کامپيوتر حافظهٔ در g و f جبری عبارت های هرگاه •
باشند.) يکسان می توانند g و f ) کرد. ذخيره حافظه اش

... و ۱
x− ۱

x

+ ۱
x

، ۱
x− ۱

x

،x− ۱
x

، ۱
x

کرد: ذخيره حافظه در را عبارات اين می توان مثال عنوان به
(دو کرد. ذخيره حافظه در را آن با متحد عبارتی يا و xn عبارت بتوان که بيابيد را n طبيعی اعداد همهٔ
باشند.) برابر باشد، دو هر دامنهٔ در که x مقدار هر برای اگر می گوييم متحد را x متغير با جبری عبارت

نقـاط در ترتيب به را AB و AC اضلاع می گذرد، ABC مثلث C و B رئوس از که دلخواهی دايرهٔ .۳
باشد AC بر P از شده رسم عمود پای H و باشد CE و BD تقـاطع Pمحل اگر می کند. قطع E و D

متشابه اند. CAE و MNH مثلث های کنيد ثابت باشند، AP و BC وسط های ترتيب به N و M و

@hamsaz_group
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۱۳۹۴ رياضی، المپياد دوره ٔ سومين و سی دوم مرحله راه حل های و سوالات

پای ترتيب، به Y و X .∠ADC = ∠ACB و است A زاويهٔ نيمساز AC ،ABCD چهارضلعی در .۴
BD خط روی AXY مثلث ارتفـاعی مرکز کنيد ثابت هستند. CD و BC بر A از شده رسم عمودهای

است.) آن ارتفـاع های برخورد محل مثلث، يک ارتفـاعی (مرکز است.

،۱ طول های به بازه n+ ۱ کرده ايم. تقسيم مساوی قسمت ۲n به نقطه ۲n با را دايره يک محيط .۵
دهيد نشان است. نقـاط اين روی آنها ته و سر که دارند قرار نحوی به دايره اين روی n + ۱ ،. . . ،۲

است. ديگری درون کاملاً بازه ها اين از يکی

که نوشت طبيعی عدد دو جمع صورت به را n می توان دهيد نشان است. طبيعی عددی n ≥ ۵۰ .۶
۸۰+۱۴ صورت به می توان را ۹۴ مثال، برای نباشند. بزرگ تر √n از عدد دو آن از کدام هر اول عوامل

نيستند. بزرگ تر √۹۴ از عدد دو اين اول عوامل از يک هيچ که نوشت

@hamsaz_group
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1395اردیبهشت  9روز اول ،   

aفرض کنید  – 1 b c  : سه عدد حقیقی مثبت باشند. ثابت کنید

( )c a a b c

c

a b c

  
 

 

2 3
6 3 1 1 1

Cدانیم . میمفروض است با دایره محیطی  ABCمثلث   – 2 B  2در نقطه . A مماسی بر دایره 

بر  Cرا طوری رسم می کنیم که در نقطه  قطع کند . دایره  Eرا در نقطه  BCرسم می کنیم تا امتداد 

Eقطع می کند . از نقطه  Fرا در نقطه  ABاین دایره ضلع  نیز بگذرد . Bمماس شود و از نقطه  ACضلع 

 از دایره  BCمی باشد ( اگر وسط کمان  Kو  Aبین  BCرسم می کنیم .)  را بر دایره KEمماس 

,بنامیم ، ثابت کنید چهار نقطه  Mنیست( را A)که شامل  , ,A F M K . بر یک دایره اند 

. یک  فرض کنید شورایی شش عضو دارد و تصمیم ها در این شورا براساس رای موافق و مخالف است – 3

روشی است که دارای دو شرط زیر باشد : "روش قابل قبول تصمیم گیری"

ق تغییر مواف شرط صعودی بودن : اگر در حالتی نتیجه نهایی مثبت باشد و یکی از اعضای مخالف نظرش را به

 دهد باز هم نتیجه مثبت بماند .

شرط تقارن :اگر همه اعضا نظر خود را تغییر دهند ، نتیجه نهایی نیز تغییر کند .

است به این ترتیب که اگر به اعضا ، وزن های نامنفی  "وزن دار"قبول تصمیم گیری ، یک نوع روش قابل 

𝑎1،𝑎2، … ،𝑎6  اختصاص داده شود و تصمیم نهایی با مقایسه مجموع وزن رای دهنگان مخالف و موافق مشخص

𝑎1شود . مثلا اگر  = 𝑎2و   2 = 𝑎3 = ⋯ = 𝑎6 = تصمیم گیری بر اساس رای اکثریت است مگر در  1

برابری که رای نفر اول تعیین کننده خواهد بود . یک روش قابل قبول برای تصمیم گیری مثال بزنید که  حالت

 به شکل رای گیری وزن دار قابل توصیف نباشد . الزاما باید درستی مثال خود را ثابت کنید .
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1395اردیبهشت  10روز دوم ، 

4 – 𝑛 ≥ خط را در صفحه رسم کرده ایم به طوریکه هیچ دوتایی موازی نیستند و هیچ سه تایی نیز همرس  3

در دوطرف این نقطه روی هر دوخط  مینامیم هرگاه درونیرا  خطوطتقاطع دوتا از این  نمی باشند . یک نقطه

نقاط دیگری وجود داشته باشند .  ثابت کنید حداقل گذرا از این نقطه ، 
(𝑛−2)(𝑛−3)

2
تا از نقاط تقاطع ، درونی   

هستند .

ساز زاویه نیم AC داخل آن جوری درنظر گرفته شده است به طوری که Tو نقطه  ABCDچهارضلعی  – 5

BCDاست وABC ATD DAC    چنینو همADC ATB BAC    .

BATثابت کنید  DAC  

f:تمام توابع   – 6  : را بیابید که در دو شرط زیر صدق کند

)داشته باشیم:  1394و بزرگ تر از  𝑛 عدد طبیعیالف( به ازای هر )f n n 32

m,ب( به ازای هر  n  :داشته باشیم( ) ( )m n f m f n 
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ریاضیدوره المپیاد  پنجمینو  سی دومسوالات مرحله 
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6139 فروردین 31روز اول ،   

،𝑎1،𝑎2،𝑎3ثابت کنید دنباله الف(  – 1 ∋ 𝑖،𝑗از اعداد طبیعی وجود ندارد که برای هر  …  ℕ  که𝑖 < 𝑗  :

𝑎𝑖)ب + 𝑗 ، 𝑎𝑗 + 𝑖) = 1 

،𝑎1،𝑎2،𝑎3یک عدد اول و فرد می باشد . ثابت کنید دنباله  𝑝ب( فرض کنید  از اعداد طبیعی وجود دارد که هیچ  …

𝑎𝑖)کدام از عبارت های  + 𝑗 ، 𝑎𝑗 + 𝑖)  با شرط𝑖 < 𝑗  بر𝑝 بخش پذیر نباشد. 

"می باشد   𝑏 و 𝑎بزرگ ترین مقسوم علیه مشترک  (𝑎،𝑏)توجه کنید که منظوراز  "

𝐴𝐵که  𝐴𝐵𝐶𝐷داخل ذوزنقه متساوی الساقین  ،𝑃نقطه  – 2 ∥ 𝐶𝐷 طوری انتخاب شده است که اولاً است 

∠𝐴𝑃𝐵 > ∠𝐴𝐷𝐶 ًو ثانیا ∠𝐷𝑃𝐶 >  ∠𝐴𝐵𝐶 ثابت کنید .𝐴𝐵 + 𝐶𝐷 > 𝐴𝐷 +  𝐵𝐶 

𝑛جدولی  – 3 × 𝑛  داریم که𝑛  بر سه بخش پذیر است . می خواهیم برخی از خانه های یک در یک جدول را به رنگ

𝑚زیرجدول سیاه در بیاوریم با این شرط که در هر  × 𝑚    که𝑚 > ، تعداد خانه های سیاه از تعداد خانه های  1

سفید بیشتر نباشد . حداکثر چند خانه را می توانیم سیاه کنیم ؟
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 1396اردیبهشت  1روز دوم ، 

 

𝑥4دو عدد حقیقی و مثبت باشند بطوری که  𝑥،𝑦فرض کنید  – 4 − 𝑦4 = 𝑥 − 𝑦  ثابت کنید . 

𝑥 − 𝑦

𝑥6 −  𝑦6  ≤  
 4 

 3 
 (𝑥 + 𝑦)        ب 

 

 

 

پنج کودک باهوش دور میزی نشسته اند . معلم تعداد سیب را بین آن ها تقسیم می کند و می گوید من به برخی  – 5

سیب داده ام . تعداد سیب های هیچ دونفری یکسان نیست و هر نفر علاوه بر دانستن تعداد سیب های خود ، تعداد 

 کناری خود را نیز می داند . هر نفر باید اختلاف تعداد سیب های دونفر رو به رویی خود را حدس بزند .  سیب های دونفر

ر رو  به باشد ، حداقل یکی از کودکان می تواند اختلاف سیب های دو نف 16الف ( ثابت کنید اگر تعداد سیب ها کمتر از 

 .رویی خود را حدس بزند

باشد ، معلم می تواند جوری سیب ها را بدهد که هیچ کس نتواند اختلاف  16ها برابر با  ب( ثابت کنید اگر تعداد سیب

 .رو به رویی خود را حدس بزند دونفر  تعداد سیب های

 

 

 

 

دو  𝑋را روی دایره محیطی این مثلث در نظر گرفته ایم . از نقطه  𝑋یک مثلث باشد . نقطه  𝐴𝐵𝐶فرض کنید  – 6

 𝑌را  𝑋𝑃𝑄قطع کند . مرکز دایره محیطی مثلث   𝑃،𝑄را در نقاط  𝐵𝐶می زنیم تا ضلع  𝐴𝐵،𝐴𝐶عمود به ضلع های 

 .بنامید

روی یک دایره  𝐴𝐵𝐶  ،𝑌 روی دایره محیطی 𝑋متساوی الاضلاع باشد ، ثابت کنید با تغییر  𝐴𝐵𝐶الف( اگر مثلث 

 .حرکت می کند

 . متساوی الاضلاع است 𝐴𝐵𝐶روی یک دایره حرکت کند ، ثابت کنید  𝐴𝐵𝐶  ،𝑌 روی دایره محیطی 𝑋ب( اگر با تغییر 
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خدا نام به

ریاضی المپیاد دوره ششمین و سی دوم مرحلۀ

نیم و ساعت چهار زمان: اول روز ۱۳۹۷ فروردین ۳۰ پنج شنبه،

مثلث محیطی دایره و قطر ها ست برخورد محل P نقطه (AB ∥ CD و BC = AD آن در (که ABCD متساوي الساقین ذوزنقه در .۱
کنید ثابت می کند. قطع Y در را AX ،BC با موازي و D از گذرا خط می کند. قطع X در را BC ،APB

∠Y DA = ۲× ∠Y CA

n اگر کنید ثابت می نویسیم. را آن ها دو به دوي اختلاف اعداد، این جاي به است. شده نوشته تخته روي متمایز حقیقی عدد n کنید فرض .۲
باشد. برابر هم با دسته دو اعداد مجموع که کرد تقسیم دسته دو به می توان را آمده به دست مثبت عدد

(
n
۲
)

باشد، فرد

طبیعی اعداد از s۱ < s۲ < · · · < sn و r۱ < r۲ < · · · < rn صعودي اکیداً دنباله دو و هستند طبیعی عدد دو a > k کنید فرض .۳
که هستند خاصیت این داراي

(ar۱ + k) (ar۲ + k) . . . (arn + k) = (as۱ + k) (as۲ + k) . . . (asn + k)

.ri = si داریم i هر ازاي به یعنی هستند، برابر دنباله دو این کنید ثابت

است. نمره ۱۵ سوال هر بارم
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خدا نام به

ریاضی المپیاد دوره ششمین و سی دوم مرحلۀ

نیم و ساعت چهار زمان: دوم روز ۱۳۹۷ فروردین ۳۱ جمعه،

باشیم داشته x, y ∈ R هر براي که بیابید را f : R → R توابع همه .۴

f(x+ y)f(x۲ − xy + y۲) = x۳ + y۳

کلید، هر وضعیت تغییر با و است متصل لامپ چند یا یک به کلید هر می شوند؛ خاموش و روشن کلید ۵ با اداره اي اجتماعات سالن لامپ هاي .۵
همه ابتدا در اگر کنید ثابت است. متفاوت کلید، دو هر به متصل لامپ هاي مجموعه که می دانیم می کند. تغییر آن به متصل لامپ هاي وضعیت

می شود. روشن لامپ ۲ دست کم آن ها، همه وضعیت تغییر با که دارد وجود کلید ۳ باشند، خاموش لامپ ها

قطع B و A در به ترتیب را ω۲ و ω۱ و می گذرد P از که دل خواه خطی می کنند. قطع Q و P نقاط در را یک دیگر ω۲ و ω۱ دایره دو .۶
محل باشند. D و C بین F و E که طوري به کند قطع E و C در را ω۲ و F و D در را ω۱ تا می کنیم رسم AB با موازي خطی می کند.

می نامیم. R را CD به نسبت P قرینه و Y را BC و AF تقاطع محل ،X را AD و BE تقاطع

دارد. قرار XY روي R کنید ثابت الف)

است. ∠XPY زاویه نیم ساز PR کنید ثابت ب)

است. نمره ۱۵ سوال هر بارم
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9318سوالات مرحله دوم المپیاد ریاضی   

 روز اول

پرتویی از گوشه یکی از رئوس مستطیل . یک مستطیل داریم که اضلاع درونی آن ها ، آینه هستند  – 9

به درون آن می تابانیم به گونه ای که پس از چندبار انعکاس یافتن و بدون گذر از رئوس دیگر به رأس 

. ثابت کنید پرتو از مرکز مستطیل گذشته است . اولیه برود  روبرویی رأس

)مثلث متساوی الساقین  – 2 )ABC AB AC  نقاط . مفروض است, ,Y X Z  روی اضلاع

, ,AB BC CA  قرار دارند به نحوی کهYXB ZXC   . خطی موازی باYZازCتا می کنیم رسم

XYرا درT  ثابت کنید . قطع کندAT  نیم ساز زاویهBAC  می باشد. 

nفرض کنید  – 3  ,ثابت کنید اعداد طبیعی  . یک عدد طبیعی است  2 ,...,
n

x x x 1 2 وجود ندارند  1

 به نحوی که

( ... ) ...
n n

x x x x x x   2 3 3 3
1 2 1 2
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 9318سوالات مرحله دوم 

 روز دوم

C,نقاط . مفروض است  ABدایره ای به قطر  – 4 D  روی این دایره و در طرفینAB  درنظر گرفته

 ABمی کنیم تا رسم  ADخطی موازی با  Cو از نقطه  ACخطی موازی با  Dاز نقطه . شده است 

F,را به ترتیب در  E  حال از نقاط . قطع کنند,F E  عمودی برAB  رسم می کنیم تا,BD BC  را به

Y,ترتیب در  X  نقاط . ) قطع کنند, , ,A B C D  طوری انتخاب می شوند که,X Y  داخل دایره قرار

 . است  CDنصف پاره خط  AXYثابت کنید محیط مثلث .( گیرد

E,حال از نقاط "  .، شاهد یک غلط تایپی بودیم  4در سطر سوم سوال  F  عمودی برAB  رسم می

BD,کنیم تا  BC  را به ترتیب در,Y X قطع کنند. " 

xچندجمله ای . روزبه و کیوان مشغول انجام یک بازی هستند  – 5 1398 روی تخته نوشته شده است  1

kبا شروع از روزبه ، در هرمرحله هر شخص ، عدد صحیح  0 را انتخاب می کند و چندجمله  1398

موجود بود که  xهربار بعد از حرکت کیوان ، اگر مقدار حقیقی . جمع می زند  kxای روی تخته را با 

ثابت کنید بدون توجه به روش بازی . شود ، روزبه می برد  منفیچندجمله ای روی تخته به ازای آن 

 روزبه ، کیوان می تواند طوری بازی کند که هیچ گاه نبازد

 .نقاط قرینه ساز انتخاب می کنیم دو نقطه را به عنوان. ستون داریم  8سطر و  7نقطه به شکل  56 – 6

همین کار را با نقطه نقطه دلخواه را انتخاب و نسبت به یکی از نقاط قرینه ساز قرینه می کنیم و یک

نقطه  56نقاط جدید باید یکی از آن ) این کار را تا جای ممکن تکرار می کنیم جدید انجام می دهیم و

تعداد کمترین . یم تمام نقاطی که به آن ها رسیده ایم را در یک دسته قرار می ده ( .ابتدایی باشند

 چقدر است ؟دسته ها 
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1399 سوالات مرحله دوم المپیاد ریاضی

تیر 24 – روز اول  

دسته  kبه را  S مفروض است. می خواهیم تمام زیرمجموعه های n با تعداد اعضای S مجموعه – 1

,افراز کنیم بطوریکه اگر در یک دسته مجموعه های  ,A B A B باشند، آنگاه A B حداقل تعداد .

دسته های لازم را پیدا کنید.

,فرض کنید – 2 ,x y z   حقیقی مثبت هستند بطوریکهx y z   . بیش ترین مقدار عبارت 1399

x y y z z x           .را بیابید

 می گذرد و دو دایره در نقاط O1 از نقطه O2 با مرکز 2 مفروض است. دایره O1 با مرکز 1 دایره – 3

,A Bمی کنند. خط مماس بر دایره قطع را نقطه1یکدیگر می نامیم. دایره ای که مرکز آنlراAدر

O,بوده و از نقاط l روی خط O1 قطع می کند. ثابت کنید  P را برای بار دوم در2می گذرد، دایره  2

قرار می گیرد. 1 روی دایره l نسبت به Pقرینه 
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1399 سوالات مرحله دوم المپیاد ریاضی

تیر 25 – روز دوم  

,دو دایره  – 4 1 A, در نقاط  2 B  تقاطع دارند. نقطهX  روی1  و نقطهY روی2 طوری قرار دارند

را  Yو Xنسبت به  Bاست. اگر قرینه  Aنزدیکتر از  Bبه XYبر دو دایره مماس است و خط XYکه 

بنامیم. ثابت کنید: Dو Cبترتیب 

CAD  90

a,دوتایی  – 5 b  ساز می گوییم هرگاهطبیعی را مربعاز اعدادab 1  مربع کامل باشد. تمامn  های

}طبیعی را بیابید که مجموعه  , ,..., }n1 2  ساز افراز کرد.را بتوان به دوتایی های مربع2

قطاع مساوی تقسیم کرده ایم. میخواهیم روی هریک از آنها یکی از اعداد  n2دایره ای را به  – 6

, , ,...,n 0 1 2  را بنویسیم بطوریکه: 1

 .هر عدد دقیقا دو بار استفاده شود

 برای هر عدد طبیعیi n  0 دقیقاi، بین هر دو قطاع با شماره 1 یک طرف، از ،iقطاع

دیگر وجود داشته باشد.

nثابت کنید این کار برای   امکان پذیر نمی باشد. 1399

@hamsaz_group

73

ساز
هم

شی 
موز
ه آ
گرو

www.konkur.in

forum.konkur.in


	111
	combinepdf



