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ارتعاشات مكانيكي     ارتعاشات مكانيكي     

سيديوسف احمدي بروغني        
استاديار گروه مكانيك   

دانشگاه بيرجند 
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مقدمه مقدمه 
تعريف ارتعاشات       

تاريخچه ارتعاشات           
مفاهيم اوليه ارتعاشات           

Degree of Freedom (DoF)درجه آزادي        

دسته بندي ارتعاشات           
كاربردهاي آتي و حال حاضر             
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تعريف ارتعاشات    تعريف ارتعاشات    
هر حركتي كه خود را بعد از يك بازه                 :   vibrationارتعاشات      

 گفته    oscillationزماني تكرار مي كند ارتعاشات يا نوسان                     
. مي شود  
حركت تاب مانند آونگ و ارتعاش تار كشيده شده  : مثال

مطالعه ارتعاشات با مطالعه حركتهاي نوساني اجسام و                        
. نيروهاي متناظر با آنها سروكار دارد                

 گذاشته شود      Wikipediaاز   
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مطالعه ارتعاشات، چرا؟   مطالعه ارتعاشات، چرا؟   
 در ماشين  تغييرمكان بسيار زياد و شكستارتعاشات مي تواند به    

آلات و سازه ها منجر شود 
 و نصب آنها طراحي مناسب ماشينبراي كاهش ارتعاشات از طريق     

 از ارتعاشات در چندين وسيله و  )استفاده مفيد(سود بردن براي 
كاربرد صنعتي  

براي بهبود بازده بعضي از ماشين آلات، ريخته گري، فورج و 
جوشكاري 

 براي شبيه سازي زلزله و تحقيقات زمين شناسي و طراحي راكتورهاي    
هسته اي

www.konkur.in

Telegram: @uni_k

https://t.me/uni_k


5

تاريخچه ارتعاشات     تاريخچه ارتعاشات     
)  دستگاه موسيقي  (  قبل از ميلاد چنگ        2600سال 
مطالعه صداي موزيك        :  قبل از ميلاد فيثاقورس    582-507

Chang Heng ميلادي اختراع لرزه نگار       132 در 
 ميلادي مطالعه آونگ ساده       1564-1642گاليله 
 مطالعه    1736-1813، لاگرانژ   1707-1783، اويلر  1700-1782، برنولي 1642-1727نيوتن  

ديناميك و ارتعاشات       ) مبنائي  ( سيستماتيك   
 طراحي وسيله آزمايش ارتعاش پيچشي         1784كولمب 

تئوري تير تيموشنكو: 1878-1972تيموشنكو 
تئوري صفحات ميندلين      : ميندلين   

ارتعاشات غير خطي    : پيونكاره و لياپانو 
ارتعاش غير خطي در مهندسي       :  دافينگ و وندرپول    

 :ارتعاشات در نانوتكنولوژي  
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PythagorasPythagorasفيثاقورس   فيثاقورس   

شايد اولين كسي باشد كه برروي صداي موزيك تحقيق 
كرد

او دستگاهي ساخت كه فاصله تكيه گاه تار را تغيير   
مي داد و كشش در تار نيز قابل تغيير بود  

در يك كشش ثابت او دريافت كه طول تار در زير و بم بودن صدا  
.مؤثر است

بعد از او بيشتر تحقيقات روي  
آلات موسيقي بوده است
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اولين لرزه نگار  اولين لرزه نگار  
Zhang Heng ميلادي132 در سال 

.اولين لرزه نگار را براي اندازه گيري شدت زلزله ساخت 
 متر است كه در 9/1اين دستگاه شبيه يك سماور به قطر تقريبي 

داخل آن مكانيزمي موجود است كه شامل آونگي است كه اطراف آن 
)  جهت8در ( مجسمه اژدها  8اين اهرمها به سر .  اهرم وجود دارد8

مجسمه ها در دهانشان يك گوي برنزي است كه در  . متصل هستند
صورت زلزله رها شده و با مجسمه وزغ در پائين آن برخورد مي كند    

.و در نتيجه جهت زلزله و زمان آن مشخص مي شود
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از گاليله تا ريلي    از گاليله تا ريلي    
1564-1642گاليله    

مدرن) آزمايشي(بنيان گذار علوم تجربي 
شروع آزمايش برروي پاندول ساده  

، طول، كشش و فركانس، تشديد منتشر كرد كه 1638كتابي در  
چگالي تار مرتعش را توصيف مي كرد 

1653-1703رابرت هوك      
رابطه بين گام و فركانس تار مرتعش را پيدا كرد  
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از گاليله تا ريلي    از گاليله تا ريلي    
Joseph Sauveur 1716-1653ژوزف ساويور       

 رابراي علم صدا رايج كردآكوستيك   كلمه 
پايه گذار گره، حلقه، هارمونيك و فركانس اصلي   

 نقطه وسط محاسبه كردsagفركانس تار كشيده را از شكم دادگي    
1642-1727نيوتن    
Philosophia كار ماندگارش   1686در  Naturalis Principa Mathematica 

را منتشر و سه قانون حركت را كشف كرد
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از گاليله تا ريلي    از گاليله تا ريلي    
1736-1813لاگرانژ 

حل تحليلي تار مرتعش و معادله موج را پيدا كرد
1781-1840پواسون 

حل مسئله ار تعاش غشاء انعطاف پذير مستطيلي
1833-1872كلبش 

مطالعه غشاء مدور
ريلي

اي پايه گذار روش ريلي ريتز كه براي پيدا كردن فركانسهاي طبيعي سيستمه
. پيوسته استفاده مي شود
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مفاهيم اوليه ارتعاشات   مفاهيم اوليه ارتعاشات   
هر حركتي كه خود را در يك بازه زماني تكرار نمايد                      

: سيستم ارتعاشي شامل         
) وسيله اي جهت ذخيره انرژي پتانسيل (فنر يا كشساني 

)وسيله اي جهت ذخيره انرژي جنبشي() اينرسي(جرم يا لختي 
)وسيله اي جهت اتلاف تدريجي انرژي() damper(ميراگر 

 و برعكس   جنبشي   انرژي    به   انرژي پتانسيل      تبادل انرژي از           
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Degree of Freedom (Degree of Freedom (DoFDoF))درجه آزادي       درجه آزادي       

 براي مشخص كردن كامل            كمترين مختصات مستقل لازم           
موقعيت تمام اجزاء سيستم در هر لحظه از زمان                        

: يك درجه آزادي      سيستم   
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Degree of Freedom (Degree of Freedom (DoFDoF))درجه آزادي       درجه آزادي       

: يك درجه آزادي      سيستم   
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Degree of Freedom (Degree of Freedom (DoFDoF))درجه آزادي       درجه آزادي       

: دو درجه آزادي        سيستم   
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Degree of Freedom (Degree of Freedom (DoFDoF))درجه آزادي       درجه آزادي       

: سه درجه آزادي        سيستم   
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Degree of Freedom (Degree of Freedom (DoFDoF))درجه آزادي       درجه آزادي       

: بينهايت درجه آزادي        سيستم   
 Continuousپيوسته      سيستم با بينهايت درجه آزادي را سيستم                

.  گويند Distributedتوزيع شده     يا  
گسسته    سيستم با تعداد محدود درجه آزادي را سيستم                      

discrete  متمركز شده         ياlumped   گويند
.تعداد درجه آزادي بدست مي آيد            افزايش    نتايج دقيقتر با         
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دسته بندي ارتعاشات  دسته بندي ارتعاشات  
Free Vibration: آزاد ارتعاش   

بعد از يك اغتشاش اوليه سيستم به حال خود گذاشته مي شود تا ارتعاش 
پاندول ساده: مثال. نيروي خارجي روي سيستم عمل نمي كند. نمايد
Forced Vibration اجباري ارتعاش   

ارتعاش ايجاد شده  : مثال. سيستمي كه تحت نيروي خارجي ارتعاش مي كند 
در اثر دوران ماشين لباسشوئي يا زلزله

 زماني اتفاق مي افتد كه فركانس نيروي ):Resonanceرزونانس (تشديد 
.خارجي و يكي از فركانسهاي طبيعي سيستم برهم منطبق باشند
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دسته بندي ارتعاشات  دسته بندي ارتعاشات  
Undamped  ناميرا   ارتعاش     Vibration

 اگر طي نوسانات انرژي بر اثر اصطكاك يا هر مقاومت ديگر تلف  
. نشود
Damped Vibration  ميرا   ارتعاش    

اگر طي نوسانات انرژي بر اثر اصطكاك يا هر مقاومت ديگر تلف  
. شود

.تقريباً همه سيستمهاي ارتعاشي تا حدي ميرا هستند
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دسته بندي ارتعاشات  دسته بندي ارتعاشات  
Linear: خطي  ارتعاش     vibration

.وقتي همه اجزاء سيستم ارتعاشي داراي رفتار خطي هستند  
فنر، ميراگر: اجزاء سيستم

معادله ديفرانسيل حاكم خطي و اصل برهم نهش قابل اعمال است
Nonlinear: غيرخطي  ارتعاش      vibration

.اگر يكي از اجزاء سيستم ارتعاشي داراي رفتار غيرخطي باشد  
معادله ديفرانسيل حاكم غيرخطي، اصل برهم نهش اعمال نمي شود              

ارتعاش با اصطكاك خشك 
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دسته بندي ارتعاشات  دسته بندي ارتعاشات  
Deterministic Vibrationارتعاشات معين       

كه برروي سيستم ارتعاشي ) نيرو يا حركت(اگر مقدار تحريك 
.عمل مي كند در هر زمان مشخص باشد

Nondeterministic  نامعين  ارتعاشات      Vibration  يا 
Randomتصادفي     

زماني كه مقدار تحريك در زمان داده شده را نمي توان پيش بيني 
كرد 

....مانند زلزله، ارتعاش جاده و 
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دسته بندي ارتعاشات  دسته بندي ارتعاشات  
مثالهائي از نيروي تحريك معين و تصادفي                   

www.konkur.in

Telegram: @uni_k

https://t.me/uni_k


22

Vibration in our livesVibration in our livesارتعاشات در زندگي     ارتعاشات در زندگي     

ضربان قلب، نوسان شُش، شنيدن بدليل ارتعاش پرده 
گوش و حتي خرُخرُ بدليل ارتعاش  

امواج نوراني باعث ديدن و امواج صوتي باعث شنيدن
حرف زدن بدليل ارتعاش تارهاي حنجره   

راه رفتن با نوسان پا است  
:  محدود است ارتعاشات مكانيكي  بحث درس به 

سيستمي كه داراي جرم (ارتعاش سيستمهاي ديناميكي   
)و كشساني باشد 
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دوستي و دشمني ارتعاشات      دوستي و دشمني ارتعاشات      
دشمن

تخريب پل= تشديد 
همين مسئله در ماشين آلات اتفاق 

مي افتد
ارتعاش زياد باعث شل شدن  

اتصالات، صدا و شكست مي شود  
ناراحتي، خستگي و : تاثير بر بدن
كاهش بازده

:دوست
نقاله، فشرده ساز، دريل 

....پنوماتيك و 
ماشين لباس شوئي

لرزاننده هاي مكانيكي، مخلوط 
كننده، سورت كننده

سازهاي موسيقي
ساعت
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اهميت مطالعه ارتعاشات در      اهميت مطالعه ارتعاشات در      
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اهميت مطالعه ارتعاشات در      اهميت مطالعه ارتعاشات در      
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روند تحليل ارتعاشي   روند تحليل ارتعاشي   
مدلسازي رياضي       :  مرحله اول    
استخراج معادله حاكم          :  مرحله دوم    
حل معادله حاكم       :  مرحله سوم    

تفسير نتايج     :   مرحله چهارم    
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) ) پرس فورج   پرس فورج   ((مثالي از مدلسازي رياضي     مثالي از مدلسازي رياضي     
چکش

سندان 
صفحة الاستيک

فونداسيون 

خاک
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اجزاء يك سيستم ارتعاشي     اجزاء يك سيستم ارتعاشي     
: سيستم ارتعاشي شامل         

) وسيله اي جهت ذخيره انرژي پتانسيل (فنر يا كشساني 
يا وارد كننده نيروي برگرداننده 

)وسيله اي جهت ذخيره انرژي جنبشي() اينرسي(جرم يا لختي 
ايجاد نيروي اينرسي يا نيروي مقاوم در مقابل تغيير سرعت

)وسيله اي جهت اتلاف تدريجي انرژي() damper(ميراگر 
نيروي مقاوم در مقابل حركت
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فنر يا كشسانفنر يا كشسان
ذخيره كننده انرژي پتانسيل           

عامل نيروي برگرداننده       
: فنر خطي   
 خطي=تغيير مكان-رابطه نيرو
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انواع فنرها انواع فنرها 
تغيير شكل در اثر پيچش و خمش:  فنر حلقوي     

فنر پيچشي     

فنر تخت    

δغيره 

L

تعداد حلقه   شعاع حلقه

مودول برشیقطر سيم  
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فنرهاي خطي و غير خطي    فنرهاي خطي و غير خطي    

خطي 

غيرخطي نرم شونده 

غيرخطي سخت شونده 
F

x
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تركيب فنرها  تركيب فنرها  
فنرهاي موازي        

 يكسانδتغييرمكان 
نيروي كل معادل مجموع نيروها  
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تركيب فنرها  تركيب فنرها  
فنرهاي سري       

تغييرمكان معادل مجموع تغييرمكانها  
نيروي فنرها يكسان است 
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سيستم معادل  سيستم معادل  
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مثال مثال 

 معادل با هم برابر نيستند؟ آيا سيستم غير خطي است؟  keqچرا اين دو 
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المان فنر المان فنر : : انرژيانرژي
انرژي پتانسيل جزئي       

:  كشيده شده   xانرژي پتانسيل فنري كه به اندازه                

: براي فنر پيچشي       

kxdxFdxdU ==

2
2
1

00
kxkxdxdUU

xx
=== ∫∫

dx
x

F
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2
2
1 kxU =

2
2
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المان فنر بازاويه  المان فنر بازاويه  
: روش انرژي      
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المان فنر بازاويه  المان فنر بازاويه  
نيرو؟ 
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فنر و غوطه وري     فنر و غوطه وري     
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المانهاي جرم و لَختي   المانهاي جرم و لَختي   

ذخيره كننده انرژي جنبشي         

نيروي اينرسي     

Jm

xxx &&&,,

θθθ &&&,,

2

2
1 xmTT &= 2

2
1 θ&GR JT =

xm && θ&&GJ
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حركت انتقالي بدون دوران      حركت انتقالي بدون دوران      
) ذرات  ( جسم فقط حركت انتقالي دارد             

: انرژي جنبشي     

: نيروي اينرسي    

گشتاور اينرسي     

0== θθ &&&

2

2
1 xmT &=

xm &&

0=θ&&J
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دوران حول يك نقطه      دوران حول يك نقطه      
قضيه انتقال محورها           

: انرژي جنبشي     

Oگشتاور اينرسي حول         

d

G

O
m, JG

2mdJJ GO +=

2

2
1 θ&OJT =

θ&&OJ
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حركت كلي  حركت كلي  
C       مركز آني سرعت صفر 

: انرژي جنبشي     

نيروي اينرسي     

گشتاور اينرسي     

xxx &&&,,

θθθ &&&,,

C 222

2
1

2
1

2
1 θθ &&& CO JJxmT =+=

O

xm &&

θ&&OJ
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تركيب جرمها  تركيب جرمها  
.با استفاده از مجاسبه انرژي جنبشي راحتتر است                    

111 ,, rJm

333 ,, rJm
222 ,, rJm

4m x
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2
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=
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))دمپر  دمپر  ((ميراگر   ميراگر   
ميرائي ويسكوز 

اگر سيال بين دو صفحه با فاصله
كم قرار گيرد تنش برشي متناسب  

با تغييرات سرعت در امتداد عمود بر جريان سيال است

اگر فاصله كم باشد تغييرات خطي است 

صفحه ساكن

صفحه متحرك
سيال

x&
F

δ

dy
dvµτ =

δ
x

dy
dv &

= xx
&

&

δ
µ

δ
µτ == xcxAAF && ===

δ
µτ
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ميراگر  ميراگر  
لذا در جائيكه سيال ويسكوز بعنوان ميراگر وجود داشته باشد                            

با تقريب خوبي نيرو بصورت خطي با سرعت تغيير مي كند                    
 نشان داده مي شود      cضريب ميرائي معمولاً با        

توان تلف شده       

تركيب ميراگرها مانند فنر است             
c

( )
( ) 2

2

θθθω &&&

&&&

TT

D

ccM

xcxxcvF

−=−=−

−=−=−
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انواع ديگر ميرائي      انواع ديگر ميرائي      
انواع ديگري از ميرائي موجود است كه معمولاً معادل ميرائي                          

.ويسكوز در نظر گرفته مي شود و بعداً بحث خواهد شد                     
)كلمب ( ميرائي بدليل اصطكاك خشك           

Nتوان تلف شده       
f

v, x

N
f

v

( ) Nxf µ&sgn−=
xf &−

www.konkur.in

Telegram: @uni_k

https://t.me/uni_k


57

مدلسازي يك سيستم ديناميكي      مدلسازي يك سيستم ديناميكي      
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مدلسازي با سيستم يك درجه آزادي        مدلسازي با سيستم يك درجه آزادي        
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22ارتعاشات مكانيكي         ارتعاشات مكانيكي         

سيديوسف احمدي بروغني     
استاديار گروه مكانيك  

دانشگاه بيرجند 
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حركت هارمونيك حركت هارمونيك 
:حركت نوساني ممكن است بطور مرتب خود را تكرار نمايد 

مانند حركت آونگ ساده
: يا ممكن است نامنظم باشد  
مانند حركت زمين در زلزله  

حركت   اگر حركت بعد از زمان معلومي خود را تكرار نمايد آن را   
.  گويندتناوبي   

 گويند   حركت هارمونيك   ساده ترين نوع حركت تناوبي را    
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حركت هارمونيك حركت هارمونيك 
:تعاريف

واحد آن . (كوتاهترين زماني كه تابع خود را تكرار نمايد     ): τ(زمان تناوب  
)ثانيه است 
تعداد تكرار در هر ثانيه     ): f(فركانس 

) Cycle/s, Hz(

بيشترين مقدار تابع است : Αدامنه  
τ

A

t

x

τ
1

=f
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حركت هارمونيكي حركت هارمونيكي 
نحوه توليد يك حركت هارمونيك     

سينوسي   
y=Asinωtحركت انتهاي يوغ    
سرعت دوراني   ):  ω(فركانس زاويه اي  

rad/sديسك در ثانيه و واحد آن 

ω

θ =ω t
A

Asinω t

A

τ
ππω 22 == f
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حركت هارمونيكي حركت هارمونيكي 
نحوه توليد يك حركت هارمونيك     

كسينوسي    
y=Acosωtحركت انتهاي يوغ    

ω

θ =ω t
A

Acosω t

A

دامنهفركانس زاويه اي 
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حركت هارمونيكي حركت هارمونيكي 
مشتقات حركت هارمونيكي    

( ) ( )
( ) ( ) ( )*sinsin

2sincos
sin

222 ytAtAy
tAtAy

tAy

ωπωωωω

πωωωω
ω

−=+=−=

+==
=

&&

&

( ) ( )
( ) ( ) ( )**coscos

2cossin
cos

222 xtAtAx
tAtAx

tAx

ωπωωωω

πωωωω
ω

−=+=−=

+=−=
=

&&

&

( )
( ) 0**

0*
22

22

=+⇒−=⇒

=+⇒−=⇒

xxxx
yyyy

ωω

ωω
&&&&

&&&&

tω
x

x&

x&&

دياگرام فازوري 
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حركت هارمونيكي حركت هارمونيكي 
تابع هارمونيكي جواب عمومي معادله ديفرانسيل     

است
02 =+ yy ω&&

-6

-4

-2

0

2

4

6

0 2 4 6 8 10

x dx/dt d2x/dt2

2
2
πω =

=A
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مقدمه اي بر جبر مختلط مقدمه اي بر جبر مختلط 
موهومي يكه 
 zعدد مختلط    

نمايش عدد مختلط   

عدد مختلط   )  قدر مطلق   (اندازه 

عدد مختلط    ) آرگومان(زاويه 

1−=i
iyxz +=

x

y

θ
r

Re

Im
iyxz +=

صفحه مختلط
22 yxrz +==

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==∠= −

x
yzzArg 1tan)( θ
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مقدمه اي بر جبر مختلط مقدمه اي بر جبر مختلط 
: قسمت حقيقي 

: قسمت موهومي 
zمزدوج 

: مختصات قطبي 

( ) xz =Re
( ) yz =Im

iyxz −=

x

y

θ
r

Re

Im
iyxz +=

صفحه مختلط

iyxz −=

( ) θθθ

θ
θ

ireirz
ry
rx

=+=

=
=

sincos
sin
cos

θθθ sincos iei += فرمول اويلر
( ) θθθ ireirz −=−= sincos
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جبر مختلط جبر مختلط 
21اگر

2211 , θθ ii erzerz ==
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⎪
⎭
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جبر مختلط جبر مختلط 
اگر

22221111
21 , iyxerziyxerz ii +==+== θθ

( ) ( )
( ) ( )21212121

21212121

21
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yyixxererzz

yyixxererzz
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حساب مختلط  حساب مختلط  
مشتق گيري از اعداد مختلط    

0
cossin

sincos

222 =+⇒−=−=
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دياگرام فازوري 
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حركت تناوبي  حركت تناوبي  
  :را مي توان به صورت سري فوريه نشان داد  ) تحت شرايطي(هر تابع متناوب  

:سري فوريه  
):ضرايب فوريه   ) ( )[ ]∑

∞

=

++
1

0 sincos
2 n

nnnn xbxa
a

ωω

( )∫=
τ

τ 00
2 dxxfa ( ) ( )∫=

τ
ω

τ 0
cos2 dxxxfa nn

( ) ( )∫=
τ

ω
τ 0

sin2 dxxxfb nn

τ
πωωω 2,2,1, 11 === Lnnn
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شكل دامنه و اختلاف فاز سري فوريه  شكل دامنه و اختلاف فاز سري فوريه  
:سري فوريه به شكل زير هم نوشته مي شود        

:طيف دامنه
cترسيم نموداري از  n/2 برحسب nω1)  برايn=1,2,… ( را طيف

.گويند  f  تابع متناوبةدامن

( )∑
∞

=

++
1

1
0 cos

2 n
nn xnc

a
δω 22

nnn bac +=
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n

n
n a

b1tanδ
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شكل مختلط سري فوريه شكل مختلط سري فوريه 
سري فوريه مختلط     

يك تابع متناوب نموداري است از  ) طيف دامنة ( طيف فركانسِ     
:ترسيم  نقاط 

. باشد   مي                    كه 

∑
∞

−∞=n

xin
nec 1ω L,2,1,0 ±±=n

∫ −=
τ ω

τ 0
1)(1 dtetfc tin

n

L,2,1,0 ±±=n

( )ncn ,0ω
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x=Asinωt: مثال
A
 
 
  
 

بيشينه تابع  : مقدار پيك  
:مقدار متوسط 

mean square value: مقدار متوسط مربع   

RMS:  مقدار متوسط مربع    ريشه 

:دسيبل

∫∞→
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T
imx

0
)(1
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) ) روش نيرو  روش نيرو  ((مروري بر ديناميك  مروري بر ديناميك  
حالت كلي     

G

∑ F
r

PPP

GGP

GG

G

amJM

dmaJM

JM

amF

rr

rr

×+=

+=

=

=

∑
∑
∑
∑

ρα

α

α
P نقطه اي كه داراي شتاب است 

Pنقطه اي كه داراي شتاب است و متعلق به جسم 
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) ) روش نيرو  روش نيرو  ((مروري بر ديناميك  مروري بر ديناميك  
حركت انتقالي و حركت ذره    

:حركت دوراني حول يك نقطه  
0=

=

∑
∑

G

G

M

amF rrG

∑ F
r

∑ F
r

G
O

αOO JM =∑
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))روش انرژي  روش انرژي  ((مروري بر ديناميك  مروري بر ديناميك  
حالت كلي     

G

∑ F
r

222

2
1

2
1

2
1 ωω CGG JJmvT =+=

C مركز آني سرعت صفر 
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))روش انرژي  روش انرژي  ((مروري بر ديناميك  مروري بر ديناميك  
حركت انتقالي و حركت ذره    

:حركت دوراني حول يك نقطه  

G

∑ F
r

∑ F
r

G
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2
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GmvT =

2
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مقدمه اي بر حل معادلات ديفرانسيل      مقدمه اي بر حل معادلات ديفرانسيل      
در ارتعاشات عمدتاً به معادلات مرتبه دوم برخورد مي شود كه شكل      

:كلي آنها به صورت زير است       

 باشد معادله همگن و راحتتر حل مي شود    f(t)=0اگر 
. در صورتي كه شرايط اوليه موجود باشد جواب منحصر به فرد است      

( )tfcy
dt
dyb

dt
yda =++2

2
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حل معادله همگن    حل معادله همگن    

.فرض مي شود    y=Aemtجوابي به صورت     

: با قرار دادن در معادله 
            پس 

و

02

2

=++ cy
dt
dyb

dt
yda

mtmtmt AemymAe
dt
dyyAey 2=⇒==⇒= &&&

( ) 02 =++ mtAecbmam
0≠mtAe

a
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cbmam

2
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حل معادله همگن    حل معادله همگن    
با توجه به مقدار زير راديكال   

aجوابهاي مختلفي را خواهيم داشت     
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2
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b=0b=0حالت خاص  حالت خاص  

: وجود دارد و جواب معادله به صورت زير است   0>∆لذا فقط حالت اول 

اب همانگونه كه قبلاً نيز نشان داده شد اين يك تابع هارمونيك است و جو       
معادله
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حل معادله غير همگن    حل معادله غير همگن    
معادله غير همگن 

داراي مجموع دو جواب عمومي و خصوصي زير است     

اين جوابها با وجود شرايط مرزي منحصر به فرد خواهند بود   

( )tfcy
dt
dyb

dt
yda =++2

2

( ) Pg yyty += جواب خصوصی

جواب عمومی که جواب معادله     
همگن است   
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استفاده از تبديل لاپلاس در حل معادلات         استفاده از تبديل لاپلاس در حل معادلات         
ديفرانسيلي ديفرانسيلي 

( ){ } ( )sFtfcy
dt
dyb
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⎨
⎧

++ LL 2
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( ){ } ( ) ( )
( ){ } ( ) ( ) ( ),00
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استفاده از تبديل لاپلاس در حل معادلات         استفاده از تبديل لاپلاس در حل معادلات         
ديفرانسيلي ديفرانسيلي 
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استفاده از حل عددي     استفاده از حل عددي     
روشهاي حل عددي همچون        

اويلر
اويلر اصلاح شده 

)دقيقترين جوابها  (4 مرتبه –رانگ كوتا  
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33ارتعاشات مكانيكي ارتعاشات مكانيكي 

سيديوسف احمدي بروغني     سيديوسف احمدي بروغني     
استاديار گروه مكانيك استاديار گروه مكانيك 

دانشگاه بيرجند دانشگاه بيرجند 
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ارتعاشات آزاد يك درجه آزادي        ارتعاشات آزاد يك درجه آزادي        
فرضهاي اصلي فرضهاي اصلي 

سيستم ناميرا است  سيستم ناميرا است  
نيروي خارجي وجود ندارد    نيروي خارجي وجود ندارد    

حركت فقط در امتداد قائم است       حركت فقط در امتداد قائم است       

داده شود و حركت نتيجه بدست آيد  داده شود و حركت نتيجه بدست آيد  ) ) جابجائي يا سرعت  جابجائي يا سرعت  ((شرايط اوليه اي  شرايط اوليه اي  
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تعادل استاتيكي      تعادل استاتيكي      :  :  دياگرام آزاد   دياگرام آزاد   

mg تعادل استاتيكي X=0در حالت سكون  

stkδ

stkmg δ=
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دياگرام آزاد    دياگرام آزاد    : : تعادل ديناميكي    تعادل ديناميكي    

.. از موقعيت تعادل استاتيكي اندازه گرفته شده است    از موقعيت تعادل استاتيكي اندازه گرفته شده است   xx  ::توجهتوجه

stkkx δ+

x
x
x

&&

&

تعادل ديناميكي برقرار است    
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دياگرام آزاد    دياگرام آزاد    : : تعادل ديناميكي    تعادل ديناميكي    
: : اعمال قانون دوم نيوتن اعمال قانون دوم نيوتن 

:  :  معادله حركت معادله حركت 
Equation of Motion (EOM)Equation of Motion (EOM)

stkkx δ+

x
x
x

&&

& 0=+
=+−−

=↓ ∑+

kxxm
xmmgkkx

maF

st

&&

&&δ

0=+ kxxm &&
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EOMEOMمعادله حركت    معادله حركت    

::معادله حركت  معادله حركت  

 با ضرايب ثابت  با ضرايب ثابت 22معادله ديفرانسيل مرتبه   معادله ديفرانسيل مرتبه   
همگن  و        خطي همگن  و        خطي 

: : شكل جوابها شكل جوابها 

در حال حاضر اين جواب بررسي مي شود       در حال حاضر اين جواب بررسي مي شود       

0=+ kxxm &&

( ) ( )
( ) ( )
( ) tCetx

tXtx
tXtx

λ

φω
φω

=

−=
+=

cos
sin
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EOMEOMمعادله حركت    معادله حركت    

::معادله حركت  معادله حركت  

::فرض مي شود فرض مي شود     xx((tt)=)=CeCeλλttجوابي به صورت     جوابي به صورت     

EOMEOMبا قرار دادن در  با قرار دادن در  

0=+ kxxm &&

( )
( ) ( ) tt

t

CetxCetx
Cetx

λλ

λ

λλ 2==

=

&&&
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m
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m
k

kmCekm
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پاسخ معادله حركت    پاسخ معادله حركت    
: : در نتيجه جواب معادله ديفرانسيل   در نتيجه جواب معادله ديفرانسيل   

 ثابتهائي هستند، كه با اعمال شرايط مرزي بدست مي           ثابتهائي هستند، كه با اعمال شرايط مرزي بدست مي          CC22 و  و CC11كه   كه   
..آيندآيند
::امااما

( ) tt eCeCtx
m
ki 21

212,1
λλλ +=⇒±=

( ) tmkitmki eCeCtx −+= 21

θθθθ θθ sincos,sincos ieie ii −=+= −
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پاسخ معادله حركت    پاسخ معادله حركت    

: : در نتيجه در نتيجه 

( ) tmkitmki eCeCtx −+= 21

θθθθ θθ sincos,sincos ieie ii −=+= −

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ⎟⎟
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟
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t
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tmkitmkCtmkitmkCtx

sincos

sincossincos

2121

21

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= t

m
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m
kAtx sincos
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پاسخ معادله حركت    پاسخ معادله حركت    
( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= t

m
kBt

m
kAtx sincos

Tm
k

n
πω 2

== ) ) rad/srad/s( ( فركانس طبيعي فركانس طبيعي 
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پاسخ معادله حركت    پاسخ معادله حركت    
( ) ( ) ( )tBtAtx nn ωω sincos +=

T
f 1
= ) )  Hz Hzيايا   cycle/s cycle/s( ( فركانس طبيعي فركانس طبيعي 

( ) ( ) ( )tfBtfAtx nn ππ 2sin2cos +=
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پاسخ معادله حركت    پاسخ معادله حركت    
AA و  و BB    با اعمال شرايط اوليه بدست مي آيد     با اعمال شرايط اوليه بدست مي آيد ::( )

( ) 0

0

0
0

vx
xx

=
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
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پاسخ معادله حركت    پاسخ معادله حركت    

( ) ( ) ( )tv
txtx n

n
n ω

ω
ω sincos 0

0 +=

= شيب خط 
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شكلهاي ديگر پاسخ هارمونيك     شكلهاي ديگر پاسخ هارمونيك     

( ) ( ) ( )tv
txtx n

n
n ω

ω
ω sincos 0

0 +=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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دامنه
اختلاف فاز 
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شكلهاي ديگر پاسخ هارمونيك     شكلهاي ديگر پاسخ هارمونيك     

( ) ( ) ( )tv
txtx n

n
n ω

ω
ω sincos 0

0 +=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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آونگ ساده   آونگ ساده   : : مثالمثال

Lθ

m
tn

T

θ

mg

tn

mgcosθ

mgsinθ

θ&&Lat =

2θ&Lan =

m

FBD

نيروي برگرداننده 

θθ

θ
&&

&&

mLmg

mLmaF tt

=−

==∑
sin
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آونگ ساده   آونگ ساده   : : مثالمثال
::معادله حركت  معادله حركت  

: : حل معادله حركت  حل معادله حركت  
Lθ

m
tn

0

sin0sin
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=⇒<<=+

θθ

θθπθθθ
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مثال مثال 
معادله حركتمعادله حركت: : الفالف

II  (  (θθ   به عنوان مختصات مستقل    به عنوان مختصات مستقل xx  مختصات وابسته   مختصات وابسته 

Static equilibrium position

Fs=k x

f
N

mg JCα

f

maC≡

xmfkxmaF

mgNF

Cx

y

&&=+−=

==

∑
∑ 0 θα &&

CCC JrfJM =−=∑

θθθ &&&&&& rxrxrx === ,, ( ) 022 =++
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θ
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krmrJ
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J
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ادامهادامه
)::پاسخپاسخ ) {

0

022

=+

=++

θθ

θθ

eqeq
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krmrJ

&&
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مثال مثال 
معادله حركتمعادله حركت: : الفالف

II  (  (xx   به عنوان مختصات مستقل     به عنوان مختصات مستقل  θθ مختصات وابسته  مختصات وابسته 

Static equilibrium position

Fs=k x

f
N

mg JCα

f

maC≡

xmfkxmaF

mgNF

Cx

y
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∑ 0 θα &&
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ادامهادامه
::پاسخپاسخ
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مثال مثال 
معادله حركتمعادله حركت: : الفالف

Static equilibrium position

Fs=k x

f
N

mg

JCα
maC≡

dmaJM
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ادامهادامه
)::پاسخپاسخ ) {
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مثال مثال 
r

m, JO

Oa

b xk

kr
m, JO

Oa

b xk

k

r
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b xk

kx
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a
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اثر جابجائي استاتيكي  اثر جابجائي استاتيكي  
فرضهاي اصلي فرضهاي اصلي 

سيستم ناميرا است  سيستم ناميرا است  
نيروي خارجي وجود ندارد    نيروي خارجي وجود ندارد    

حركت فقط در امتداد قائم است       حركت فقط در امتداد قائم است       

داده شود و حركت نتيجه بدست آيد  داده شود و حركت نتيجه بدست آيد  ) ) جابجائي يا سرعت  جابجائي يا سرعت  ((شرايط اوليه اي  شرايط اوليه اي  
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اثر جابجائي استاتيكي  اثر جابجائي استاتيكي  

y=0 فنر بدون كشيدگي 
y

yk

y
y
y

&&

&

تعادل ديناميكي برقرار است    

. .  از موقعيت بدون كشيدگي فنر اندازه گرفته شده است       از موقعيت بدون كشيدگي فنر اندازه گرفته شده است      yy: : توجهتوجه
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دياگرام آزاد    دياگرام آزاد    : : تعادل ديناميكي    تعادل ديناميكي    
: : اعمال قانون دوم نيوتن اعمال قانون دوم نيوتن 

:  :  معادله حركت معادله حركت 
Equation of Motion (EOM)Equation of Motion (EOM)

( )stxkky δ+=

y
y
y

&&

& mgkyym
ymmgky

maF

=+
=+−

=↓ ∑+

&&

&&

mgkyym =+&&
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پاسخ پاسخ 

( ) ( ) ( )
k

mgtBtAyyty

mgkyym

nnPg ++=+=

=+

ωω cossin

&&

y(t)=                      x(t)                +   δst

::حلحل

!!!! ناديده گرفته شود    ناديده گرفته شود   وزن وزن لازم است كه دقت شود آيا لازم است كه     لازم است كه دقت شود آيا لازم است كه     
 در معادله حركت در يكي از متغيرهاي مستقل      در معادله حركت در يكي از متغيرهاي مستقل     ggاگر اگر 

.. وزن را ناديده گرفت   وزن را ناديده گرفت  نمي تواننمي توانضرب شود   ضرب شود   
xxx &&&,,
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روش انرژي  روش انرژي  
::از ديناميك مي دانيم كه چنانچه نيروي خارجي بر سيستمي اثر نكند        از ديناميك مي دانيم كه چنانچه نيروي خارجي بر سيستمي اثر نكند        

..مجموع انرژي پتانسيل و جنبشي برابر مقداار ثابتي است    مجموع انرژي پتانسيل و جنبشي برابر مقداار ثابتي است    

( )

( ) 0

0
constant

=+

=+
=+

UT
dt
d

UTd
UT
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روش ريلي    روش ريلي    
در اين روش با فرض معلوم بودن پاسخ انرژي جنبشي بيشينه را با        در اين روش با فرض معلوم بودن پاسخ انرژي جنبشي بيشينه را با        

..انرژي پتانسيل  بيشينه مساوي قرار داده مي شود    انرژي پتانسيل  بيشينه مساوي قرار داده مي شود    

( )
( )

( )
( )

m
kkXXm

kXkxU

XmxmT

XxtXx
XxtXx

UT
UT

nn

MaxMax

nMax

nMaxnn
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MaxMax
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⎬
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1

2
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2
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2
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2
1

2
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sin

constant

ωω
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δω
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&&
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روش انرژي  روش انرژي  
حركت را از حال تعادل در نظر گرفته و بايد در فشردگي اوليه فنر      حركت را از حال تعادل در نظر گرفته و بايد در فشردگي اوليه فنر      

..دقت شوددقت شود
2222

2
1

2
1

2
1

2
1 θθ &&& PC JJxmTkxU =+==

.
2
1

2
1 22 ConstJkxUT P =+=+ θ&
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dt
d
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&&&& x=rθ
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تمرين  تمرين  
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تمرين  تمرين  
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تمرين  تمرين  
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تمرين  تمرين  
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تمرين  تمرين  
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تمرين  تمرين  
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44ارتعاشات مكانيكي ارتعاشات مكانيكي 

سيديوسف احمدي بروغني     سيديوسف احمدي بروغني     
استاديار گروه مكانيك استاديار گروه مكانيك 

دانشگاه بيرجند دانشگاه بيرجند 
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تاثير جرم فنر تاثير جرم فنر 
بدست آوردن جرم مؤثر فنر بدست آوردن جرم مؤثر فنر : : هدف هدف 

.. است استLL و طول  و طول mmssفنر داراي جرم فنر داراي جرم 
 را روي فنر در نظر مي گيريم را روي فنر در نظر مي گيريمdydyالمان المان 

dmdmss==mmssdydy//LL=  =  جرم المانجرم المان
yy و وxxاست كه برحسب است كه برحسب   zz  جابجائي المان  جابجائي المان  
بدست مي آيد بدست مي آيد 

فرض مي شود جابجائي نقاط روي فنر  فرض مي شود جابجائي نقاط روي فنر  
. .  خطي است خطي استyy برحسب  برحسب 
: : در نتيجه   در نتيجه   

x(t)

ms, k

y +dy

m 

y

L
z(y,t)

( )tx
L
yz

L
yz == max
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تاثير جرم فنر تاثير جرم فنر 
: : سرعت المان سرعت المان 

::انرژي جنبشي   انرژي جنبشي   

x(t)

ms, k

y +dy

m 

y

L
z(y,t)

( )tx
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yz &&& == max
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تاثير جرم فنر تاثير جرم فنر 
::انرژي جنبشي   انرژي جنبشي   

::انرژي پتانسيل فنر    انرژي پتانسيل فنر    

::روش ريلي روش ريلي 

x(t)

ms, k

y +dy
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L
z(y,t)
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تاثير جرم تير  تاثير جرم تير  
الماني از تير در نظر گرفته مي شود،الماني از تير در نظر گرفته مي شود،

::خيز تير در اثر نيروي مركزيخيز تير در اثر نيروي مركزي

: : بيشترين خيزبيشترين خيز

در نتيجه خيز تير بصورت تابعي از بيشترين خيز    در نتيجه خيز تير بصورت تابعي از بيشترين خيز    

≡

meq

EI,mb,L

δ= vmax

P

z dz
v(z,t)

( ) 2
22 043

48
)( LzzL
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Pzzv ≤≤−=
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48 L
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PLv b =⇒==δ
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043)( 32
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EIkb =
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تاثير جرم تير  تاثير جرم تير  
انرژي جنبشي مربوط به المان انرژي جنبشي مربوط به المان 

انرژي جنبشي كلانرژي جنبشي كل

≡

meq=0.4857mb
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تاثير جرم تير  تاثير جرم تير  
: : در نتيجه   در نتيجه   

≡

meq=0.4857mb

EI,mb,L

δ= vmax

P

z dz
v(z,t)

3

48
L
EIkb =

3

3
2 82.98

4857.0
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L
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m
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bbeq

b
n ===ω

( ) 33
4

3
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1 41.97
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EI
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EI
Lm

EIL
bbb

=== πβω

فركانس طبيعي اول تير  
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ارتعاشات آزاد ميرا ارتعاشات آزاد ميرا 
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ارتعاشات آزاد ميرا    ارتعاشات آزاد ميرا    

m
m

c k

x, xxx &&&,, xxx &&&,,

c k
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ارتعاشات آزاد ميرا    ارتعاشات آزاد ميرا    
نيرو و سرعت متناسب و خطي هستند     نيرو و سرعت متناسب و خطي هستند     

Non linear

x&x&∆
x&

xcFD &=
cضريب ميرائي ويسكوز مي باشد  .

lb.sec/ft يا kg/s يا N.s/m:  واحد
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دياگرام آزاد جسم     دياگرام آزاد جسم     

m

c k

xxx &&&,,

kx+kδ

mg

xc &

xxx &&&,,

تعادل ديناميكي   
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معادله حركت  معادله حركت  

xc &

: : قانون دوم نيوتن  قانون دوم نيوتن  

::معادله حركت معادله حركت 

kx+kδ

mg

xxx &&&,, 0=++
=+−−−

=↓ ∑+

kxxcxm
xmmgxckkx

maF

st

&&&

&&&δ

0=++ kxxcxm &&&
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پاسخ سيستم    پاسخ سيستم    
::معادله حركت  معادله حركت  

: : اين معادله اين معادله 
 خطي  خطي 22معادله ديفرانسيل مرتبه  معادله ديفرانسيل مرتبه  

همگن همگن 
ضرايب ثابتضرايب ثابت

::داراي حلي به شكلهاي زير فرض مي شود        داراي حلي به شكلهاي زير فرض مي شود        

0=++ kxxcxm &&&

tAetx λ=)(
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پاسخ پاسخ 

: : معادله مشخصه   معادله مشخصه   

0=++ kxxcxm &&&
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پاسخ پاسخ 

..بسته به مقدار زير راديكال، رفتار تابع تفاوت مي كند         بسته به مقدار زير راديكال، رفتار تابع تفاوت مي كند         
: : حالت بحراني  حالت بحراني  ) ) الفالف

. .  نشان مي دهند  نشان مي دهند ccccاين ميرائي ميرائي بحراني نام دارد و با  اين ميرائي ميرائي بحراني نام دارد و با  
::λλ11==λλ22پاسخ در اين حالت چون   پاسخ در اين حالت چون   
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ميرائي بحراني ميرائي بحراني 
AA11 و  و AA22     با شرايط مرزي محاسبه مي شود      با شرايط مرزي محاسبه مي شود 

( ) tnetAAtx ω−+= 21)(

( ) ( ) t
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t nn etAAeAtx ωω ω −− +−= 212)(&
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ميرائي بحراني ميرائي بحراني 

( )[ ] t
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  UnderdampedUnderdampedزير ميرائي  زير ميرائي  )   )   بب
::اگر زير راديكال كمتر از صفر باشد   اگر زير راديكال كمتر از صفر باشد   : : زير ميرائي زير ميرائي )  )  بب

::نسبت ميرائي به ميرائي بحراني  نسبت ميرائي به ميرائي بحراني  : : ξξنسبت ميرائي  نسبت ميرائي  
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پاسخ پاسخ 
: : همچنين    همچنين    

ωωddفركانس ميرا فركانس ميرا 

: : در نتيجه   در نتيجه   

: :  بدست مي آيد بدست مي آيدBB22 و  و BB11كه با شرايط مرزي   كه با شرايط مرزي   
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پاسخ پاسخ 
::اعمال شرايط مرزياعمال شرايط مرزي
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پاسخ پاسخ 
: : اشكال مختلف پاسخ اشكال مختلف پاسخ 
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    OverdampedOverdampedفوق ميرائي فوق ميرائي )   )   بب
::اگر زير راديكال بيشتر از صفر باشد     اگر زير راديكال بيشتر از صفر باشد     : : فوق ميرائي فوق ميرائي ) ) بب

::11بزرگتر از  بزرگتر از    ξξنسبت ميرائي  نسبت ميرائي  
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پاسخ پاسخ 

:: بدست مي آيد بدست مي آيدAA22 و  و AA11كه با شرايط مرزي   كه با شرايط مرزي   
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پاسخ پاسخ 
.B.C.B.Cاعمال اعمال 
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پاسخ پاسخ 
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Root locusRoot locusمكان هندسي ريشه ها      مكان هندسي ريشه ها      

مكان هندسي ريشه هاي معادله مشخصه در كنترل داراي كاربرد مي               مكان هندسي ريشه هاي معادله مشخصه در كنترل داراي كاربرد مي               
::باشد باشد 
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Root locusRoot locusمكان هندسي ريشه ها      مكان هندسي ريشه ها      
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مكان هندسي ريشه ها    مكان هندسي ريشه ها    
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بعضي از مقادير نسبت ميرائي      بعضي از مقادير نسبت ميرائي      

0.00007Phosphor bronze
0.0002Cold rolled aluminum
0.0006Cold rolled steel
0.003Wood
0.02Concrete
0.03Riveted steel structures
0.04Rubber

0.1-0.5Automobile shock absorbers
ξ
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كاهش لگاريتمي      كاهش لگاريتمي      
::روشي تجربي براي اندازه گيري نسبت ميرائي و ضريب ميرائي     روشي تجربي براي اندازه گيري نسبت ميرائي و ضريب ميرائي     
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كاهش لگاريتمي      كاهش لگاريتمي      
::tt11دامنه ارتعاش در زمان   دامنه ارتعاش در زمان   
::ttnn+1+1دامنه ارتعاش در زمان   دامنه ارتعاش در زمان   
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كاهش لگاريتمي      كاهش لگاريتمي      
: : نسبت دو دامنه نسبت دو دامنه 

::با لگاريتم گرفتن از دو طرف معادله   با لگاريتم گرفتن از دو طرف معادله   

.. را محاسبه كرد    را محاسبه كرد   ξξبا داشتن نسبت دامنه ها از اين معادله مي توان   با داشتن نسبت دامنه ها از اين معادله مي توان   
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StabilityStabilityپايداري    پايداري    

: : سيستم مقابل را در نظر بگيريد   سيستم مقابل را در نظر بگيريد   
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StabilityStabilityپايداري    پايداري    

 عدد حقيقي باشد   عدد حقيقي باشد  ωωnnدرصورتي ارتعاش وجود دارد كه       درصورتي ارتعاش وجود دارد كه       

براي داشتن شرايط پايدار ارتعاشات  براي داشتن شرايط پايدار ارتعاشات  
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مثال مثال 
معادله حركت سيستم مقابل را بدست آوريد      معادله حركت سيستم مقابل را بدست آوريد      
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مثال مثال 
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مثال مثال 
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مثال مثال 
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روش انرژي براي سيستم داري ميرائي       روش انرژي براي سيستم داري ميرائي       
در يك سيستم ارتعاشي ميرا چون نيروي خارجي غير از وزن و فنر     در يك سيستم ارتعاشي ميرا چون نيروي خارجي غير از وزن و فنر     

::وجود دارد در نتيجه وجود دارد در نتيجه 
:: به صفر ميل داده شود  به صفر ميل داده شود tt∆∆ تقسيم و   تقسيم و  tt∆∆و اگر طرفين معادله بر  و اگر طرفين معادله بر  

يعني مجموع نرخ تغيير انرژي پتانسيل و جنبشي معادل توان نيروي      يعني مجموع نرخ تغيير انرژي پتانسيل و جنبشي معادل توان نيروي      
توان نيز براي نيرو و كوپل به صورت زير تعريف مي      توان نيز براي نيرو و كوپل به صورت زير تعريف مي      . . اعمالي است  اعمالي است  
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روش انرژي براي سيستم داري ميرائي       روش انرژي براي سيستم داري ميرائي       
: : انرژي جنبشي   انرژي جنبشي   

: : انرژي پتانسيل  انرژي پتانسيل  
::توان ميراگرتوان ميراگر
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روش انرژي براي سيستم داري ميرائي       روش انرژي براي سيستم داري ميرائي       
::لذا لذا 
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مثال مثال 
براي مثال قبل اگر فركانس طبيعي   براي مثال قبل اگر فركانس طبيعي   

55HzHz و  و mm=10=10kgkg  ،  ،JJOO=5=5kg.mkg.m22  ،  ،
rr11=10=10cmcm و  و rr22=25=25cmcm  باشند، اگر   باشند، اگر 

با يك جابجائي اوليه مشخص شود    با يك جابجائي اوليه مشخص شود    
% % 8080 سيكل دامنه  سيكل دامنه 1010كه بعد از كه بعد از 

كاهش پيدا كرده، مطلوب است   كاهش پيدا كرده، مطلوب است   
cc و  و kkمقدار مقدار 
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حلحل

: : فركانس طبيعيفركانس طبيعي

كاهش لگاريتمي    كاهش لگاريتمي    

:: كوچك است كوچك استξξچون چون 
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روش كار مجازي    روش كار مجازي    
ازي  ازي  وقتي كه يك سيستم ديناميكي در حال تعادل ديناميكي باشد، جابجائي مج   وقتي كه يك سيستم ديناميكي در حال تعادل ديناميكي باشد، جابجائي مج   

. . باعث تغييرتي مجازي در انرژيها و كارنيروهاي غير فنر و وزن مي شود     باعث تغييرتي مجازي در انرژيها و كارنيروهاي غير فنر و وزن مي شود     
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روش كار مجازي    روش كار مجازي    
: : درنتيجه درنتيجه 

: : كه در حالت كلي      كه در حالت كلي      

otherdamperG WWymgxkxJxxm
WUT

δδδδδθθδ

δδδ

+=+++
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&&&&

كارمجازي نيروي اينرسي     
)انتقالي و دوراني  ( كارمجازي نيروي فنر    

كارمجازي وزن      

كارمجازي نيروي ميراگر    

كارمجازي نيروهاي ديگر     
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روش كار مجازي    روش كار مجازي    : : مثالمثال
::مطلوب است معادله حركت سيستم نشان داده شده        مطلوب است معادله حركت سيستم نشان داده شده        
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روش كار مجازي    روش كار مجازي    : : مثالمثال
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ادامهادامه
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شكل استاندارد معادله حركت        شكل استاندارد معادله حركت        
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))اصطكاك خشك   اصطكاك خشك   ((ميرائي كلمب   ميرائي كلمب   
 )   )  Coulomb dampingCoulomb damping ( (

نيروي لازم براي ايجاد لغزش بين     : براساس قانون اصطكاك كلمب   
.دو جسم در تماس متناسب با نيروي عمودي بين آن دو جسم است  

 بصورت زير بدست مي آيد      Fبنابراين نيروي 

                       F = µN = µW = µmg        
.  ضريب اصطكاك لغزشي يا جنبشي است     µ نيروي عمودي و  Nكه   

 نيز مي  damping constant ميرائي ثابتميرائي كلمب را گاهي    
. گويند
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ميرائي كلمب     ميرائي كلمب     
::معادله حركت  معادله حركت  

يك سيستم يك درجه آزادي با اصطكاك خشك را در نظر بگيريد     يك سيستم يك درجه آزادي با اصطكاك خشك را در نظر بگيريد     

 تغيير مي كند نياز است كه     تغيير مي كند نياز است كه    جهت سرعت   جهت سرعت   چون نيروي اصطكاك با  چون نيروي اصطكاك با  
..دو حالت بررسي گردد   دو حالت بررسي گردد   
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ميرائي كلمب     ميرائي كلمب     
 است و زمانيكه   است و زمانيكه   هم مثبت  هم مثبت dx/dtdx/dt مثبت و  مثبت و xx وقتي كه    وقتي كه   ): ): حالت الف  حالت الف  

xx منفي و  منفي و dx/dtdx/dtاست است مثبت مثبت  . .
) ) از شكل از شكل ((معادله حركت را مي توان چنين نوشت    معادله حركت را مي توان چنين نوشت    

::جواب خصوصي و عمومي اين معادله   جواب خصوصي و عمومي اين معادله   

است واست و
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ميرائي كلمب     ميرائي كلمب     
  xx است و زمانيكه     است و زمانيكه     منفي منفيdx/dtdx/dt مثبت و  مثبت و xx وقتي كه    وقتي كه   ):):حالت ب  حالت ب  

.. هم است   هم است   منفي منفيdx/dtdx/dtمنفي و منفي و 
) ) از شكل از شكل ((معادله حركت را مي توان چنين نوشت    معادله حركت را مي توان چنين نوشت    

::جواب خصوصي و عمومي اين معادله   جواب خصوصي و عمومي اين معادله   

استاست
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ميرائي كلمب     ميرائي كلمب     
::با فرض شرط اوليه جابجائي اوليه   با فرض شرط اوليه جابجائي اوليه   

چون با رها كردن جرم بدون سرعت اوليه سرعت منفي خواهد بود لذا        چون با رها كردن جرم بدون سرعت اوليه سرعت منفي خواهد بود لذا        
≥≥00براي براي  t t ≤≤π/ωπ/ωnn::

: : وبا اعمال شرايط اوليه وبا اعمال شرايط اوليه 
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ميرائي كلمب     ميرائي كلمب     
 جرم براي لحظه اي متوقف مي شود و جهت سرعت       جرم براي لحظه اي متوقف مي شود و جهت سرعت      t t ==π/ωπ/ωnnدر  در  

::عكس مي شود لذا  عكس مي شود لذا  

22µµدر نتيجه طي نيم سيكل دامنه به اندازه     در نتيجه طي نيم سيكل دامنه به اندازه      N/kN/k   كاهش دامنه داده    كاهش دامنه داده 
≥≥π/ωπ/ωnnاست و چون سرعت مثبت است براي  است و چون سرعت مثبت است براي   t t ≤≤ 22π/ωπ/ωnn::

: : وبا اعمال شرايط اوليه وبا اعمال شرايط اوليه 
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ميرائي كلمب     ميرائي كلمب     
اين حركت تاجائي ادامه مي يابد كه نيروي بازگرداننده فنر قادر به       اين حركت تاجائي ادامه مي يابد كه نيروي بازگرداننده فنر قادر به       

::مقابله با نيروي اصطكاك نباشد، يعني     مقابله با نيروي اصطكاك نباشد، يعني     
22µµلذا چون در هر نيم سيكل كاهش دامنه معادل        لذا چون در هر نيم سيكل كاهش دامنه معادل         N/kN/k  است لذا مي   است لذا مي 

 كه سيستم ارتعاش مي كند تا متوقف شود          كه سيستم ارتعاش مي كند تا متوقف شود         ((rr))توان تعداد نيم سيكل  توان تعداد نيم سيكل  
::را بدست آورد را بدست آورد 
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ميرائي كلمب     ميرائي كلمب     
::مشخصه هاي سيستم با ميرائي كلمب         مشخصه هاي سيستم با ميرائي كلمب         

 است، در حاليكه در ميرائي ويسكوز معادله خطي     است، در حاليكه در ميرائي ويسكوز معادله خطي    غير خطيغير خطيمعادله حركت  معادله حركت  
..استاست

 در  در تغييري نكردهتغييري نكردهفركانس طبيعي پاسخ ارتعاش نسبت به سيستم ناميرا     فركانس طبيعي پاسخ ارتعاش نسبت به سيستم ناميرا     
حاليكه در ميرائي ويسكوز كاهش مي يابد  حاليكه در ميرائي ويسكوز كاهش مي يابد  

حركت داراي نوسان است درحاليكه در ميرائي ويسكوز مي تواند نوسان  حركت داراي نوسان است درحاليكه در ميرائي ويسكوز مي تواند نوسان  
. . نداشته باشد نداشته باشد 

از از بعد از چند نوسان سيستم متوقف مي شود، در حاليكه در ميرائي ويسكوز   بعد از چند نوسان سيستم متوقف مي شود، در حاليكه در ميرائي ويسكوز   
نظر تئوري حركت تا بينهايت ادامه داردنظر تئوري حركت تا بينهايت ادامه دارد
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ميرائي كلمب     ميرائي كلمب     
::مشخصه هاي سيستم با ميرائي كلمب         مشخصه هاي سيستم با ميرائي كلمب         

ه  ه  در ميرائي كلمب دامنه ارتعاش خطي كاهش مي يابد، ميرائي ويسكوز دامن     در ميرائي كلمب دامنه ارتعاش خطي كاهش مي يابد، ميرائي ويسكوز دامن     
. . بصورت نمائي كاهش مي يابد  بصورت نمائي كاهش مي يابد  

44µµدر هر سيكل دامنه ارتعاش     در هر سيكل دامنه ارتعاش      N/kN/k   كاهش مي يابد كه مي توان از آن    كاهش مي يابد كه مي توان از آن 
لذالذا. . شيب پوش منحني را پيدا كرد شيب پوش منحني را پيدا كرد 
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روش انرژي  روش انرژي  :  :  ميرائي كلمب     ميرائي كلمب     
با استفاده از كار نيروي اصطكاك در يك نيم سيكل مي توان كاهش    با استفاده از كار نيروي اصطكاك در يك نيم سيكل مي توان كاهش    

..دامنه در يك نيم سيكل را بدست آورد   دامنه در يك نيم سيكل را بدست آورد   
::كار نيروي اصطكاك در يك نيم سيكل  كار نيروي اصطكاك در يك نيم سيكل  

: : تغيير در انرژي جنبشي صفر و تغيير در انرژي پتانسيل      تغيير در انرژي جنبشي صفر و تغيير در انرژي پتانسيل      
( )5.0++−=∆−= mmF xxNxFW µ

( ) ( )( )mmmmmm xxxxkxxkU +−=−=∆ +++ 5.05.0
22

5.0 2
1

2
1

( )( ) ( )

( )
k

Nxx

xxNxxxxkWTU
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mmmmmm
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Coulomb DampingCoulomb Damping

force normal  theis N friction, oft coefficien  theis  where µ
µNFd =

m
k

m
kx

dF
xm &&

1x

1−x

2x
k

Fd4
( ) ( )

( )
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مثال مثال 
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كار انجام شدة فنر و ميراگر    كار انجام شدة فنر و ميراگر    
..هدف بدست آوردن منحني نيرو تغييرمكان و كار انجام شده است        هدف بدست آوردن منحني نيرو تغييرمكان و كار انجام شده است        

فرض كنيد سيستم فنر و ميراگري به يك ميله بدون    فرض كنيد سيستم فنر و ميراگري به يك ميله بدون    
..وزن متصل شده اند وزن متصل شده اند 

 نيروئي در فنر و ميراگر ايجاد مي شود  نيروئي در فنر و ميراگر ايجاد مي شود xxدر اثر جابجائي   در اثر جابجائي   

xx((tt)=)=XXsin(sin(ωωt+t+φφ)):    :    اگر حركت هارمونيك فرض شود يعني   اگر حركت هارمونيك فرض شود يعني   

c

x

k

F(t) ( ) xckxtF &+=

( ) ( ) ( )φωωφω +++= tXctkXtF cossin
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كار انجام شدة فنر و ميراگر    كار انجام شدة فنر و ميراگر    
: : در نتيجه در نتيجه 

( ) ( ) ( )
( ) 22

222 sinsin

xXckxtF

tXXctkXtF

−±=

+−±+=

ω

φωωφω
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كار انجام شدة فنر و ميراگر    كار انجام شدة فنر و ميراگر    

( )
( )

( )
12

2222

2

2

=
+

+
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F
ω
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x

F

c ω X

-c ω X 222 ω
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222 ω

ω

ck

Xc

+
−

kx

22 xXc −ω

X-X

www.konkur.in

Telegram: @uni_k

https://t.me/uni_k


7474

كار انجام شدة فنر و ميراگر    كار انجام شدة فنر و ميراگر    
  kkكه معادله خط با شيب    كه معادله خط با شيب      F=F=kxkx:      :      اگر ميراگر وجود نداشته باشد  اگر ميراگر وجود نداشته باشد  

استاست
: : اگر فنر وجود نداشته باشد  اگر فنر وجود نداشته باشد  

::كه معادله يك بيضي با ابعاد   كه معادله يك بيضي با ابعاد   
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كار انجام شدة فنر و ميراگر    كار انجام شدة فنر و ميراگر    
::براي فنربراي فنر

::براي ميراگربراي ميراگر

ππabab==ππccωω:                        :                        مساحت بيضي مساحت بيضي  XX 22

( ) ( ) 0cossin
2

00
=++=== ∫∫∫ dttXtkXdtxFdxFW SSS

ωπτ
φωωφω&

( ) ( )

( ) 2
2

0

22
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222

0
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2
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dtxcdtxFdtPW DDD
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كار انجام شدة فنر و ميراگر    كار انجام شدة فنر و ميراگر    
::براي فنر و ميراگربراي فنر و ميراگر

..چون فنر مصرف كننده انرژي نيست   چون فنر مصرف كننده انرژي نيست   

2XcWWW DS ωπ=+=
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حلقه هيسترزس   حلقه هيسترزس   

x

F

X-X
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سرعت جابجائي سيستم ناميرا    سرعت جابجائي سيستم ناميرا    
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سرعت جابجائي سيستم ميرا   سرعت جابجائي سيستم ميرا   
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55ارتعاشات مكانيكي     ارتعاشات مكانيكي     
ارتعاش اجباري با تحريك هارمونيك       ارتعاش اجباري با تحريك هارمونيك       

سيديوسف احمدي بروغني     سيديوسف احمدي بروغني     
استاديار گروه مكانيك استاديار گروه مكانيك 

دانشگاه بيرجند دانشگاه بيرجند 
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تم تم در سيستم هاي بحث شده قبلي، بعد از اعمال شرايط اوليه انرژي به سيس      در سيستم هاي بحث شده قبلي، بعد از اعمال شرايط اوليه انرژي به سيس      
. . اضافه نمي شود اضافه نمي شود 
 به سيستم اضافه مي شود تا ارتعاشات ادامه پيدا كند     به سيستم اضافه مي شود تا ارتعاشات ادامه پيدا كند    نيرونيروحال انرژي يا حال انرژي يا 

:  :  مفاهيم مهم مفاهيم مهم 
))Forcing ForceForcing Force((نيرو اجباري    نيرو اجباري    

) ) Forcing displacementForcing displacement( ( جابجائي اجباري       جابجائي اجباري       
) ) ResonanceResonance((تشديد  تشديد  

))Magnification factorMagnification factor((ضريب بزرگنمائي   ضريب بزرگنمائي   
) ) Phase anglePhase angle((زاويه فاز  زاويه فاز  

مقدمهمقدمه
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سيستم ارتعاشي با نيروي اجباري    سيستم ارتعاشي با نيروي اجباري    

k

x

k

m m

δst

c c

k

F0cosωf t F0cosωf t

فنر بدون بار  

بدون حركت   تعادل استاتيكي  
جسم در حركت  

درتعادل
kδst = mg
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؟؟))كسينوسي كسينوسي ( ( چرا نيروي با تابع هارمونيك    چرا نيروي با تابع هارمونيك    
FF00 coscosωωff tt

::در بسياري از موارد بكاربرده مي شود    در بسياري از موارد بكاربرده مي شود    
سيستمهاي دورانيسيستمهاي دوراني

تحريك بوسيله يك سيستم ارتعاشي ديگرتحريك بوسيله يك سيستم ارتعاشي ديگر
))زلزله، جريان سيال زلزله، جريان سيال ((تحريك بوسيله تابع موج تحريك بوسيله تابع موج 

::اگر هم تابع هارمونيك نباشد، مي توان   اگر هم تابع هارمونيك نباشد، مي توان   
از سري فوريه مي توان براي نمايش توابع ديگر استفاده كرد   از سري فوريه مي توان براي نمايش توابع ديگر استفاده كرد   

براي هر تابع هارمونيكي پاسخ را بدست آورد براي هر تابع هارمونيكي پاسخ را بدست آورد 
. . از برهم نهش پاسخها پاسخ به تابع دلخواه بدست مي آيد      از برهم نهش پاسخها پاسخ به تابع دلخواه بدست مي آيد      
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نيروي اجباري و جابجائي اجباري نيروي اجباري و جابجائي اجباري 

Forcing 
Force

Forcing 
Displacement
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دياگرام آزاد براي نيروي اجباري      دياگرام آزاد براي نيروي اجباري      

::معادله حركت  معادله حركت  

m

F0cosωf txxx &&&,, mg

k(x+δst)

xc&

m

xm &&

≡

( ) xmtFxkxcmgF fst &&& =++↓+ ∑ ωδ cos--  : 0

stkmg δ=
xmtFkxxc f &&& =+ ωcos-- 0
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معادله حركت با نيروي اجباري   معادله حركت با نيروي اجباري   

::كه در شكل استاندارد نيز    كه در شكل استاندارد نيز    

c=c=ξξ==00.    .    ابتدا به بررسي سيستم بدون ميرائي پرداخته مي شود     ابتدا به بررسي سيستم بدون ميرائي پرداخته مي شود     

xmtFkxxc f &&& =+ ωcos-- 0

tFkxxcxm fωcos0=++ &&&

t
m
F

xxx fnn ωωξω cos2 02 =++ &&&

tFkxxm fωcos0=+&&
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تحريك هارمونيك بدون ميرائي  تحريك هارمونيك بدون ميرائي  
سيستم جرم و فنري را كه نيروي هارمونيك     سيستم جرم و فنري را كه نيروي هارمونيك     

          FF00coscosωωf f tt
به آن اعمال   به آن اعمال   ) ) يا هرنيروي هارمونيك ديگر يا هرنيروي هارمونيك ديگر ((

..مي شود درنظر بگيريد مي شود درنظر بگيريد 
ωωff فركانس نيروي تحريك است  فركانس نيروي تحريك است ..
FF00 دامنه نيروي تحريك  دامنه نيروي تحريك 

::معادله حركت در شكل استاندارد   معادله حركت در شكل استاندارد   

m

k

F0cosωf t

xxx &&&,,

m
F

ftfxx fn
0

00
2 cos ==+ ωω&&
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پاسخ سيستم ناميرا به تحريك هارمونيك      پاسخ سيستم ناميرا به تحريك هارمونيك      
: : و جواب خصوصي است و جواب خصوصي است ) ) همگن همگن ((اين معادله داراي دو جواب عمومي  اين معادله داراي دو جواب عمومي  

::جواب ارتعاش آزاد است جواب ارتعاش آزاد است : : جواب عموميجواب عمومي

 مقادير ثابت مي باشند    مقادير ثابت مي باشند   BB و  و AAكه   كه   
جواب خصوصي به صورت مقابل فرض مي شود كه بايد در معادله            جواب خصوصي به صورت مقابل فرض مي شود كه بايد در معادله            

::صدق كند    صدق كند    
( )tXtx fp ωcos)( =

( ) ( ) ( )tBtAtx nng ωω sincos +=
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پاسخ سيستم ناميرا به تحريك هارمونيك      پاسخ سيستم ناميرا به تحريك هارمونيك      
:: بدست آيد   بدست آيد  XXدر جواب خصوصي لازم است كه دامنه       در جواب خصوصي لازم است كه دامنه       

XXكه باحل آن براي  كه باحل آن براي  
در نتيجه جواب خصوصي    در نتيجه جواب خصوصي    

( )tXtx fp ωcos)( =

22
0

0
22 coscoscos

2

fn

f

x

fn

x

ff

f
X

tftXtX
pnp

ωω
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=
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448447644 844 76
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( )tf
tx f

fn
p ω
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پاسخ سيستم ناميرا به تحريك هارمونيك      پاسخ سيستم ناميرا به تحريك هارمونيك      
: : تركيب جواب خصوصي وعمومي  تركيب جواب خصوصي وعمومي  

.. با اعمال شرايط مرزي بدست مي آيد     با اعمال شرايط مرزي بدست مي آيد    BB و  و AAثابتهاي انتگرالگيري ثابتهاي انتگرالگيري 

( ) ( ) ( )tBtAt
f

tx

txtxtx

nnf
fn

gp

ωωω
ωω

sincoscos)(

)()()(

22
0 ++
−

=
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nnnnf
fn
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پاسخ سيستم ناميرا به تحريك هارمونيك      پاسخ سيستم ناميرا به تحريك هارمونيك      
.. با اعمال شرايط مرزي بدست مي آيد     با اعمال شرايط مرزي بدست مي آيد    BB و  و AAثابتهاي انتگرالگيري ثابتهاي انتگرالگيري 

n: : در نتيجه در نتيجه 
n
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پاسخ سيستم ناميرا به تحريك هارمونيك      پاسخ سيستم ناميرا به تحريك هارمونيك      
::اين پاسخاين پاسخ

.. ارتعاش مي كند ارتعاش مي كندωωff و فركانس تحريك    و فركانس تحريك   ωωnnدر هردو فركانس طبيعي   در هردو فركانس طبيعي   
))تشديدتشديد((زماني كه دامنه ارتعاش بينهايت مي شود    زماني كه دامنه ارتعاش بينهايت مي شود    

حتي اگر شرايط اوليه معادل صفر است هردو فركانس موجودند حتي اگر شرايط اوليه معادل صفر است هردو فركانس موجودند 

( ) ( )[ ] ( ) ( )tv
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پاسخ سيستم ناميرا به تحريك هارمونيك      پاسخ سيستم ناميرا به تحريك هارمونيك      
پاسخ بافركانس تحريك و فركانس طبيعي  پاسخ بافركانس تحريك و فركانس طبيعي  
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Response for m=100 kg, k=1000 N/m, F=100 N, ωf = ωn +3
v0=0.1m/s and x0= -0.02 m.
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پاسخ سيستم ناميرا به تحريك هارمونيك      پاسخ سيستم ناميرا به تحريك هارمونيك      
پاسخ كلي سيستم كه مشخصاً داراي دو فركانس متفاوت است          پاسخ كلي سيستم كه مشخصاً داراي دو فركانس متفاوت است          
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Response for m=100 kg, k=1000 N/m, F=100 N, ωf = ωn +3
v0=0.1m/s and x0= -0.02 m.
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پاسخ سيستم ناميرا به تحريك هارمونيك      پاسخ سيستم ناميرا به تحريك هارمونيك      

Response for m=100 kg, k=1000 N/m, F=100 N, ωf = ωn +0.3
v0=0.1m/s and x0= -0.02 m.
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پاسخ سيستم ناميرا به تحريك هارمونيك      پاسخ سيستم ناميرا به تحريك هارمونيك      
پاسخ كلي سيستم      پاسخ كلي سيستم      

Response for m=100 kg, k=1000 N/m, F=100 N, ωf = ωn +0.3
v0=0.1m/s and x0= -0.02 m.
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پاسخ سيستم ناميرا به تحريك هارمونيك      پاسخ سيستم ناميرا به تحريك هارمونيك      
پاسخ كلي سيستم      پاسخ كلي سيستم      

Response for m=100 kg, k=1000 N/m, F=100 N, ωf ≈ ωn
v0=0.1m/s and x0= -0.02 m.
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شرايط خاص جواب   شرايط خاص جواب   
::بافرض شرايط اوليه صفر  بافرض شرايط اوليه صفر  

باشد   باشد     ωωnn++ωωff==22ωωnn    مقدار كوچكي باشد و   مقدار كوچكي باشد و     ωωnn--ωωff==22εεحال اگر حال اگر 
::آنگاهآنگاه
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) ) تپشتپش( ( شرايط خاص جواب    شرايط خاص جواب    
در اين حالت تپش يا ضربان اتفاق مي افتد و دامنه به صورت         در اين حالت تپش يا ضربان اتفاق مي افتد و دامنه به صورت         

..سينوسي كم و زياد مي شود     سينوسي كم و زياد مي شود     
عدد بسيار كوچكي است و در نتيجه      عدد بسيار كوچكي است و در نتيجه        εε    در نتيجه  در نتيجه    ωωff→→ωωnnاگر اگر 

..سينوس زاويه كوچك با خود آن برابر است   سينوس زاويه كوچك با خود آن برابر است   
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) ) تشديد    تشديد    ( ( شرايط خاص جواب    شرايط خاص جواب    
اين حالت را تشديد يا رزونانس گويند كه دامنه بصورت خطي بسمت           اين حالت را تشديد يا رزونانس گويند كه دامنه بصورت خطي بسمت           

بينهايت ميل مي كند   بينهايت ميل مي كند   
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مقايسه ارتعاش آزاد و اجباري     مقايسه ارتعاش آزاد و اجباري     
. . مجموع دوجمله هارمونيك با فركانسهاي متفاوت مي باشد        مجموع دوجمله هارمونيك با فركانسهاي متفاوت مي باشد        

..پاسخ داراي دامنه و فازي است كه موثر از نيرو است  پاسخ داراي دامنه و فازي است كه موثر از نيرو است  
.. تقسيم شده است    تقسيم شده است   00 پاسخ تعريف نشده است، چون بر     پاسخ تعريف نشده است، چون بر    ωωff==ωωnnبراي براي 

 به فركانس طبيعي ميل كند دامنه جواب      به فركانس طبيعي ميل كند دامنه جواب     ωωffاگر فركانس تحريك  اگر فركانس تحريك  
..خصوصي بسيار بزرگ مي شود      خصوصي بسيار بزرگ مي شود      

 معروف است و اغلب بصورت    معروف است و اغلب بصورت   پاسخ پايدارپاسخ پايدارقسمت جواب خصوصي به     قسمت جواب خصوصي به     
رسم    رسم    ωωffدامنه و فاز مي نويسند و دامنه را برحسب فركانس تحريك     دامنه و فاز مي نويسند و دامنه را برحسب فركانس تحريك     

): : مي كنند  مي كنند   ) 0,cos)( 22
0 =
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=+= φ
ωω

φω
fn

f
f

XtXtx
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ترسيم نمودار بزرگنمائي     ترسيم نمودار بزرگنمائي     
::براي ترسيم نمودار بايد از مقادير بي بعد استفاده كرد لذا     براي ترسيم نمودار بايد از مقادير بي بعد استفاده كرد لذا     
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ترسيم نمودار بزرگنمائي     ترسيم نمودار بزرگنمائي     
:: ترسيم مي شود كه     ترسيم مي شود كه    MMمعمولاً اين ترسيمه به صورت قدر مطلق        معمولاً اين ترسيمه به صورت قدر مطلق        

⎩
⎨
⎧

>
<

=
−

==⇒
−

=
nf

nf

nf rF
kXM

k
F

X
ωω
ωω

φ
ωω 180

0

1
1,

1
1

2
0

22
0

0

2

4

6

8

10

12

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

r

M
=
kX

/F
0

ω f =ω n

www.konkur.in

Telegram: @uni_k

https://t.me/uni_k


2626

،  ،  mm=10 kg=10 kg ، ،kk=1000 N/m =1000 N/m   ،  ،FF=23 N=23 N  ،  ،ωωff=2=2ωωnn((پاسخ را براي   پاسخ را براي   : : مثالمثال
xx00=0=0  ،  ،vv00=0.2 =0.2 m/sm/s((    محاسبه و رسم نمائيد  محاسبه و رسم نمائيد . .

)20cos10(cos10667.710sin02.0)(

m 109667.7
s/rad )20(10

N/kg 3.2

m 02.0
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kg 10
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 و  و Hz10 Hz 10    به يك سيستم جرم و فنر شرايط اوليه صفر ونيروي هارمونيك با فركانس           به يك سيستم جرم و فنر شرايط اوليه صفر ونيروي هارمونيك با فركانس               ::مثالمثال
    0.1m0.1m و دامنة پاسخ اندازه گرفته شده       و دامنة پاسخ اندازه گرفته شده      k=2000N/mk=2000N/m اعمال مي شود اگر      اعمال مي شود اگر     N20 N 20اندازه     اندازه     

. . باشد، جرم سيستم را محاسبه نمائيد     باشد، جرم سيستم را محاسبه نمائيد     
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پاسخ سيستم ميرا به تحريك هارمونيك    پاسخ سيستم ميرا به تحريك هارمونيك    
. . يك سيستم داراي ميرائي را در نظر بگيريد  يك سيستم داراي ميرائي را در نظر بگيريد  

x
m
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k

F0cosωf t
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پاسخ سيستم ميرا به تحريك هارمونيك    پاسخ سيستم ميرا به تحريك هارمونيك    
: : معادله حركت داراي دو پاسخ خصوصي و عمومي است    معادله حركت داراي دو پاسخ خصوصي و عمومي است    

ξξ<1<1>0>0فرض شده فرض شده : : پاسخ عمومي پاسخ عمومي 

: : به صورت مقابل فرض مي شود  به صورت مقابل فرض مي شود  :  :  پاسخ خصوصيپاسخ خصوصي

: : در نتيجه   در نتيجه   
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پاسخ سيستم ميرا به تحريك هارمونيك    پاسخ سيستم ميرا به تحريك هارمونيك    
t: : با قرار دادن در معادله با قرار دادن در معادله 
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پاسخ سيستم ميرا به تحريك هارمونيك    پاسخ سيستم ميرا به تحريك هارمونيك    
::استفاده از روابط مثلثاتي استفاده از روابط مثلثاتي 
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پاسخ سيستم ميرا به تحريك هارمونيك    پاسخ سيستم ميرا به تحريك هارمونيك    
::استفاده از روابط قبل استفاده از روابط قبل 
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پاسخ سيستم ميرا به تحريك هارمونيك    پاسخ سيستم ميرا به تحريك هارمونيك    
)::استفاده از روابط قبل استفاده از روابط قبل  ) ( )( )
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پاسخ سيستم ميرا به تحريك هارمونيك    پاسخ سيستم ميرا به تحريك هارمونيك    
::همچنين  همچنين  
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پاسخ سيستم ميرا به تحريك هارمونيك    پاسخ سيستم ميرا به تحريك هارمونيك    
: : پاسخ كلي  پاسخ كلي  

::φφ و  و XX با اعمال شرايط مرزي بدست مي آيند و       با اعمال شرايط مرزي بدست مي آيند و      AA22 و  و AA11كه   كه   
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پاسخ گذرا پاسخ حالت پايدار 
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پاسخ سيستم ميرا به تحريك هارمونيك    پاسخ سيستم ميرا به تحريك هارمونيك    
::AA22 و  و AA11بدست آوردن   بدست آوردن   

براي شرايط مرزي صفر براي شرايط مرزي صفر 
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پاسخ سيستم ميرا به تحريك هارمونيك    پاسخ سيستم ميرا به تحريك هارمونيك    
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پاسخ سيستم ميرا به تحريك هارمونيك    پاسخ سيستم ميرا به تحريك هارمونيك    
بدليل ميرائي بعداز مدتي پاسخ گذرا حذف و فقط پاسخ حالت پايدار          بدليل ميرائي بعداز مدتي پاسخ گذرا حذف و فقط پاسخ حالت پايدار          

..باقي مي ماند باقي مي ماند 
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نمودار بزرگنمائي   نمودار بزرگنمائي   
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زاويه فاز زاويه فاز 
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مثال مثال 

Uniform
rigid bar,
mass m

k kc

l/4

o

l/4 l/2

Mocos(ωt)

mNk 5000=ml 1= msNc ⋅=1000 kgm 10=

mNM o ⋅= 100 rpm1000=ω معادله حركت و پاسخ  
حالت پايدار؟    
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مثال مثال 
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مثال مثال 
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مثال مثال 
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مثال مثال 
mNk 5000=ml 1= msNc ⋅=1000 kgm 10=

mNM o ⋅= 100 sradrpmf /8.104
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rad67.21.153
8.10470150000
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مثال مثال 
عملـگر فنـري نشان داده شده با استـفاده از فشار           عملـگر فنـري نشان داده شده با استـفاده از فشار           

 بعنوان ورودي از كنترلر      بعنوان ورودي از كنترلر     pp((tt))هواي متغير با زمان     هواي متغير با زمان     
تاثير آن خروجي جابجائي    تاثير آن خروجي جابجائي    . . پنوماتيكي عمل مي كند    پنوماتيكي عمل مي كند    

xx((tt))           به مقداري اسـت كه متناسب با فشار هـواي            به مقداري اسـت كه متناسب با فشار هـواي 
ديافراگم لاستيكي داراي داراي سطح          ديافراگم لاستيكي داراي داراي سطح          . . ورودي است  ورودي است  

 است كه تحت فشار هواي ورودي و در           است كه تحت فشار هواي ورودي و در          AAمقطع  مقطع  
وزن فنر وزن فنر . .  تغيير شكل مي دهد   تغيير شكل مي دهد  kkمقابل فنر با سختي   مقابل فنر با سختي   

15 15 lblb   20 20 و وزن شير و ميله آن    و وزن شير و ميله آن lblb پاسخ پاسخ . .  است  است
 را   را  pp((tt)=)=pp00coscosωωttشير تحت فشار نوساني هارمونيكي   شير تحت فشار نوساني هارمونيكي   

..براي داده هاي زير بدست آوريد         براي داده هاي زير بدست آوريد         
psipo 10= srad8=ω 2100inA =

inlbk f400=
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حلحل

M+ms/3

k=400

p0Acosωf t= 1000cos8 t

xxx &&&,,

[ ]
in

slb
g

mM s

2

0647.0
122.32

253152013 ⋅
=

×
=+=+

www.konkur.in

Telegram: @uni_k

https://t.me/uni_k


4949

حلحل
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حلحل
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مقدار بيشينه ضريب بزرگنمائي   مقدار بيشينه ضريب بزرگنمائي   
 از معادله مربوطه    از معادله مربوطه   rrبراي بدست آوردن مقدار بيشينه بايد نسبت به       براي بدست آوردن مقدار بيشينه بايد نسبت به       

..مشتق گرفته معادل صفر قرار داد  مشتق گرفته معادل صفر قرار داد  
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مقدار بيشينه ضريب بزرگنمائي   مقدار بيشينه ضريب بزرگنمائي   
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در باره ضريب بزرگنمائي    در باره ضريب بزرگنمائي    
توجه شود كه حتي مقادير كوچك ميرائي ضريب بزرگنمائي را و در         توجه شود كه حتي مقادير كوچك ميرائي ضريب بزرگنمائي را و در         

..نتيجه دامنه پاسخ را به مقدار زيادي مي تواند كاهش مي دهد         نتيجه دامنه پاسخ را به مقدار زيادي مي تواند كاهش مي دهد         
 اتفاق مي  اتفاق مي ωωnnتوجه شود كه مقدار بيشينه پاسخ در فركانسي كمتر از        توجه شود كه مقدار بيشينه پاسخ در فركانسي كمتر از        

..افتدافتد
  11 ضريب بزرگنمائي همواره بيشتر از       ضريب بزرگنمائي همواره بيشتر از      11براي نسبت ميرائي كمتر از  براي نسبت ميرائي كمتر از  

..استاست
  11 ضريب بزرگ نمائي همواره كمتر از       ضريب بزرگ نمائي همواره كمتر از      11براي نسبت ميرائي بيشتر از  براي نسبت ميرائي بيشتر از  

..استاست
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نيروي هارمونيكي مختلط  نيروي هارمونيكي مختلط  
::فرض كنيد نيروي هارمونيكي بصورت مختلط ارائه شود      فرض كنيد نيروي هارمونيكي بصورت مختلط ارائه شود      

::لذا لذا 
يايا

::پاسخ خصوصي اين معادله ديفرانسيل به صورت زير فرض مي شود         پاسخ خصوصي اين معادله ديفرانسيل به صورت زير فرض مي شود         
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نيروي هارمونيكي مختلط  نيروي هارمونيكي مختلط  
::با قرار دادن در معادله حركت   با قرار دادن در معادله حركت   

ZZ((iiωω)=()=(kk--mmωωff
22)+)+icicωωff   گويند گويندامپدانس مكانيكيامپدانس مكانيكيرا را  . .

::در نتيجه مي توان نوشت   در نتيجه مي توان نوشت   
براي جداسازي قسمتهاي     براي جداسازي قسمتهاي     

 حقيقي و موهومي صورت مخرج در مزدوج مخرج ضرب مي شود          حقيقي و موهومي صورت مخرج در مزدوج مخرج ضرب مي شود         
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پاسخ به نيروي هارمونيكي مختلط   پاسخ به نيروي هارمونيكي مختلط   
::لذا لذا 

..هر عدد مختلط را مي توان با مقدار و آرگومان نشان داد   هر عدد مختلط را مي توان با مقدار و آرگومان نشان داد   
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پاسخ به نيروي هارمونيكي مختلط   پاسخ به نيروي هارمونيكي مختلط   
::لذا لذا 
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پاسخ به نيروي هارمونيكي مختلط   پاسخ به نيروي هارمونيكي مختلط   
نيز استفاده مي نيز استفاده مي ) ) كه قبلاً ارائه شد    كه قبلاً ارائه شد     ( (پاسخ فركانسي مختلط    پاسخ فركانسي مختلط    همچنين از   همچنين از   

شود شود 
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پاسخ به نيروي هارمونيكي مختلط   پاسخ به نيروي هارمونيكي مختلط   
:: جواب است جواب استxxpp باشد، قسمت حقيقي     باشد، قسمت حقيقي    ff((tt)=)=FF00cos(cos(ωωf f tt))اگر اگر 

: :  جواب است جواب استxxpp باشد، قسمت موهومي       باشد، قسمت موهومي      ff((tt)=)=FF00sin(sin(ωωf f tt))اگر اگر 
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))دياگرام فازوري  دياگرام فازوري  ( ( استفاده ديگر از نمايش مختلط         استفاده ديگر از نمايش مختلط         

همانگونه كه قبلاً گفته شد، نماش مختلط پاسخ حالت پايدار و           همانگونه كه قبلاً گفته شد، نماش مختلط پاسخ حالت پايدار و           
: : مشتقاتش عبارتند از مشتقاتش عبارتند از 

::نمايش هركدام از اينها برداري در صفحه مختلط است         نمايش هركدام از اينها برداري در صفحه مختلط است         
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ديگرام فازوري  ديگرام فازوري  

Re حقيقي
موهومي
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ديگرام فازوري  ديگرام فازوري  
حال معادله حركت را در نظر بگيريد، و هر جمله آن را به عنوان يك      حال معادله حركت را در نظر بگيريد، و هر جمله آن را به عنوان يك      

ti::بردار در نظر بگيريدبردار در نظر بگيريد feFkxxcxm ω
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ديگرام فازوري  ديگرام فازوري  
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ωωff    11: : اشكال مختلف ديگرام فازوري     اشكال مختلف ديگرام فازوري      =0=0

Re

Im

0F

0
1
2tan 2 =
−

=
r
rξφ

( ) ( )
1

21

1
2220

=
+−

=
rrF

Xk

ξXk

www.konkur.in

Telegram: @uni_k

https://t.me/uni_k


6565

ωωff              22: : اشكال مختلف ديگرام فازوري   اشكال مختلف ديگرام فازوري    <<ωωnn
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ωωff              22: : اشكال مختلف ديگرام فازوري   اشكال مختلف ديگرام فازوري    ==ωωnn
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ωωff              22: : اشكال مختلف ديگرام فازوري   اشكال مختلف ديگرام فازوري    >>ωωnn
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ωωff              22: : اشكال مختلف ديگرام فازوري   اشكال مختلف ديگرام فازوري    >>>>ωωnn
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نيروي انتقال يافته به پايه      نيروي انتقال يافته به پايه      
نيرو از طريق فنر و ميراگر به پايه نيرو از طريق فنر و ميراگر به پايه 

..منتقل مي گردد منتقل مي گردد 
اين نيرو در مقاومت پايه و سروصدا  اين نيرو در مقاومت پايه و سروصدا  
و طراحي يك فونداسيون مناسب   و طراحي يك فونداسيون مناسب   

..اهميت خواهد داشت اهميت خواهد داشت 

m

F0cosωf t

xxx &&&,,
k(x)xc&

xckxtFtFtF DS &+=+= )()()(

( ) ( )φωωφω −−−= tXctkXtF fff sincos)(
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نيروي انتقال يافته به پايه      نيروي انتقال يافته به پايه      
( ) ( ) ( )ψωφωωφω −=−−−= tFtXctkXtF fTfff cossincos)(

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
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نيروي انتقال يافته به پايه      نيروي انتقال يافته به پايه      

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
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نيروي انتقال يافته به پايه      نيروي انتقال يافته به پايه      

( ) ( )
( ) ( )222

2

0
2

2
222

21

2121

1

rr

rFrkXF

k
c

XkF

T

f
T

ξ

ξξ

ω

+−

+
=+=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

( )
( ) ( )222

2

0 21

21

rr

r
F
FT

ξ

ξ

+−

+
=

www.konkur.in

Telegram: @uni_k

https://t.me/uni_k


7373

نيروي انتقال يافته دياگرام فازوري        نيروي انتقال يافته دياگرام فازوري        
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( ) ( )222

0

222222
0

ff

ff

cmk

F
X

XcXmkF

ωω

ωω

+−
=

+−=
FT

( )
( )

( ) ( )222

22
0

2222

ff

f

fT

cmk

ckF

XcXkF

ωω

ω

ω

+−

+
=

+=

( )
( ) ( )222

2

0 21

21

rr

r
F
FT

ξ

ξ

+−

+
=

www.konkur.in

Telegram: @uni_k

https://t.me/uni_k


11

66ارتعاشات مكانيكي     ارتعاشات مكانيكي     
ارتعاش اجباري با تحريك هارمونيك       ارتعاش اجباري با تحريك هارمونيك       

))Base ExcitationBase Excitationتحريك پايه    تحريك پايه    ((
سيديوسف احمدي بروغني     سيديوسف احمدي بروغني     

استاديار گروه مكانيك استاديار گروه مكانيك 
دانشگاه بيرجند دانشگاه بيرجند 
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Base ExcitationBase Excitationتحريك پايه    تحريك پايه    

يكي از شاخه هاي مهم تحليل ارتعاشي است        يكي از شاخه هاي مهم تحليل ارتعاشي است        
..كه عبور تحريك از طريق پاية مرتعش را به سازه پيشگيري مي كند      كه عبور تحريك از طريق پاية مرتعش را به سازه پيشگيري مي كند      

عايق سازي ارتعاشات    عايق سازي ارتعاشات    
ارتعاشات در اتومبيل ارتعاشات در اتومبيل 

انتقال ارتعاشات در كارخانه يا كارگاه به دستگاه حساس          انتقال ارتعاشات در كارخانه يا كارگاه به دستگاه حساس          
طراحي ضربه گير براي وسايل حساس  طراحي ضربه گير براي وسايل حساس  

. . . . . . . . درايو كامپيوتر ودرايو كامپيوتر و
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Base ExcitationBase Excitationتحريك پايه    تحريك پايه    

در بعضي از مسائل ارتعاشي حركت پايه باعث ار تعاش جسم مي شود         در بعضي از مسائل ارتعاشي حركت پايه باعث ار تعاش جسم مي شود         
كه تحت عنوان تحريك پايه يا    كه تحت عنوان تحريك پايه يا    

. . جابجائي اجباري شناخته مي شوند     جابجائي اجباري شناخته مي شوند     
::معادله حركت  معادله حركت  

k

m

c

y(t)

x(t)

m

( )yxc && −( )yxk −

x&&

( ) ( )
yckykxxcxm

yxcyxkxm
&&&&

&&&&

+=++
−−−−=

( ) ( ) 0=−+−+ yxcyxkxm &&&&
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تحريك پايه هارمونيك    تحريك پايه هارمونيك    
yy((tt)=)=YYbbsin(sin(ωωbbtt)):     :     اگر تحريك پايه به صورت هارمونيك باشد       اگر تحريك پايه به صورت هارمونيك باشد       

::آنگاهآنگاه

::اين معادله به شكل زير نوشته مي شود       اين معادله به شكل زير نوشته مي شود       

حال براي آن حلي ارائه مي گردد   حال براي آن حلي ارائه مي گردد   

( ) ( )
tYctkYkxxcxm

yxcyxkxm

bbbbb ωωω cossin +=++
−−−−=

&&&

&&&&

( )

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=+=

−=++

−

k
c

ckYA

tAkxxcxm

b
bb

b

ω
αω

αω

122 tan

sin&&&
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پاسخ تحريك پايه هارمونيك    پاسخ تحريك پايه هارمونيك    

::براي بدست آوردن پاسخ  براي بدست آوردن پاسخ  

: : در نتيجه در نتيجه 

φ=α φ=α ++φφ11حال اگر حال اگر 

( )αω −=++ tAkxxcxm bsin&&&

( ) ( )1sin φαω −−= tXtx bp

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
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پاسخ تحريك پايه هارمونيك    پاسخ تحريك پايه هارمونيك    
درنتيجه  درنتيجه  

( )
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اتحاد مثلثاتي
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پاسخ تحريك پايه هارمونيك    پاسخ تحريك پايه هارمونيك    
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پاسخ تحريك پايه هارمونيك    پاسخ تحريك پايه هارمونيك    
rr=0=0در  در  

rr=1=1
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( )
( ) ( )

1
21

21

0

222

2

0

=
+−

+
=

=
=

r
rb rr

r
Y
X

ξ

ξ

( ) ( )
0

21
2tan

0

22

3
1

0 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+−
=

=

−
=

r

r rr
r

ξ
ξφ

( )
( ) ( ) ξ

ξ

ξ

ξ
2

41

21

21 2

1

222

2

1

+
=

+−

+
=

=
=

r
rb rr

r
Y
X

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= −

= ξ
φ

2
1tan 1

1r

1
81

81

2
2

2

2

=
+

+
=

== rrbY
X

ξ

ξ

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
= −

= 18
24tan 2

1
2 ξ

ξφr

( )
( ) ( )

0
21

21
222

2

=
+−

+
=

∞→
∞→

r
rb rr

r
Y
X

ξ

ξ

( ) ( )
90

21
2tan 22

3
1 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+−
=

∞→

−
∞→

r

r rr
r

ξ
ξφ

www.konkur.in

Telegram: @uni_k

https://t.me/uni_k


99

) ) TTddضريب انتقال     ضريب انتقال     ((دامنه پاسخ خصوصي  دامنه پاسخ خصوصي  
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) ) TTddضريب انتقال     ضريب انتقال     ((دامنه پاسخ خصوصي  دامنه پاسخ خصوصي  
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زاويه فاز زاويه فاز 
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ضريب انتقال بيشينه  ضريب انتقال بيشينه  
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فرض شده كه فرض شده كه . . شكل وسيله نقليه اي را روي يك جاده ناهموار نشان مي دهد      شكل وسيله نقليه اي را روي يك جاده ناهموار نشان مي دهد      
همچنين چرخ از جاده جدا     همچنين چرخ از جاده جدا     . . وسيله داراي يك درجه آزادي در جهت قائم استوسيله داراي يك درجه آزادي در جهت قائم است

 و و250kg250kgنمي شود، جرم وسيله خالي  نمي شود، جرم وسيله خالي  
K=400kN/mK=400kN/m.  .   است است1000kg1000kg با بار    با بار   

وسيله وسيله و نسبت ميرائي در زمان پربودنو نسبت ميرائي در زمان پربودن
 و و90km/hr90km/hrاگر سرعت  اگر سرعت  . .  است است0.50.5  

 باشد باشدYY و دامنه   و دامنه  5m5mطول موج جاده   طول موج جاده   
نسبت دامنه حركت را در حالت پر و خالي نسبت دامنه حركت را در حالت پر و خالي 

بدست آوريدبدست آوريد

m
x

k/2 k/2c

1 cycle

مثال مثال 

Y
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== fullb ξ
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πω smv /25km/hr90 ==

sec2.0
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Lτ sradb /42.31

2.0
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==
πω

نسبت دامنه نسبت دامنه 
::داده هاداده ها

: : در حال پربودن وسيله  در حال پربودن وسيله  
5.0571.1

20
42.31/20
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400000
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ادامهادامه
در نتيجه نسبت دامنه در حال پر بودن    در نتيجه نسبت دامنه در حال پر بودن    

در حالت بدون بار     در حالت بدون بار     
( )

( ) ( )
866.0

571.15.02571.11
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=
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مثال مثال 
سرعت بحراني اتومبيلي را بدست آوريد كه در يك جاده با سطح مواج        سرعت بحراني اتومبيلي را بدست آوريد كه در يك جاده با سطح مواج        

.  .   متر حركت مي كند   متر حركت مي كند  0.0750.075 متر و دامنه  متر و دامنه 1515سينوسي با طول موج    سينوسي با طول موج    
.  .   متر فشرده شده است   متر فشرده شده است  0.1250.125فنرهاي اتومبيل تحت وزن خودش   فنرهاي اتومبيل تحت وزن خودش   
.. بدست آوريد  بدست آوريد 50km/hr50km/hrهمچنين دامنه حركت را در سرعت       همچنين دامنه حركت را در سرعت       

::فركانس طبيعي سيستم    فركانس طبيعي سيستم    : : حلحل
: : فركانس حركت پايه فركانس حركت پايه 

سرعت بحراني در تشديد     سرعت بحراني در تشديد     

rad/s86.8125.081.9 === δω gn

τ15
1v

15
215 v

v bb
πωτ =⇒=

hrkmsmvv
bn /14.76/15.21

2
86.815

15
286.8 ==
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=⇒=⇒=

π
πωω
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ادامهادامه
50km/hr50km/hrsmvدامنه در سرعت   دامنه در سرعت    /89.13
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توصيف مختلط حركت پايه    توصيف مختلط حركت پايه    
 به صورت مختلط توصيف گردد       به صورت مختلط توصيف گردد      yyحال چنانچه    حال چنانچه    

آنگاهآنگاه

با فرضبا فرض
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پاسخ پاسخ 
ضريب انتقال   ضريب انتقال   
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پاسخ پاسخ 
::در نتيجه، ضريب انتقال    در نتيجه، ضريب انتقال    

: : زاويه فاززاويه فاز
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نيروي انتقال يافته از پايه      نيروي انتقال يافته از پايه      
نيروي انتقالي از پايه در بسياري از كاربردها       نيروي انتقالي از پايه در بسياري از كاربردها       

بخصوص عايق سازي پايه اهميت دارد   بخصوص عايق سازي پايه اهميت دارد   
نيروي انتقالي از پايه تركيب نيروي  نيروي انتقالي از پايه تركيب نيروي  

: : فنر و ميراگر مي باشد  فنر و ميراگر مي باشد  

m
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نيروي انتقال يافته از پايه      نيروي انتقال يافته از پايه      
m
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نمايش لگاريتمي      نمايش لگاريتمي      
گاهي براي نمايش از ترسيمه لگاريتمي براي راحتي استفاده مي شود       گاهي براي نمايش از ترسيمه لگاريتمي براي راحتي استفاده مي شود       
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حركت نسبي جرم به پايه حركت نسبي جرم به پايه 
:: بناميم بناميمzz را  را xx--yyحال اگر جابجائي نسبي    حال اگر جابجائي نسبي    

yy((tt)=)=YYbbsin(sin(ωωbbtt))

فرض مي شود   فرض مي شود     zz((tt)=)=ZZsin(sin(ωωbbtt--ψψ))    جوابي به صورت   جوابي به صورت   
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حركت نسبي جرم به پايه حركت نسبي جرم به پايه 
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نمايش لگاريتمي      نمايش لگاريتمي      
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تحريك توسط بار ناميزان درحال دوران    تحريك توسط بار ناميزان درحال دوران    
بار ناميزان در بسياري از ماشين آلات كه داراي قسمت در حال دواران      بار ناميزان در بسياري از ماشين آلات كه داراي قسمت در حال دواران      

..هستند وجود دارد  هستند وجود دارد  
ماشين لباس شوئي  ماشين لباس شوئي  

چرخ اتومبيلچرخ اتومبيل
ماشين تراشماشين تراش

. . . . . . . . . . . . FanFan كولر، دمنده،  كولر، دمنده، 
 شناخت ارتعاشات حاصل و اثرات آن و درصورت لزوم كم            شناخت ارتعاشات حاصل و اثرات آن و درصورت لزوم كم           ::هدفهدف

نمودن تاثير آننمودن تاثير آن
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تحريك توسط بار ناميزان درحال دوران    تحريك توسط بار ناميزان درحال دوران    
 را در نظر بگيريد   را در نظر بگيريد  mmماشيني به جرم كل   ماشيني به جرم كل   

كه داراي قسمت درحال دوراني باشد كه         كه داراي قسمت درحال دوراني باشد كه         
. .  است استωωداراي سرعت زاويه اي  داراي سرعت زاويه اي  

 و  و mm00قسمت ناميزان داراي جرم ناميزان  قسمت ناميزان داراي جرم ناميزان  
.. است استeeخروج از مركز  خروج از مركز  

emem00 گويند  گويند مقدار ناميزانيمقدار ناميزاني را  را  . .
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تحريك توسط بار ناميزان درحال دوران    تحريك توسط بار ناميزان درحال دوران    
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تحريك توسط بار ناميزان درحال دوران    تحريك توسط بار ناميزان درحال دوران    
::xxمعادله حركت در جهت    معادله حركت در جهت    

: : پاسخ حالت پايدار پاسخ حالت پايدار 
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تحريك توسط بار ناميزان درحال دوران    تحريك توسط بار ناميزان درحال دوران    

.. است استZ/Z/YYbbكه همان رابطه    كه همان رابطه    
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XXمنحني تغييرات    منحني تغييرات    
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مقدار بيشينه دامنه  مقدار بيشينه دامنه  
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نيروي منتقل شده به پايه    نيروي منتقل شده به پايه    
  در اين سيستم نيز نيروي منتقل شده به پايه از طريق فنر و ميراگر مي    در اين سيستم نيز نيروي منتقل شده به پايه از طريق فنر و ميراگر مي    
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مثال مثال 
    1500rpm1500rpm در فركانس   در فركانس  2450N2450N نيروي خارجي  نيروي خارجي 1000kg1000kgبه ماشيني به جرم   به ماشيني به جرم   

براي كاهش اثرات ارتعاشات عايقي لاستيكي استفاده شده كه      براي كاهش اثرات ارتعاشات عايقي لاستيكي استفاده شده كه      .  .  اعمال مي شوداعمال مي شود
 است و نسبت ميرائي تخمين   است و نسبت ميرائي تخمين  2mm2mmتحت وزن خود ماشين داراي تغييرمكان تحت وزن خود ماشين داراي تغييرمكان 

.  .   است است0.20.2زده شده  زده شده  
: : مطلوب استمطلوب است

نيروي منتقل شده به فونداسيون   نيروي منتقل شده به فونداسيون   )   )   الفالف
دامنه ارتعاش ماشين    دامنه ارتعاش ماشين    )  )  بب
اختلاف فاز نيروي منتقل شده نسبت به نيروي خارجي        اختلاف فاز نيروي منتقل شده نسبت به نيروي خارجي        )   )   جج
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m = 1000 kg, F = 2450 N, N = 1500 rpm, m = 1000 kg, F = 2450 N, N = 1500 rpm, 
δδ = 2 mm = 2 x 10= 2 mm = 2 x 10--33 m, m, ξξ = 0.2= 0.2
We use,We use,
TR= TR= √√(1+(2(1+(2ξωξω//ωωnn))22)/(1)/(1--((ωω//ωωnn))22))22

+(2+(2ξωξω//ωωnn))2 2 

Also Also TR = TR = FFtrtr /F /F 
ωω = 2= 2ππN/60 = 157.08 N/60 = 157.08 radrad/sec./sec.
ωωnn = = √√((k/mk/m)=)=√√g/ g/ δδ==√√9.81/2x10 9.81/2x10 --3 3 =70 =70 radrad/sec./sec.

www.konkur.in

Telegram: @uni_k

https://t.me/uni_k


3737

m = 1000 kg, F = 2450 N, N = 1500 rpm, m = 1000 kg, F = 2450 N, N = 1500 rpm, 
δδ = 2 mm = 2 x 10= 2 mm = 2 x 10--33 m, m, ξξ = 0.2= 0.2
We use,We use,
TR= TR= √√(1+(2(1+(2ξωξω//ωωnn))22)/(1)/(1--((ωω//ωωnn))22))22

+(2+(2ξωξω//ωωnn))2 2 

Also Also TR = TR = FFtrtr /F /F 
ωω = 2= 2ππN/60 = 157.08 N/60 = 157.08 radrad/sec./sec.
ωωnn = = √√((k/mk/m) =) =√√g/ g/ δδ = = √√9.81/2x10 9.81/2x10 --3 3 ==

70 70 radrad/sec./sec.
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Subs for Subs for ξξ, , ωω, , ωωnn into into exprexpr. for TR. for TR
TR = 0.325, as TR = 0.325, as TR = TR = FFtrtr /F , /F , FFtrtr = 797 N= 797 N
The amplitude X  is from the relationThe amplitude X  is from the relation

X = (F/k) /X = (F/k) /√√(1(1--((ωω//ωωnn))22))22 +(2+(2ξωξω//ωωnn))22

As k  = mg/As k  = mg/δδ = 1000 x 9.81/2 x 10= 1000 x 9.81/2 x 10 --33

= 4.905 x 10= 4.905 x 1066 N/m.N/m.
That gives That gives X = 1.21x 10X = 1.21x 10--44 mm
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Subs for Subs for ξξ, , ωω, , ωωnn into into exprexpr. for TR. for TR
TR = 0.325, as TR = 0.325, as TR = TR = FFtrtr /F , /F , FFtrtr = 797 N= 797 N
The amplitude X  is from the relationThe amplitude X  is from the relation

X = (F/k) /X = (F/k) /√√(1(1--((ωω//ωωnn))22))22 +(2+(2ξωξω//ωωnn))22

As k  = mg/As k  = mg/δδ = 1000 x 9.81/2 x 10= 1000 x 9.81/2 x 10 --33

= 4.905 x 10= 4.905 x 1066 N/m.N/m.
That gives That gives X = 1.21x 10X = 1.21x 10--44 mm
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The phase lag of transmitted force The phase lag of transmitted force wrtwrt F is F is 

((ΦΦ -- αα) =  tan) =  tan--11((2((2ξωξω//ωωnn)/(1)/(1--((ωω//ωωnn))22))))
–– tantan--11(2(2ξωξω//ωωnn))

= = 125.55125.55ºº

www.konkur.in

Telegram: @uni_k

https://t.me/uni_k


4141

The phase lag of transmitted force The phase lag of transmitted force wrtwrt F is F is 

((ΦΦ -- αα) =  tan) =  tan--11((2((2ξωξω//ωωnn)/(1)/(1--((ωω//ωωnn))22))))
–– tantan--11(2(2ξωξω//ωωnn))

= = 125.55125.55ºº
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77ارتعاشات مكانيكي     ارتعاشات مكانيكي     
اندازه گيري ارتعاشات          اندازه گيري ارتعاشات          

سيديوسف احمدي بروغني     سيديوسف احمدي بروغني     
استاديار گروه مكانيك استاديار گروه مكانيك 

دانشگاه بيرجند دانشگاه بيرجند 
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اندازه گيري ارتعاشات   اندازه گيري ارتعاشات   
))Vibrometer ارتعاش سنج   ارتعاش سنج  ––لرزه نگار   لرزه نگار   ( ( اندازه گيري جابجائي    اندازه گيري جابجائي    
) ) Velometerسرعت سنج  سرعت سنج  ((اندازه گيري سرعت    اندازه گيري سرعت    
))Accelerometerشتاب سنج  شتاب سنج  ((اندازه گيري شتاب     اندازه گيري شتاب     

: : نيروهاي ديناميكي در يك سيستم ارتعاشي بستگي دارد به   نيروهاي ديناميكي در يك سيستم ارتعاشي بستگي دارد به   
نيروي فنر نيروي فنر   ←←جابجائي  جابجائي  
نيروي ميراگرنيروي ميراگر  ←←سرعت سرعت 
نيروي اينرسينيروي اينرسي  ←←شتاب   شتاب   

. . لذا لازم است اين كميات اندازه گيري شوند    لذا لازم است اين كميات اندازه گيري شوند    
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اندازه گيري ارتعاشات   اندازه گيري ارتعاشات   
 seismicوسيله اندازه گيري اين كميات به طور كلي ارتعاش سنج         وسيله اندازه گيري اين كميات به طور كلي ارتعاش سنج         

instrumentنام دارد نام دارد ..
لازمه مهم چنين دستگاهي نشان دادن يك      لازمه مهم چنين دستگاهي نشان دادن يك      
 خروجي است كه نشان دهنده يك ورودي       خروجي است كه نشان دهنده يك ورودي      

مانند دامنه جابجائي، سرعت يا شتاب سيستم         مانند دامنه جابجائي، سرعت يا شتاب سيستم         
..ارتعاشي است ارتعاشي است 

دقت اين اندازه گيري تا حد ممكن بايد خوب  دقت اين اندازه گيري تا حد ممكن بايد خوب  
.. باشد  باشد 

Machine
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ارتعاش سنج   ارتعاش سنج   
 m -  جرم مرتعش دستگاه اندازه

گيري
c  -    ضريب ميرائي دستگاه اندازه

گيري
K  -  ضريب فنريت دستگاه اندازه

گيري
X  -  جابجائي مطلق جرم مرتعش
y - ارتعاش ماشين  ( تحريك پايه

)اينجا هارمونيك   
z=(x-y)   جابجائي نسبي جرم 

مرتعش نسبت به قاب  

Kx

m

c

z

y=Y sinωt

Frame 

Scale

Machine

Model 
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ارتعاش سنج   ارتعاش سنج   

DynamicStatic
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ارتعاش سنج   ارتعاش سنج   
ارتعاش سنج وسيله اي است كه از تحريك پايه استفاده نموده و     ارتعاش سنج وسيله اي است كه از تحريك پايه استفاده نموده و     

جابجائي نسبي را اندازه مي گيرد      جابجائي نسبي را اندازه مي گيرد      
پس روابط حاكم همان روابط مربوط به تحريك پايه با حركت نسبي      پس روابط حاكم همان روابط مربوط به تحريك پايه با حركت نسبي      

..استاست

. .  باشد باشدZ/YZ/Ybb≈≈11زماني ارتعاش دقيقاً اندازه گيري مي شود كه      زماني ارتعاش دقيقاً اندازه گيري مي شود كه      
 باشد   باشد  r=r=ωωbb//ωωnn>2.5>2.5اين زماني است كه نسبت فركانسها       اين زماني است كه نسبت فركانسها       

( ) ( )222

2

21 rr

r
Y
Z

b ξ+−
=
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0

1

2

3

4

5

6

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
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ارتعاش سنج   ارتعاش سنج   
.. بيشتر باشد، اندازه گيري دقيقتر است      بيشتر باشد، اندازه گيري دقيقتر است     rrهرچه  هرچه  

rr         بيشتر به معني اين است كه ارتعاش سنج فركانسهاي بالا را بهتر          بيشتر به معني اين است كه ارتعاش سنج فركانسهاي بالا را بهتر 
اندازه مي گيرد  اندازه مي گيرد  

 دستگاه اندازه  دستگاه اندازه ωωnnهمچنين براي اينكه دامنه اندازه گيري بيشتر باشد       همچنين براي اينكه دامنه اندازه گيري بيشتر باشد       
. . گيري بايد كمتر باشد   گيري بايد كمتر باشد   

..در نتيجه جرم مرتعش بايد بيشتر باشد يا ضريب فنريت كمتر باشد   در نتيجه جرم مرتعش بايد بيشتر باشد يا ضريب فنريت كمتر باشد   
دداين دستگاهها معمولاً داراي جرم بزرگي هستند و فضا زيادي لازم دارن   اين دستگاهها معمولاً داراي جرم بزرگي هستند و فضا زيادي لازم دارن   

بدليل جرم زياد روي خواص ارتعاشي ماشين موثر مي باشندبدليل جرم زياد روي خواص ارتعاشي ماشين موثر مي باشند
.. است استξξ=1/=1/√√22بهترين نسبت ميرائي دستگاه   بهترين نسبت ميرائي دستگاه   
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سرعت سنجي سرعت سنجي 

: :  باشد باشدZ/YZ/Ybb≈≈11اگر اگر 
كه همان سرعت پايه است با يك اختلاف فاز و ارتباط آن با جابجائي       كه همان سرعت پايه است با يك اختلاف فاز و ارتباط آن با جابجائي       

::نسبي نيز نسبي نيز 
..لذا با كاليبره كردن دستگاه مي توان سرعت را نيز اندازه گرفت      لذا با كاليبره كردن دستگاه مي توان سرعت را نيز اندازه گرفت      

)sin(
)2()1(

)(
222

2

φω
ξ

−
+−

= t
rr

Yrtz b

)cos(
)2()1(

)(
222

2

φω
ξ

ω
−

+−
= t

rr

Yr
tz b

b&

( )tYty bb ωω cos)( =&

)cos()( φωω −= tYtz bb&

)(.)( tztz ω=&
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شتاب سنجي   شتاب سنجي   
)sin()( 2 φωω −−= tZtz bb&& ( )tYty bb ωω sin)( 2−=&&

[ ])sin(
)2()1(

)()( 2

222

2
2 φωω

ξ
ω −−

+−
=−= tY

rr
rtztz bbb&&
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شتاب سنجي   شتاب سنجي   
حال اگرحال اگر
درنتيجه  درنتيجه  

zz((tt))ωωnn––و و 
.. نشان دهنده شتاب پايه با يك اختلاف فاز است     نشان دهنده شتاب پايه با يك اختلاف فاز است    22

كه با كاليبره كردن دستگاه مي توان شتاب را اندازه گرفت       كه با كاليبره كردن دستگاه مي توان شتاب را اندازه گرفت       
است؟  است؟  اما در چه فركانسي                                                 اما در چه فركانسي                                                 

.. است استrr≈≈00زماني كه    زماني كه    

1
)2()1(

1
222
≅

+− rr ξ

)sin()( 22 φωωω −−=− tYtz bbn ( )tYty bb ωω sin)( 2−=&&

1
)2()1(

1
222
≅

+− rr ξ
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شتاب سنجي   شتاب سنجي   
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شتاب سنجي   شتاب سنجي   

7071.0
2
2
==ξ

0.5

1

1.5

0 0.25 0.5 0.75

r

ξ=0.2 ξ=0.3 ξ=0.4
ξ=0.5 ξ=0.6 ξ=0.65
ξ=0.7071 ξ=0.8 ξ=1
ξ=2
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شتاب سنجي   شتاب سنجي   
  :: بايد عدد كوچكي باشد     بايد عدد كوچكي باشد    rrبراي شتاب سنجي نسبت فركانسها         براي شتاب سنجي نسبت فركانسها         

                                                                                    0 < 0 < r r < 0.6< 0.6
فركانس ارتعاشي كه بايد اندازه گرفته      فركانس ارتعاشي كه بايد اندازه گرفته      ((چون  نسبت فركانس پايه   چون  نسبت فركانس پايه   

به قركانس طبيعي دستگاه اندازه گيري كوچك است لذا        به قركانس طبيعي دستگاه اندازه گيري كوچك است لذا        ) ) شودشود
فركانس طبيعي سيستم بايد بزرگ باشد      فركانس طبيعي سيستم بايد بزرگ باشد      

  لذا بايد جرم مرتعش كم و سختي فنر زياد باشد درنتيجه اندازه دستگاه         لذا بايد جرم مرتعش كم و سختي فنر زياد باشد درنتيجه اندازه دستگاه         
كوچك مي باشد، تغيير زيادي در خواص ديناميك بوجود نمي آورد      كوچك مي باشد، تغيير زيادي در خواص ديناميك بوجود نمي آورد      

.. است استξξ=1/=1/√√22بهترين نسبت ميرائي دستگاه   بهترين نسبت ميرائي دستگاه   
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مثال مثال 
رزه نگار برروي ماشيني سوار شده است كه داراي سرعت دوراني        رزه نگار برروي ماشيني سوار شده است كه داراي سرعت دوراني        لليك يك 

1000rpm1000rpm20فركانس طبيعي اين لرزه نگار    فركانس طبيعي اين لرزه نگار    . . استاستrad20rad//ss  ،است،   است 
    ،،جابجائي  جابجائي  . .  را ثبت نموده است را ثبت نموده است0.5mm0.5mmلرزه نگار دامنه ارتعاش نسبي     لرزه نگار دامنه ارتعاش نسبي     

. . از ميرائي صرفنظر كنيد   از ميرائي صرفنظر كنيد   .  .  سرعت و شتاب ماشين را حساب كنيد    سرعت و شتاب ماشين را حساب كنيد    
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ادامهادامه
: : در نتيجه دامنه جابجائي  در نتيجه دامنه جابجائي  

::دامنه سرعت دامنه سرعت 

::دامنه شتاب دامنه شتاب 

mmZY 482.0
038.1

5.0
038.1

===

smmZY /43.50
038.1

5.07.104
038.1

=
×

==
ωω

smmY /4.5280
038.1

5.07.104 2
2 =

×
=ω
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مثال مثال 
كمترين فركانسي    كمترين فركانسي    . .  است است6Hz6Hzيك لرزه نگار داراي فركانس طبيعي   يك لرزه نگار داراي فركانس طبيعي   

 خطا اندازه گرفت چيست؟     خطا اندازه گرفت چيست؟    %2%2كه مي توان بعد از آن دامنه را با    كه مي توان بعد از آن دامنه را با    
. . ميرائي را ناديده بگيريدميرائي را ناديده بگيريد

Hzrffr

rr

rr
r

r
Y
Z

n 85.426141.7141.7
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مثال مثال 
فركانس   فركانس   . .  مشاهده شده است     مشاهده شده است    %2%2براي يك لرزه نگار مقدار خطاي    براي يك لرزه نگار مقدار خطاي    

اگر كمترين فركانس قابل اندازه گيري    اگر كمترين فركانس قابل اندازه گيري    . .  است است8Hz8Hzطبيعي لرزه نگار    طبيعي لرزه نگار    
40Hz40Hz     باشد، مقدار نسبت ميرائي را بدست آوريد      باشد، مقدار نسبت ميرائي را بدست آوريد ..
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مثال مثال 
. .  است است0.250.25 و نسبت ميرائي   و نسبت ميرائي  6Hz6Hzلرزه نگاري داراي فركانس طبيعي     لرزه نگاري داراي فركانس طبيعي     

 خطا مي توان اندازه گرفت چيست؟   خطا مي توان اندازه گرفت چيست؟  %2%2كمترين فركانسي كه با    كمترين فركانسي كه با    
?625.0 === fHzfnξ

( ) ( )
[ ]

( ) ( )

Hzrff
r

r
r

rr
rr

rrrr

rr

r
Y
Z

n 02.40667.6
67.6

7608.0
0404.02

0404.10404.048207.18207.1

00404.18207.10404.0
002.102.175.1102.1

25.02102.1

21
02.1

2
2

24

22242

42242

222

2

=×==
⎩
⎨
⎧

∗=
×=

=
×

××−±
=

=+−

=+×−−

=+−+

+−
==

ξ

www.konkur.in

Telegram: @uni_k

https://t.me/uni_k


2020

Design a vibrometer for the range of frequency 0-10 Hz. 

Numerical problems
Problem-5

Given data
ω =10 Hz maximum frequency for which 

vibrometer should be designed
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Numerical problems
Problem-5

It is required to design stiffness 
of spring (K), value of damping 
coefficient (c) and the 
magnitude of seismic mass (m)
for the given requirements
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From theory, it is known 
that for vibrometer the 
frequency ratio should 
be more than 3 

Numerical problems
Problem-5
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Consider minimum r = 3 for the design 

Numerical problems
Problem-5

r = ω /ωn

ωn= ω /r

For the given frequency, natural frequency of the 
instrument should be

ωn= 10 /3  =  3.33 Hz  =  20.92 rad/sec
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Numerical problems
Problem-5

mKn /=ω

where, K= stiffness of spring and m seismic mass

For the fixed value of K magnitude of m can be obtained 

We know, ξ = c/cc

and   cc= 2 m ωn

From above equations, for a particular value of ξ one 
can estimate the magnitude of damping factor c
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ديگر وسايل اندازه گيري و تجربي   ديگر وسايل اندازه گيري و تجربي   
آناليز مدال آناليز مدال 

لرزاننده  لرزاننده  
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ترنس ديوسرترنس ديوسر
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كرنش سنج كرنش سنج 
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• Diff. Length:
• Resonance @

diff nat. freq.
• Nerves pick

up amplitude
only

Application: Human HearingApplication: Human Hearing
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 ميرائي كلمب     ميرائي كلمب    ارتعاش اجباري هارمونيك با   ارتعاش اجباري هارمونيك با   
معادله حركت ارتعاش اجباري هارمونيك يك درجه آزادي با ميرائي     معادله حركت ارتعاش اجباري هارمونيك يك درجه آزادي با ميرائي     

: : كلمب كلمب 
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 ميرائي كلمب     ميرائي كلمب    ارتعاش اجباري هارمونيك با   ارتعاش اجباري هارمونيك با   

. . حل تحليلي اين معادله ديفرانسيل مشكل مي باشد         حل تحليلي اين معادله ديفرانسيل مشكل مي باشد         
 بزرگ باشد ممكن   بزرگ باشد ممكن  FF00اگر نيروي اصطكاك در مقايسه با دامنه نيرو  اگر نيروي اصطكاك در مقايسه با دامنه نيرو  

. . است كه حركت جرم ناپيوسته باشد     است كه حركت جرم ناپيوسته باشد     
 كوچك   كوچك  FF00از طرفي اگر نيروي اصطكاك در مقايسه با دامنه نيرو  از طرفي اگر نيروي اصطكاك در مقايسه با دامنه نيرو  

..باشد حركت حالت پايدار جرم تقريباً هارمونيك است     باشد حركت حالت پايدار جرم تقريباً هارمونيك است     
براي بدست آوردن جواب تقريبي معادله حركت از ميرائي معادل    براي بدست آوردن جواب تقريبي معادله حركت از ميرائي معادل    

..استفاده مي شود استفاده مي شود 
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ميرائي معادل براي ميرائي كلمب         ميرائي معادل براي ميرائي كلمب         
براي اين كار لازم است كه انرژي تلف شده از ميرائي كلمب با انرژي             براي اين كار لازم است كه انرژي تلف شده از ميرائي كلمب با انرژي             

..تلف شده ميرائي ويسكوز مساوي قرار داده شود  تلف شده ميرائي ويسكوز مساوي قرار داده شود  
از قبلاز قبل

در ميرائي كلمب   در ميرائي كلمب   
22 2 kXXcW eqd ξππ ==

( ) NxsignFC µ&−=

( )∫∫ −==
ωπωπ

δωωµµ
00

cos22 dttXNdtxNWC &

كار در نيم سيكل    
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ميرائي معادل براي ميرائي كلمب         ميرائي معادل براي ميرائي كلمب         
::لذا لذا 

( )
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ميرائي معادل براي ميرائي كلمب         ميرائي معادل براي ميرائي كلمب         
::از حل معادله حركت معادل  از حل معادله حركت معادل  

X
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ميرائي معادل براي ميرائي كلمب         ميرائي معادل براي ميرائي كلمب         
::XXبراي بدست آوردن   براي بدست آوردن   

اگر شرط مقابل برقرار نباشد، اين جواب برقرار  اگر شرط مقابل برقرار نباشد، اين جواب برقرار  
نيست و نياز به حل ديگري است    نيست و نياز به حل ديگري است    
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ميرائي معادل براي ميرائي كلمب         ميرائي معادل براي ميرائي كلمب         
::اختلاف فازاختلاف فاز
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نكاتي در مورد ميرائي كلمب       نكاتي در مورد ميرائي كلمب       
 اتفاق مي   اتفاق مي  ωω==ωωnnدر ميرائي كلمب برخلاف ميرائي لزج تشديد در      در ميرائي كلمب برخلاف ميرائي لزج تشديد در      

افتدافتد
:: و دامنه ارتعاش بينهايت مي شود   و دامنه ارتعاش بينهايت مي شود  φφ=90=90ooدر تشديد اختلاف فاز    در تشديد اختلاف فاز    

: : انرژي ورودي به سيستم در هر سيكل     انرژي ورودي به سيستم در هر سيكل     

::است، لذا   است، لذا     φφ=90=90ooدر تشديد    در تشديد    
( )[ ] =−===′ ∫∫∫

ωπτ
φωωω

2

0 00
cossin. dttXtFdt

dt
dxFdxFW

Cycle

XFdttXFW 0

2

0

2
0 sin πωω

ωπ
==′ ∫
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نكاتي در مورد ميرائي كلمب       نكاتي در مورد ميرائي كلمب       
يعني انرژي كه در هر سيكل تلف    يعني انرژي كه در هر سيكل تلف    

مي شود از انرژي ورودي كمتر است مي شود از انرژي ورودي كمتر است 
..لذا دامنه هر لحظه افزايش مي يابد    لذا دامنه هر لحظه افزايش مي يابد    
::در صورت غير تشديد بودن حركت در صورت غير تشديد بودن حركت 

در حقيقت در اينجا اختلاف فاز     در حقيقت در اينجا اختلاف فاز     
باعث كنترل دامنه مي شود و باعث كنترل دامنه مي شود و 

دومنحني برهم منطبق مي شونددومنحني برهم منطبق مي شوند

XFNXFN 00 44 πµπµ <⇒<

( ) ( )∫ −=′
ωπ

φωωω
2

00 cossin dtttXFW

φω sin0XFW =′
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ميرائي معادل لزجي     ميرائي معادل لزجي     
اهميت ميرائي در سيستمهاي مكانيكي محدود نمودن دامنه ارتعاش         اهميت ميرائي در سيستمهاي مكانيكي محدود نمودن دامنه ارتعاش         

..در تشديد مي باشد     در تشديد مي باشد     
انس   انس   اثر ميرائي بر دامنه ارتعاش در فركانسهاي بالاتر و پائين تر از فرك    اثر ميرائي بر دامنه ارتعاش در فركانسهاي بالاتر و پائين تر از فرك    

..تشديد در مقايسه با فركانس تشديد ناچيز است        تشديد در مقايسه با فركانس تشديد ناچيز است        
در حالت تشديد دامنه ارتعاش     در حالت تشديد دامنه ارتعاش     

 بدست نمي آيد    بدست نمي آيد    ها هاطه به راحتي براي ديگر ميرائي   طه به راحتي براي ديگر ميرائي   بباين رااين را
ξ2
1

1

=
=rof

Xk
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ميرائي معادل لزجي     ميرائي معادل لزجي     
زجي را براي انواع ديگر ميرائي   زجي را براي انواع ديگر ميرائي   ل ل لذا لازم است كه ميرائي معادل     لذا لازم است كه ميرائي معادل     

بدست آوريم  بدست آوريم  
..اين ميرائي معادل در محدوده تشديد قابل قبول مي باشد        اين ميرائي معادل در محدوده تشديد قابل قبول مي باشد        

براي بدست آوردن ميرائي معادل كار انجام شده توسط نيروي ميرا در       براي بدست آوردن ميرائي معادل كار انجام شده توسط نيروي ميرا در       
يك سيكل را با كار معادل ميرائي لزجي مساوي قرار مي دهيم    يك سيكل را با كار معادل ميرائي لزجي مساوي قرار مي دهيم    

22 2 kXXcW eqd ξππ ==
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مثال مثال 
چنانچه جسمي در يك سيال داراي سرعت بالا باشد نيروي مقاوم با       چنانچه جسمي در يك سيال داراي سرعت بالا باشد نيروي مقاوم با       

::مجذور سرعت متناسب است لذا       مجذور سرعت متناسب است لذا       
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مثال مثال 
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مثال مثال 
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مثال مثال 

::XXحل معادله براي  حل معادله براي  
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مثال مثال 
rr=1=1در تشديد    در تشديد    
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ميرائي هيسترزس     ميرائي هيسترزس     
در اين نوع ميرائي انرژي تلف شده متناسب با توان دوم دامنه حركت       در اين نوع ميرائي انرژي تلف شده متناسب با توان دوم دامنه حركت       

. . مي باشد مي باشد 

. . شكل نشان دهنده سيستمي با ميرائي هيسترزس مي باشد         شكل نشان دهنده سيستمي با ميرائي هيسترزس مي باشد         
ωπ
αα =⇒= eqd cXW 2

tFkxxxm ω
ωπ
α sin0=++ &&&

tFkxxkxm ω
ω
β sin0=++ &&&
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ميرائي هيسترزس     ميرائي هيسترزس     
: : پاسخ حالت پايدار پاسخ حالت پايدار 

همچنين  همچنين  

( ) ( )φω −= tXtx p sin

( ) ( )( )
2

22

0

2
22

0

1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

=

k

kF

mk

F
X

n π
αωωω

ωπ
αω

π
αβ
k

=
( )( ) 222

0

1 βωω +−
=

n

kF
X

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
= −−

2
1

2
1

1
tantan

nmk ωω
β

ω
παφ

www.konkur.in

Telegram: @uni_k

https://t.me/uni_k


5151

سختي مختلط سختي مختلط 

پاسخ پاسخ 
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پاسخ فركانسي پاسخ فركانسي 
::از پاسخ قبلاز پاسخ قبل
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پاسخ فركانسي پاسخ فركانسي 
)::از پاسخ قبلاز پاسخ قبل ) ( )
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پاسخ فركانسي پاسخ فركانسي 

1/21/2ββ و خروج از مركز   و خروج از مركز  1/21/2ββكه معادله دايره اي به شعاع      كه معادله دايره اي به شعاع      
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پاسخ فركانسي پاسخ فركانسي 
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Resonance QualityResonance Qualityكيفيت تشديد     كيفيت تشديد     

گاهي تيزي تشديد نيز گفته مي  گاهي تيزي تشديد نيز گفته مي  
شودشود

كيفيت تشديد با ميرائي مرتبط استكيفيت تشديد با ميرائي مرتبط است
 لزج  لزج  و وكمكم  با فرض اينكه نوع ميرائي با فرض اينكه نوع ميرائي 

باشدباشد
در تشديددر تشديد
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0 st
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Resonance QualityResonance Qualityكيفيت تشديد     كيفيت تشديد     

دو نقطه در دو سمت تشديد پيدا مي كنيم كه در آن دامنه   دو نقطه در دو سمت تشديد پيدا مي كنيم كه در آن دامنه   

..اين نقاط نصف توان نيز ناميده مي شونداين نقاط نصف توان نيز ناميده مي شوند
اگر در معادله تشديد قرار داده و به توان دو برسانيم   اگر در معادله تشديد قرار داده و به توان دو برسانيم   
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Resonance QualityResonance Qualityكيفيت تشديد     كيفيت تشديد     

در نتيجه   در نتيجه   

برايبراي
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Resonance QualityResonance Qualityكيفيت تشديد     كيفيت تشديد     
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Resonance QualityResonance Qualityكيفيت تشديد     كيفيت تشديد     

نشان داده و نشان داده و QQكيفيت تشديد را با  كيفيت تشديد را با  

عرض باند عرض باند 

فرمول بالا براي محاسبه ميرائي مفيد  فرمول بالا براي محاسبه ميرائي مفيد  
استاست
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SelfSelf--Excited VibrationsExcited Vibrations

Actually, there is an additional type of forcing, Actually, there is an additional type of forcing, 
called a called a selfself--excitedexcited vibrationvibration

SelfSelf--excited vibrations always force the system excited vibrations always force the system 
at its natural frequency at its natural frequency 

Examples:Examples:
SwingsetSwingset
Violin string / bowViolin string / bow
Washboard roadsWashboard roads
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With high static friction, the bow tends to stick to the string (diagram a) and for a 
little while it drags the string along with it (b,c,d). When the string has been pulled 
sideways far enough (e), it breaks free of the bow and slides past it easily with very 
little friction, thanks to the rosin (f). The string doesn't stop when it gets to the 
straight position because its momentum carries it on until eventually it stops and 
reverses direction. When it is going at about the same speed and in the same 
direction as the bow it catches on the bow (g), static friction reigns, and the cycle 
begins again. Usually the vibration of the string governs the cycle of stick-slip: while 
the vibration is in the same direction as the bow travel, it sticks and moves with it, 
when it reverses it slips. Thus the cycle of stick and slip on the bow has the same 
period as the vibration of the string. This might be less than a thousandth of a 
second for a violin or several hundredths of a second on a double bass. Do not 
confuse this cycle with the forward and backward motion of the bow: while the 
player is moving the bow in one direction hundreds of stick-slip cycles may occur. 
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SelfSelf--Excited Vibrations:Excited Vibrations:
Machining ChatterMachining Chatter

• Vibrations occur at the 
natural frequency of the 
cutting tool or the 
workpiece

• Indicates desirability of very 
stiff machine tools

• Difficult to machine very 
thin pieces 

www.konkur.in

Telegram: @uni_k

https://t.me/uni_k


1

88ارتعاشات مكانيكي   ارتعاشات مكانيكي   
بارگذاري عمومي بارگذاري عمومي 

سيديوسف احمدي بروغني     
استاديار گروه مكانيك 

دانشگاه بيرجند 
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پاسخ به بارهاي متناوب        پاسخ به بارهاي متناوب        
:معادله حاكم براي بار متناوب  

F(t)=F(t+T):         بار متناوب است F(t)كه   
)(tFkxxcxm =++ &&&
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انتقال از دامنه زمان به فركانس   انتقال از دامنه زمان به فركانس   

: نمايش سري مثلثاتي فوريه  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) L

L

++++
++++=

tbtbtb
tatataatF

ωωω
ωωω

3sin2sinsin
3cos2coscos

321

3210

Tπω 2=
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انتقال از دامنه زمان به فركانس   انتقال از دامنه زمان به فركانس   
:شرايط وجود سري فوريه يك تابع  

F(t)=F(t+T):                    تابع متناوب باشد
در هر دوره تناوب درصورت وجود به تعداد متناهي ناپيوستگي 

.وجود داشته باشد
.در ناپيوستگي ها تابع كراندار و تعريف شده باشد

در هر دوره تناوب تابع انتگرال پذير و مقدار انتگرال  زير متناهي   
:باشد

( )∫
T

dttf
0
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ضرايب فوريه   ضرايب فوريه   
F(t)سري فوريه تابع   

: كه ضرايب فوريه عبارتند از     
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مثال  مثال  
: مطلوب است سري فوريه تابع نشان داده شده    
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ادامه ادامه 
)در نتيجه   )( )

⎩
⎨
⎧

=−=
evenn
oddnn

n
n

bn 0
4

cos12 π
π

π

,0,
5
4,0,

3
4,0,4

654321 ====== bbbbbb
πππ

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) L++++=

−
−

== ∑∑
∞

=

∞

=

tttt

tn
n

tnbtF
nn

n

ω
π

ω
π

ω
π

ω
π

ω
π

ω

7sin
7
45sin

5
43sin

3
4sin4

12sin
12

4sin
11

www.konkur.in

Telegram: @uni_k

https://t.me/uni_k


8

نمايش سري  نمايش سري  
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حل معادله حركت با تحريك متناوب     حل معادله حركت با تحريك متناوب     

: اگر نمايش سري فوريه موجود باشد   

:   بصورت سري فوريه   xبا فرض تغييرمكان 
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ادامه ادامه 
:با قراردادن در معادله حركت  

: درنتيجه   
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ادامه ادامه 

. بيشترين مقدار را دارد nω=ωnتوجه شود كه دامنه در   
 در كاهش دامنة هر جمله مؤثر است لذا چند هارمونيك       nافزايش  

.براي توصيف حركت كافي است  ) جملات اول (اول  
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::مثال  مثال  
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ادامه ادامه 
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سري فوريه بار    سري فوريه بار    
:بار متناوب است

:ضرايب فوريه  
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ادامه ادامه 

: در نتيجه 

:براي مقادير داده شده 
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ضرايب پاسخ   ضرايب پاسخ   
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:پاسخ
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تحريك پايه با جابجائي متناوب       تحريك پايه با جابجائي متناوب       
درصورتي كه تحريك پايه به صورت متناوب باشد، با داشتن             

: شرايطي امكان حل معادله ديفرانسيل است   

.  بايد مشتق پذير باشد   y سري فوريه    yبا توجه به وجود مشتق  
در صورتي كه تحريك پايه هارمونيك باشد نيز مي توان سمت          

.راست معادله را به صورت سري فوريه با دو جمله لحاظ نمود           

( ) ( )Ttytyycykkxxcxm +=+=++ ,&&&&

( ) ( )tYctYkkxxcxm ωωω cossin +=++ &&&

b1 a1
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بارگذاري عمومي     بارگذاري عمومي     
  General loadingGeneral loading
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}}يادآورييادآوري{{) ) برهمنهش برهمنهش ((پاسخ به بارگذاري عمومي  پاسخ به بارگذاري عمومي  

: هردو جواب يك معادله ديفرانسيل خطي باشند آنگاه    x2 و x1اگر 
                           x=ax1+bx2 

.نيز جواب است
 جواب خصوصي معادله    x1اگر 

 جواب خصوصي معادله    x2و 

: جواب خصوصي معادله     x = x1 + x2است آنگاه 

1
22 fxxx nn =++ ωξω &&&

2
22 fxxx nn =++ ωξω &&&

21
22 ffxxx nn +=++ ωξω &&&
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))يادآوري   يادآوري   ( ( ضربه و اندازه حركت   ضربه و اندازه حركت   
: قانون بقاء اندازه حركت خطي  

در اثر اعمال ضربه برروي سيستم جرم و فنر كه ابتداً ساكن بوده         
و در اثر ضربه تحريك مي شود    

:  در نتيجه 

21
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0=قبل از برخورد    بعد از برخورد    
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) ) يادآوري   يادآوري   ((ضربه ضربه 

سطح زير منحني   =  ضربه   

F(t)

τ

ε2
F̂

τ +ετ -ε

Impulse excitation

ε is a small positive number
FF

dttFdttFI
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تابع دلتاي ديراك   تابع دلتاي ديراك   
:تابع دلتاي ديراك به صورت زير تعريف مي شود    

:خواص

:تابع ضربه
ττ ≠=− ttF   ,0)(

F(t)

t

 Dirac Deltaضربه معادل
function ( )
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ضربه برروي يك سيستم زير ميرا    ضربه برروي يك سيستم زير ميرا    
:v0 و x0مي دانيم كه پاسخ ارتعاش آزاد ميرا با شرايط اوليه      

m
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ε2

F̂

( ) ( ) ( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+= − t

vx
txetx d

d

n
d

tn ω
ω

ωξ
ωωξ sincos 00

0

www.konkur.in

Telegram: @uni_k

https://t.me/uni_k


25

ضربه برروي يك سيستم زير ميرا    ضربه برروي يك سيستم زير ميرا    
: اعمال گردد t=0چنانچه ضربه بدون شرايط اوليه در       

:پاسخ به ضربه واحد  
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ضربه برروي يك سيستم زير ميرا    ضربه برروي يك سيستم زير ميرا    

444 3444 21
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ضربه برروي يك سيستم زير ميرا    ضربه برروي يك سيستم زير ميرا    
:  اعمال شده باشد    t=τاگر ضربه در زمان    

:با تعريف تابع هويسايد 
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ضربه برروي يك سيستم زير ميرا    ضربه برروي يك سيستم زير ميرا    
:كه در نتيجه   
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ضربه برروي يك سيستم زير ميرا    ضربه برروي يك سيستم زير ميرا    
اگر دو ضربه در زمانهاي متفاوتي اعمال گردد، پاسخ به ضربه        

:واحدشان  
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پاسخ به ضربه واحد براي سيستم ناميرا   پاسخ به ضربه واحد براي سيستم ناميرا   
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دوضربه متوالي با شرايط اوليه صفر     دوضربه متوالي با شرايط اوليه صفر     : : مثال  مثال  
 ضربه اي به اندازه  t=0به يك سيستم ميرا با شرايط زير در زمان    

2N.s مطلوب است پاسخ سيستم    .  اعمال مي گردد:

0),984.1sin(008.1sin2)(
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ادامه ادامه 
 t=τاگر به همين سيستم ضربه اي واحد                  در زمان       

:اعمال گردد پاسخ عبارت است از   
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دوضربه متوالي با شرايط اوليه صفر     دوضربه متوالي با شرايط اوليه صفر     : : مثال  مثال  
:حال اگر ضربه در دو زمان بصورت متوالي اعمال گردد     
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::مثال اعمال ضربه با شرايط اوليه     مثال اعمال ضربه با شرايط اوليه     
فرض كنيد كه شرايط اوليه براي سيستم اعمال شده است و جرم        

.داراي شرايط اوليه                                       است 
در اين حالت بايد جواب همگن را با اعمال شرايط اوليه بدست     

آورد و سپس پاسخ به ضربه را اضافه كرد       

mm/s 1,mm 1 00 −== xx &
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دوضربه با شرايط اوليه  دوضربه با شرايط اوليه  
معادله حاكم باشرايط مرزي    

كه با اعمال شرايط اوليه    ) همگن (جواب عمومي 
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پاسخ به ضربه اول   پاسخ به ضربه اول   
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t t < 4< 4 >0 >0پاسخ كلي براي       پاسخ كلي براي       
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پاسخ به ضربه دوم    پاسخ به ضربه دوم    
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پاسخ كلي  پاسخ كلي  

4444 34444 21
321

43421
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پاسخ به نيروي ورودي اختياري          پاسخ به نيروي ورودي اختياري          
 با مقدار tiنيروي اعمالي به صورت يك سري ضربه ها در زمان            

F(ti)∆t   در نظر گرفته مي شود :
t1در   بدليل ضربه    tپاسخ در زمان   

t2پاسخ در زمان   

F(t)

tt1,t2 ,t3 ti

x1(t) = H(t-t1) F(t1)∆t g(t-t1)

F(ti)

ضربه ها

x2(t) = H(t-t2) F(t2)∆t g(t-t2)
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پاسخ به نيروي ورودي اختياري          پاسخ به نيروي ورودي اختياري          
tiدر   بدليل ضربه    tپاسخ در زمان   

F(t)

tt1,t2 ,t3 ti

xi(t) = H(t-ti)F(ti)∆t g(t-ti)

F(ti)

Impulses
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پاسخ به نيروي ورودي اختياري          پاسخ به نيروي ورودي اختياري          
مجموع جوابهاي مربوط به     t=tkپاسخ كلي به نيرو ها در زمان     

.ضربه هاي قبل از آن است  
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خواص انتگرال كانولوشن  خواص انتگرال كانولوشن  
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بار پله اي  بار پله اي  : : 11مثال   مثال   
:معادله حركت  
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بار پله اي  بار پله اي  : : 11مثال   مثال   
t>t0براي : پاسخ
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بار پله اي  بار پله اي  : : 11مثال   مثال   
t>t0براي : پاسخ
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: : پاسخ سيستم بدون ميرائي     پاسخ سيستم بدون ميرائي     
 شروع   t=t0پاسخ يك سيستم ناميرا به بار پله اي كه از نقطه      

:شود
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پاسخ به تحريك پايه     پاسخ به تحريك پايه     
: در تحريك پايه معادله حركت بصورت     

يا

: درنتيجه 
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::مثال  مثال  
فرض كنيد سرعت پايه بصورت                         داده شده      

. سيستم   zباشد براي يك سيستم ناميرا مطلوب است پاسخ نسبي        
براي يك سيستم ناميرا  : حل
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::مثال  مثال  
:ادامه
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پاسخ يك سيستم ناميرا به يك ضربه مستطيلي          پاسخ يك سيستم ناميرا به يك ضربه مستطيلي          

:روش انتگرالي  ) الف

x(t)=0نيرو صفر است و   t<t0>0براي 
نيرو ثابت است و  t0<t<t1براي 
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پاسخ يك سيستم ناميرا به يك ضربه مستطيلي          پاسخ يك سيستم ناميرا به يك ضربه مستطيلي          

نيرو مجدداً صفر است t1<tبراي 
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))با در نظر گرفتن شرايط اوليه   با در نظر گرفتن شرايط اوليه   ((حل كلي حل كلي 

t0=0با صفر بودن شرايط اوليه و  
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شكل پاسخ شكل پاسخ 
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شكل پاسخ شكل پاسخ 
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پاسخ يك سيستم ناميرا به يك ضربه مستطيلي          پاسخ يك سيستم ناميرا به يك ضربه مستطيلي          

:روش تركيب جوابها  )  ب
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استفاده از پاسخ به تابع پله اي       استفاده از پاسخ به تابع پله اي       
:يادآوري پاسخ به تابع پله اي  

: امين تابع پله ايiپاسخ به  

t>tkپاسخ كلي براي    
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انتگرال دوهامل    انتگرال دوهامل    
: آنگاهt→0∆اگر 
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 ) )انتگرال جزء به جزء انتگرال جزء به جزء : : روشي ديگر  روشي ديگر  ((انتگرال دوهامل انتگرال دوهامل 
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پاسخ تابع پله اي   پاسخ تابع پله اي   : : مثال  مثال  
:تابع پله اي
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پاسخ به نيروي خطي  پاسخ به نيروي خطي  : : مثال  مثال  
: فرض كنيد نيرو به صورت خطي تغيير كند     

مشتق نيرو 
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F(t)پاسخ به نيروي خطي  پاسخ به نيروي خطي  : : مثال  مثال  
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پاسخ به نيروي خطي  پاسخ به نيروي خطي  : : مثال  مثال  

:براي سيستم ناميرا   

F0=0اگر 
شروع شده باشد       t=t0اگر بار گذاري از زمان   
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طيف پاسخ طيف پاسخ 
بيشترين جابجائي،   (نموداري كه نشان دهنده تغييرات پاسخ بيشينه         : تعريف 

يا زمان تناوب  (ωnبا فركانس طبيعي    ) سرعت، شتاب، تنش يا هر كميت ديگري    
 طيف پاسخ سيستم يك درجه آزادي در اثر تابع نيروي معلوم را         ) τnطبيعي  
.گويند

 همه   چون پاسخ بيشينه در مقابل فركانس طبيعي ترسيم مي شود، لذا طيف پاسخ          
. پاسخهاي بيشينه سيستمهاي يك درجه آزادي به نيروي معلوم است          

طيف پاسخ بطور وسيعي براي طراحي مهندسيهاي زلزله استفاده مي شود            
معلوم  با دانستن فركانس طبيعي يك سيستم مي توان پاسخ بيشينه را به نيروي         

. پيدا كرد 
. در طيف پاسخ استفاده مي شود     ناميرا معمولاً از سيستم     
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طيف پاسخ ضربه مستطيلي    طيف پاسخ ضربه مستطيلي    ::مثال  مثال  
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t0>π/ωnاگر 

در غير اينصورت   
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پاسخ و طيف پاسخ به يك بار مثلثي       پاسخ و طيف پاسخ به يك بار مثلثي       
  بارگذاري مقابل به يك سيستم يك درجه آزادي ناميرا اعمال شده، مطلوب  

:است
پاسخ به بارگذاري    ) الف
طيف پاسخ ) ب
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t<t0<t<t00/2/2>0پاسخ براي   پاسخ براي   

):F1نيروي اعمالي    ) t
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tt00/2<t<t/2<t<t00پاسخ براي   پاسخ براي   

:F2نيروي اعمالي   

.  بر روي سيستم عمل مي كنند     F2 و F1در اين بازه مجموع    

( ) ( )0
0

0
2 2

2
tt

t
F

tF −
−

=

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ] 0000
0

0
0

0002

22sin2
4

2

2sin22)(

ttttttt
tk
F

ttH

tttt
k

ttHtx

nn
n

nn
n

≤≤−−−−−=

−−−−=

ωω
ω

ωω
ω
α

( ) ( ) ( ) 0021 2 ttttxtxtx ≤≤+=

www.konkur.in

Telegram: @uni_k

https://t.me/uni_k


73

tt00<t<tپاسخ براي   پاسخ براي   

:F3نيروي اعمالي   

.  بر روي سيستم عمل مي كنند    F3 و F1  ،F2در اين بازه مجموع    
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پاسخ كلي  پاسخ كلي  
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پاسخ كلي  پاسخ كلي  
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طيف پاسخ طيف پاسخ 
 نسبت به زمان مشتق گرفته و      x(t)لازم است كه از معادلات    

.معادل صفر قرار دهيم تا بيشترين دامنه بدست آيد   
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99ارتعاشات مكانيكي   ارتعاشات مكانيكي   
عددي  عددي  --تبديلات   تبديلات   --بارگذاري عمومي بارگذاري عمومي 

سيديوسف احمدي بروغني     
استاديار گروه مكانيك 

دانشگاه بيرجند 
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روشهاي مبني بر تبديلات    روشهاي مبني بر تبديلات    

روشهاي ديگري براي حل معادلات ارتعاشي      
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تبديل فوريه    تبديل فوريه    
تبديل فوريه يك تبديل انتگرالي برمبناي انتگرال فوريه مي باشد        

. خواص آن شبيه تبديل لاپلاس است  
:x(t)تبديل فوريه تابع  

:تبديل معكوس فوريه  
dtetxX ti∫

∞

∞−

−= ωω )()(

ωω ω deXtx ti∫
∞

∞−π= )()( 2
1
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طيف دامنه  طيف دامنه  
)  اندازه تبديل فوريه تابع  ( |F(ω)|   نموداري ازf(t) طيف دامنه   

. باشد مي
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خواص خواص 
: آنگاه، باشد   اگر

: انتقال زماني 

: انتقال فركانسي  

:  مودولاسيون

)()}({ ωFtf =F

( ){ } ( )ωω Fettf ti 0
0

−=−F

( ){ } ( )0
0 ωωω −= Ftfe tiF

{ } [ ])()(
2
1)cos()( 000 ωωωωω −++= FFttfF

{ } )]()([
2

)sin()( 000 ωωωωω −−+= FFittfF
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خواص خواص 
: آنگاه، باشد   اگر

: ام يك تابعnتبديل فوريه مشتق    
                         F {f (n)(t)}=(iω)nF(ω)

درنتيجه  

)()}({ ωFtf =F

( ){ } ( )ωω Ftf 2−=′′F

( ){ } ( )ωω Fitf =′F
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مثال  مثال  
: معادله ديفرانسيل  

: تبديل معادله ديفرانسيل   

( )tfkxxcxm =++ &&&
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ff((tt)=)=δ δ ((tt--tt00)): : مثال  مثال  
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XX((ωω))طيف دامنه  طيف دامنه  
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تبديل لاپلاس  تبديل لاپلاس  
تبديل لاپلاس نيز يك تبديل انتگرالي با كاربردهاي بسيار وسيع        

. در كاربردهاي مهندسي و علوم است      
در حل معادلات ديفرانسيل معمولي و جزئي با شرايط اوليه كاربرد      

.دارد
:  تبديل لاپلاس 

: تبديل معكوس 
)}({)()(

0
tfdtetfsF st L== ∫

∞ −

{ })()( 1 sFtf -L=
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مثال  مثال  
) پله اي واحد ( تبديل لاپلاس تابع هويسايد   

e-atتبديل لاپلاس   
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جدول تبديلات لاپلاس   جدول تبديلات لاپلاس   
x(t) [ ] )(=)( sXtxL  

)(tδ  1 
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جدول تبديلات لاپلاس   جدول تبديلات لاپلاس   
x(t) [ ] )(=)( sXtxL  
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مثال  مثال  
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خواص تبديل لاپلاس   خواص تبديل لاپلاس   
خطي بودن 

 sانتقال در حوزه    

انتقال در زمان  

تبديل تابع دلتا 

( ) ( )asFtfeat −⎯→⎯L

( ) ( )sFeatHatf as−⎯→⎯−− L)(

aseatt −⎯→⎯−⇒⎯→⎯ LL )(1)( δδ
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مثال خطي بودن  مثال خطي بودن  
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مثال  مثال  
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كسر جزئي كسر جزئي 
معمولاً تبديلات به شكل  

در مي آيند و لازم است به شكلي آشنا تبديل شوند        
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مثال  مثال  
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كسر جزئي ريشه تكراري     كسر جزئي ريشه تكراري     
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تبديل مشتقات     تبديل مشتقات     
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مسائل مقدار اوليه        مسائل مقدار اوليه        

تبديل معادله  : 1گام 
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2گام 
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 تبديل معكوس  3گام 
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مثال  مثال  
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ارتعاش اجباري     ارتعاش اجباري     : : مثال  مثال  
مطلوب است پاسخ سيستم    

تبديل معادله   : گام اول

X(s)حل براي : گام دوم
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ادامه ادامه 
:ادامه

:تبديل معكوس از جدول صفحه بعد      : 3گام 
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ادامه ادامه 
: در نتيجه 

( ) ( ) ( ) ( )tetetHtetx t
tt

3cos
3

43sin4
3

3sin 4
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+
−−

−=

بدليل ضربه   
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x(t) [ ] )(=)( sXtxL  
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طيف پاسخ طيف پاسخ 
بيشترين جابجائي،   ( نموداري كه نشان دهنده تغييرات پاسخ بيشينه       :تعريف

يا زمان تناوب  (ωnبا فركانس طبيعي    ) سرعت، شتاب، تنش يا هر كميت ديگري    
 طيف پاسخ سيستم يك درجه آزادي در اثر تابع نيروي معلوم را         ) τnطبيعي  
.گويند

 همه   چون پاسخ بيشينه در مقابل فركانس طبيعي ترسيم مي شود، لذا طيف پاسخ          
. پاسخهاي بيشينه سيستمهاي يك درجه آزادي به نيروي معلوم است          

طيف پاسخ بطور وسيعي براي طراحي مهندسيهاي زلزله استفاده مي شود            
معلوم  با دانستن فركانس طبيعي يك سيستم مي توان پاسخ بيشينه را به نيروي         

. پيدا كرد 
. در طيف پاسخ استفاده مي شود     ناميرا معمولاً از سيستم     
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طيف پاسخ ضربه مستطيلي    طيف پاسخ ضربه مستطيلي    ::مثال  مثال  
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t0>π/ωnاگر 

در غير اينصورت   
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نمودار طيف پاسخ  نمودار طيف پاسخ  
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::مثال  مثال  
:طيف پاسخ را براي 

كه  
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ادامه ادامه 
: F2و  F1پاسخ به بارهاي   
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پيداكردن مقدار بيشينه پاسخ      پيداكردن مقدار بيشينه پاسخ      
براي پيدا كردن پاسخ بيشينه لازم است مشتق پاسخ را معادل      

.صفر قرار داد
:براي هردو مورد بررسي انجام مي شود     
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 باشد، t1=nτnدر صورتي كه 
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پيداكردن مقدار بيشينه پاسخ      پيداكردن مقدار بيشينه پاسخ      
در نتيجه  
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پيداكردن مقدار بيشينه پاسخ      پيداكردن مقدار بيشينه پاسخ      
: با قرار دادن اين مقادير در پاسخ
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طيف پاسخ طيف پاسخ 
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Comparison between impulse Comparison between impulse 
and harmonic inputsand harmonic inputs

Impulse Input
Max amplitude versus 

normalized pulse
“frequency”

Harmonic Input
Max amplitude versus 

normalized driving
frequency
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روشهاي عددي       روشهاي عددي       
گاهي نيروي اعمالي يا معادله ديفرانسيل بگونه اي است كه       

. روشهاي تحليلي گفته شده قادر به حل معادله نيستند           
.در اين حال از روشهاي عددي استفاده مي شود     

حل عددي معادلات ديفرانسيلي   
روش اويلر 
روش هيون

روشهاي رانج كوتا
 در ارتعاشات استفاده از  2روش مناسب تر براي معادلات مرتبه   

 است 4روش رانج كوتا مرتبه  
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روش اويلر   روش اويلر   
: به صورت زير نوشته مي شود      tiدر اين روش مشتق اول در زمان    

محاسبه   ... و x1وجود داشته باشد،    ) شرط اوليه  (x0بنابراين اگر 
.مي شود 

:  كوچك مناسب استhاين روش براي معادلات مرتبه اول با 
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مثال  مثال  
:معادله مرتبه اول 

:h=0.1با انتخاب   
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حلحل
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h=0.5h=0.5حل حل 
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22روش اولر براي معادلات مرتبه      روش اولر براي معادلات مرتبه      

فرض كنيد  

:  حل عددي
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مثال حل عددي معادله غير خطي آونگ        مثال حل عددي معادله غير خطي آونگ        
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مثال حل عددي معادله غير خطي آونگ        مثال حل عددي معادله غير خطي آونگ        
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نتايجنتايج
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روش رانج كوتا   روش رانج كوتا   
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excelبرنامه  
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پايان  پايان  
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1010ارتعاشات مكانيكي    ارتعاشات مكانيكي    
ارتعاشات دو درجه آزادي         ارتعاشات دو درجه آزادي         

سيديوسف احمدي بروغني
استاديار گروه مكانيك

دانشگاه بيرجند 
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MDOFMDOFسيستمهاي چند درجه آزادي           سيستمهاي چند درجه آزادي           
بيش از يك  ، سيستمي است كه نياز به  سيستم چند درجه آزادي    يك 

.  براي توصيف حركت دارد مختصات مستقل  
  مختصات تعميم يافته وقتي مختصات مستقل از يكديگر باشند، آنها را   

generalized coordinatesگويند .
.  استتعداد درجات آزادي سيستم     معادل  تعداد مختصات تعميم يافته  
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MDOFMDOFسيستمهاي چند درجه آزادي           سيستمهاي چند درجه آزادي           
 N درجه آزادي است، داراي     Nيك سيستم چند درجه آزادي كه داراي       

. استفركانس طبيعي
 Natural state ofحالت طبيعي ارتعاش    يك هر فركانس طبيعيبراي 

vibration ناميده مي شود، نرمال مد با يك تركيبي از تغييرمكان كه 
. وجود دارد   

: اصطلاحات رياضي متناظر با اين كميتها عبارتند از 
)فركانسهاي طبيعي    (Eigenvaluesمقدارهاي ويژه   
) شكل مد يا نرمال مد    ( Eigenvectorsبردارهاي ويژه   
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ار تعاش آزاد سيستم دو درجه آزادي                 ار تعاش آزاد سيستم دو درجه آزادي                 
:سيستم دو درجه آزادي زير را در نظر بگيريد       

:مطلوب است معادله حركت       )  الف
: پاسخ سيستم به شرايط اوليه   ) ب

k1 k2 k3
m1 m2

x1 x2
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11معادله حركت براي جرم            معادله حركت براي جرم            
براي جرم اول با در نظر گرفتن ناميرائي
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22معادله حركت براي جرم            معادله حركت براي جرم            
براي جرم اول با در نظر گرفتن ناميرائي
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معادلات حركت      معادلات حركت      

:دستگاه معادلات ديفرانسيل خطي   
مرتبه دوم    

همگن 
ضرايب ثابت
وابسته به هم  

( ) 02321222 =++− xkkxkxm &&

( ) 02212111 =−++ xkxkkxm &&
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معادله حركت     معادله حركت     
شكل ماتريسي
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بردار نيرو  

www.konkur.in

Telegram: @uni_k

https://t.me/uni_k


13

پاسخ سيستم پاسخ سيستم 

: حلي به شكل زير فرض مي شود 
در نتيجه 
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پاسخ سيستم پاسخ سيستم 
:جايگزيني در معادله حركت      

:در نتيجه دستگاه معادلات خطي همگن زير بايد حل شود         

باشد حل اين دستگاه درصورتي جواب غير بديهي دارد كه دترمينان ضرايب صفر                
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معادله مشخصه دستگاه معادلات      معادله مشخصه دستگاه معادلات      
 دستگاه   معادله مشخصهبا مساوي صفر قراردادن ماتريس ضرايب، 

. استω براي 4معادله ديفرانسيل كه يك چندجمله اي مرتبه 

ωحل اين معادله براي  . فركانسهاي طبيعي را حاصل مي كند2
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فركانسهاي طبيعي      فركانسهاي طبيعي      

: در نتيجه

.  فركانسهاي طبيعي هستندω2 و ω1كه  
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شكل مدها   شكل مدها   
با قرار دادن در دستگاه معادلات منطبق بر هر فركانس طبيعي يك       

.  نام دارد شكل مدبردار دامنه بدست مي آيد  
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شكل كلي پاسخ   شكل كلي پاسخ   
تركيب خطي حاصلضرب شكل مدها در تابع سينوسي فرضي پاسخ سيستم مي            

.باشد 

. را بدست آورد     φ2 و  A ،B ،φ1از شرايط اوليه مي توان ثابتهاي           
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اعمال شرايط اوليه    اعمال شرايط اوليه    
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) ) ناميرا   ناميرا   --ارتعاش آزاد        ارتعاش آزاد        ( ( سيستم دو درجه آزادي          سيستم دو درجه آزادي          : : مثال مثال 
فركانسهاي طبيعي و شكل مدهاي سيستم دو درجه آزادي زير را بدست     

آوريد 
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دياگرام آزاد جسم و معادله حركت            دياگرام آزاد جسم و معادله حركت            :  :  حلحل

:1براي جسم 
:2براي جسم 

( ) 02440 2111121211 =−+⇒−−−= xxxxkxxkxm &&&&

( ) 04024 2122321222 =+−⇒−−= xxxxkxxkxm &&&&
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معادله حركت و حل معادله        معادله حركت و حل معادله        :  :  حلحل
اين دو معادله حركت به هم وابسته هستند و در شكل ماتريسي به    

:صورت زير نوشته مي شوند   

: حلي بصورت زير فرض مي شود  
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حل معادله حل معادله :  :  حلحل
با قرار دادن در معادله حركت   

:جواب بديهي؟                         لذا  

: مسئله مقدار ويژه 
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مسئله مقدار ويژه     مسئله مقدار ويژه     ::حلحل
در نتيجه 

det([A]-λ[I])=0جواب غير بديهي اگر  : حل دستگاه همگن 
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بدست آوردن مقدارهاي ويژه          بدست آوردن مقدارهاي ويژه          :  :  حلحل
:لذا مقادير ويژه عبارتند از

:در نتيجه فركانسهاي طبيعي سيستم

براي بدست آوردن بردار    
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) ) شكل مدشكل مد((محاسبه بردارهاي ويژه         محاسبه بردارهاي ويژه         :  :  حلحل
حال دو مقدار ويژه را در دستگاه قرار داده و منطبق بر هر كدام يك      

: بردار ويژه محاسبه مي شود 
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) ) شكل مدشكل مد((محاسبه بردارهاي ويژه         محاسبه بردارهاي ويژه         :  :  حلحل
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پاسخ پاسخ :  :  حلحل
در نتيجه پاسخ سيستم

كه با داشتن شرايط اوليه مي توان پاسخ را بدست آورد؟؟؟    
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تعبير فيزيكي بردارهاي ويژه           تعبير فيزيكي بردارهاي ويژه           :  :  حلحل
هم فاز        ω=ω1=4 rad/s          X1=X2براي 
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تعبير فيزيكي بردارهاي ويژه           تعبير فيزيكي بردارهاي ويژه           :  :  حلحل
غيرهم فاز              ω=ω2=8 rad/s              X1=-X2براي 
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اعمال شرايط اوليه    اعمال شرايط اوليه    :  :  حلحل
شرايط اوليه
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پاسخ پاسخ 
:با قرار دادن مقادير ثابت  
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نمودار پاسخ    نمودار پاسخ    
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وابستگي مختصات و مختصات اصلي      وابستگي مختصات و مختصات اصلي      
    Coordinate coupling and principal coordinatesCoordinate coupling and principal coordinates

 مختصات استفاده شده براي توصيف  nمختصات تعميم يافته مجموعه   
.حركت يك سيستم مي باشند

θ(t) و x(t)معادله حركت يك ماشين تراش با استفاده از مختصات   
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: : معادله حركت    معادله حركت    
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شكل ماتريسي و وابستگي مختصات    شكل ماتريسي و وابستگي مختصات    

ماشين تراش داراي ارتعاش دوراني و جابجائي قائم مركز جرم بطور     
.مگر اينكه اعضاء قطري ماتريس سختي صفر باشند. همزمان است 

اين وابستگي دو مختصه از طريق نيروي فنر يا نيروهاي استاتيكي است  
.لذا وابستگي را استاتيكي گويند

.اگر ماتريس سختي غير قطري باشد وابستگي استاتيكي است
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معادله حركتي ديگر     معادله حركتي ديگر     
. نوشته مي شود Pحال معادله حركت براي جابجائي و دوران حول نقطه اي مانند                    

.  استθ (t) و y(t)مختصات تعميم يافته   
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دياگرام آزاد     دياگرام آزاد     

:yمؤلفه هاي شتاب در راستاي  
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دياگرام آزاد     دياگرام آزاد     

PGPP amJM rr&& ×+=+ ∑ ρθ

Gρ
r

yaP &&
r

=

ymeam PG &&
rr

=×ρ

( ) ( )
( ) ( ) 02

22
2

111122

222111

=′+′+′−′++

+=′′+−′′−

θθ

θθθ

lklkylklkJyme

ymeJllykllyk

P

P

&&&&

&&&&

www.konkur.in

Telegram: @uni_k

https://t.me/uni_k


52

شكل ماتريسي معادله حركت      شكل ماتريسي معادله حركت      

هم استاتيكي و هم (در حالت كلي اين معادله داراي وابستگي مختلط    
.است) ديناميكي

.اگر اعضاء قطري ماتريس سختي صفر باشد، وابستگي استاتيكي حذف مي شود      
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ادامه  ادامه  
:از طرفي  

:در نتيجه   

  غيرقطري است چون ماتريس جرم   وابستگي ديناميكي      اين سيستم فقط داراي    
است 
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مختصات اصلي يا طبيعي     مختصات اصلي يا طبيعي     
مختصاتي كه در آن معادلات مستقل از هم باشند يا كوپلينگ نداشته         

. استمختصات اصلي يا طبيعي باشند، 
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::مثال مثال 
:مدل اتومبيلي داراي مشخصات زير است      

m=1000kg 
kG=0.9شعاع ژيراسيون  

a=1.0 m
b=1.5 m

kf=18 kN/m
kr=22 kN/m

JG=mkG:ممان اينرسي حول مركز جرم   
2=1000(0.9)2=810 kgm2

kfkr

ab

G

m, JG
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: : معادله حركت    معادله حركت    
θ (t) و x(t)باتوجه به قبل و استفاده از مختصات    

: با فرض جوابي 
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::حلحل
: در نتيجه
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::حلحل
ω1براي 
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::حلحل
ω2براي 
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گره  گره  

2.646 m

0.3061 m

θ +
x +

θ - x +

Node گره

Node گره
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1111ارتعاشات مكانيكي    ارتعاشات مكانيكي    
 دو درجه آزادي        دو درجه آزادي       اجباري  اجباري  ارتعاشات   ارتعاشات   

سيديوسف احمدي بروغني
استاديار گروه مكانيك

دانشگاه بيرجند 
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نيروي اجباري       نيروي اجباري       
: اعمال گردد  F2 و  F1چنانچه برروي سيستم ارتعاشي دودرجه آزادي نيروهاي                

:معادله حركت   
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نيروي اجباري هارمونيك          نيروي اجباري هارمونيك          
.در حالت كلي حل اين معادله كار مشكلي است  

درصورتي كه نيروهاي وارده هارمونيك و با يك فركانس ولي دامنه      
.هاي مختلف باشند راحت حل مي شوند

درغير اينصورت لازم است از برهمنهش جوابها استفاده كرد    
: لذا نيرو و پاسخ آن عبارتند از 
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حل حل 
:با جايگزيني در معادله حركت 

: با ساده كردن معادله
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حل حل 
: با تعريف ماتريس امپدانس يا سيستم

: را ماتريس امپدانس گويند[Z(ω)]كه  

:كه براي بدست آوردن دامنه پاسخ   
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بدست آوردن معكوس ماتريس      بدست آوردن معكوس ماتريس      

در نتيجه 
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ادامه  ادامه  
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روشهاي ديگر بدست آوردن دامنه        روشهاي ديگر بدست آوردن دامنه        
)روش كرامر ) الف )[ ] ⎟⎟
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روش كرامر      روش كرامر      
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−+−
−−+

=
2

2
322

21
2

21

mkkk
kmkk

Z
ω

ω
ω

( )[ ]
( )

( )( ) 2
22

2
321

2
21

222
2

3212
2

322

21

1 det kmkkmkk

FkmkkF
Z

mkkF
kF

X
−−+−+

+−+
=

−+
−

=
ωω

ω
ω

ω

( )[ ]
( )

( )( ) 2
22

2
321

2
21

121
2

21222

11
2

21

2 det kmkkmkk

FkmkkF
Z

Fk
Fmkk

X
−−+−+

+−+
=

−
−+

=
ωω

ω
ω

ω

www.konkur.in

Telegram: @uni_k

https://t.me/uni_k


10

    FRFFRFماتريس تابع پاسخ فركانسي          ماتريس تابع پاسخ فركانسي          
:  بصورت معكوس ماتريس امپدانس تعريف شود   H(ω)اگر ماتريس 
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                                                                                                                                Vibration AbsorbersVibration Absorbers

:راه حل
)ميزان كردن(كاهش تابع نيرو   
قرار دادن عايق 

تغيير (جابجاكردن فركانس تشديد  
)فركانس تشديد

افزايش ضريب ميرائي  
جاذب ارتعاشي  

:ارتعاش زياد را مي توان      
 عايق از محيط اطراف 

كرد 
 كردكنترل
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