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2 صفحه

محل انجام محاسبات

ءءآزمون چهارم حضوری - دفترچه شماره 1تایضایر

حسابان دوازدهم و پایهء مرتبط: حسابان )2(: صفحه‌های 1 تا 70

y تا مبدأ -1  f x== ( ) y است. فاصلهء نقطهء متناظر A روی نمودار تابع f x== --2 3
2
( )A نقطه‌ای روی نمودار تابع( , )2 1--

مختصات کدام است؟

  3 2 )4 	5 )3 	 2 )2 	 26 )1

] با محور طول‌ها چه مساحتی می‌سازد؟-2  , ]--4 4 y در بازهء f x== --( | |)4
2

نمودار تابع f مطابق شکل است. نمودار تابع

�12 )2 		 16 )1
6 )4 		 8 )3

f را نسبت به مبدأ مختصات قرینه کرده‌ایم و سپس 6 واحد به بالا و k واحد به سمت -3  x x( ) == ++4 16 نمودار تابع

y را روی محور عرض‌ها قطع کرده است. مقدار k کدام است؟ f x== ( چپ انتقال داده‌ایم؛ به طوری که نمودار حاصل، تابع(

3 )4 	6 )3 	2 )2 	4 )1

 4- y x== -- --bb aa3 f مطابق شکل باشد، نمودار تابع x x( ) ( )== ++ ++aa bb2
3 اگر نمودار تابع

از کدام ناحیه عبور نمی‌کند؟

2( دوم 		 1( اول
4( چهارم� 		 3( سوم

تقسیم -5  باقی‌ماندهء  و  باشد  بخش‌پذیر   x -- 1 بر  f x( )1 2-- چندجمله‌ای اگر  است.   f x x ax bx( ) == -- ++ ++3 2
3

b کدام است؟ a-- x برابر 5 باشد، حاصل -- f بر4 x( )2 -- چندجمله‌ای

12 )4 	-2)3 	-8 )2 	16 )1

 6- x x2
3 2-- ++ g بر چندجمله‌ای x xf x f x( ) ( ) ( )== ++2 2 f تابعی خطی است؛ به طوری که باقی‌ماندهء تقسیم چندجمله‌ای

x کدام است؟ ++ g بر1 x( 7 است. باقی‌ماندهء تقسیم چندجمله‌ای( 8x -- برابر

2 )4 	 -2)3 	3 )2 	 -3 )1

a، حداقل -7  >> 0 ، 4 واحد از مقدار دورهء تناوب آن بیشتر است. اگر f x a a a x( ) cos== ++ --3 1 2
pp بیشترین مقدار تابع

مقدار تابع کدام است؟

1 )4 	 -4 )3 	2 )2 	 -2)1
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3 صفحه

محل انجام محاسبات

ءءآزمون چهارم حضوری - دفترچه شماره 1تایضایر

f مطابق شکل است. مساحت مثلثی با رئوس B ،A و C کدام است؟-8  x a a x( ) cos== --2 4
pp بخشی از نمودار تابع

8 )2 		 64 )1
�32 )4 		 16 )3

a کدام است؟ -9  b-- f در یک دورهء تناوب آن، مطابق شکل است. مقدار x a b x( ) sin== -- 2 pp نمودار تابع

 5
2

)2 		 2 )1

�3 )4 		  3
2

)3

a کدام است؟10 - btan( )pp
12

++ است. حاصل مطابق شکل   f x a x b( ) tan( )== ++ ++3 تابع نمودار  از  بخشی 

3
3 )2 		 -1)1

�- 3
3 )4 		 1)3

aa کدام است؟11 - ) اکیداً‌ نزولی است. حداقل مقدار , )aa 3 f روی بازهء x x( ) sin ( )== 2
2

3

2 pp تابع

9

4
)4 	2 )3 	7

4
)2 	5

4
)1

) کدام است؟12 - , )0 2pp )sin در بازهء ) sinx x-- ++ ==pp
4

2 1 مجموع جواب‌های معادلهء 

3p )4 	4p )3 	7
2

p )2 	9
4

p )1

)tan روی دایرهء مثلثاتی، رئوس کدام چندضلعی محدب است؟13 - ) tanpp
4

2 1 0-- -- ++ ==x x انتهای کمان جواب‌های معادلهء

4( چهارضلعی غیرمشخص 3( مثلث متساوی‌الاضلاع	 2( مستطیل	 1( مثلث قائم‌الزاویه	

lim باشد، مقدار a کدام است؟ 14 -
x a

a x
x ax®®

--
-- ++

== ++¥¥2

2 4
2

اگر

1 )4 	 -1)3 	 -2)2 	2 )1
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4 صفحه

محل انجام محاسبات

ءءآزمون چهارم حضوری - دفترچه شماره 1تایضایر

a کدام است؟15 - b++ ، مقدار lim ( )
x

x ax bx
x®®++¥¥

-- ++
++

==2 2 2
2

اگر

4( صفر 	8‌ )3 	6 )2 	4 )1

lim کدام است؟16 - ( ( ) ( ))
x

f x f x
®®++ ¥¥

-- -- ، مقدار f x
x x

x x( ) == ++
--

++ ++
2 3

2 3

2 2 2

2
هرگاه

 13 )4 	 -7 )3 	 -1)2 	 -3 )1

g در مجاورت محور عرض‌ها به کدام صورت است؟ 17 - x f x

x
( ) ( )

( )

[ ]
== --

--
1

2
نمودار تابع f مطابق شکل است. نمودار تابع

]، نماد جزء صحیح است.( ] (

)2 		 )1

�  )4 		  )3

lim کدام است؟18 - tan( )tan
x

x x
®®

++
pp

pp

4

3

4
2 مقدار

 -1)4 	1 )3 	 - 1

2
)2 	 1

2
)1

)A نقطهء تلاقی 19 - , )2 4 g تنها دو خط مجانب، موازی محورهای مختصات دارد. اگر bx
ax x a

== ++
++ ++

2

2

7

8 4
نمودار تابع

a کدام است؟ b-- این مجانب‌ها باشد، مقدار

 10 )4 	6 )3 	4 )2 	8 )1

f در کنار مجانب افقی خودش به کدام صورت است؟20 - x x
x( ) == -- --

++
3

4 1

2
نمودار تابع

 )4 	  )3 	  )2 	  )1
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5 صفحه

محل انجام محاسبات

ءءآزمون چهارم حضوری - دفترچه شماره 1تایضایر

ریاضیات گسسته و آمار و احتمال: ریاضیات گسسته: صفحه‌های 1 تا 42

چه تعداد از گزاره‌های زیر درست است؟21 -

2 اول است.« در بین اعداد طبیعی کم‌تر از 6 دارای دو مثال نقض است.  1
n ++ الف( »اگر n اول باشد،

ب( میانگین پنج عدد صحیح متوالی همواره برابر با عدد وسطی می‌شود. 

) همواره، گنگ است.  )bb aa2 2-- bb عددی گویا باشد، عدد پ( اگرaa عددی گنگ و

ت( میانگین حسابی عدد مثبت a و معکوسش همواره بزرگ‌تر یا مساوی 1 است.

4 )4 	3 )3 	2 )2 	1 )1

a]) کدام است؟22 - ,c ],( , ))2
3b c ab، حاصل c| اگر

c2 )4 	| |b )3 	3 | |c )2 	3 2c )1

در تقسیم عدد طبیعی a بر b باقی‌مانده و خارج قسمت به ترتیب برابر 11 و 13 هستند. اگر a مضرب 5 باشد، رقم 23 -

دهگان کوچک‌ترین مقدار a کدام است؟

8 )4 	6 )3 	5 )2 	1 )1

2 نسبت به هم اول هستند؟24 - 1n -- 5 و 3n ++ به ازای چند عدد طبیعی دورقمی n، دو عدد

80 )4 	81 )3 	82 )2 	79 )1

a بر 25 - -- مجموع باقی‌مانده و نصف خارج قسمت تقسیم عدد طبیعی a بر 17 برابر 21 است. اگر باقی‌ماندهء تقسیم13

66 برابر 41 باشد، رقم دهگان کوچک‌ترین مقدار a کدام است؟

3 )4 	6 )3 	5 )2 	8 )1

- 26( / )10 3 16 چند عدد چهاررقمی مربع کامل مضرب 75 وجود دارد؟

10 )4 	9 )3 	5 )2 	4 )1

6111 بر 33 کدام است؟27 - باقی‌ماندهء تقسیم عدد

27 )4 	15 )3 	6 )2 	3 )1

15 برقرار است؟28 - 31´́ 4 به پیمانهء 1
n ºº به ازای چند مقدار دورقمی n، رابطهء همنهشتی

9 )4 	8 )3 	5 )2 	4 )1
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6 صفحه

محل انجام محاسبات

ءءآزمون چهارم حضوری - دفترچه شماره 1تایضایر

a بر 44 بخش‌پذیر است. اختلاف b و a کدام نمی‌تواند باشد؟29 - b456 عدد

3 )2 		 5 )1
4( صفر 		 7 )3

30 ظرف 15لیتری و تعداد نامحدودی ظرف 17لیتری داریم. به چند طریق می‌توان 800 لیتر بنزین را با این ظرف‌ها 30 -

جابه‌جا کرد؟ )از هر ظرف با گنجایش کامل استفاده می‌شود.(

4( هیچ 	3 )3 	2 )2 	1 )1

N، مجموع کم‌ترین و بیشترین مقدار 31 - d eG( ) { }== N و a N b NG G G[ ] [ ] [c]== == در گراف G از مرتبهء 6 داریم

اندازهء گراف کدام است؟

12 )2 		 11 )1
19 )4 		 15 )3

حاصل‌ضرب درجهء رأس‌های گرافی از مرتبهء 6 برابر 400 است. تعداد رأس‌های درجه2 در این گراف، چند حالت 32 -

مختلف ممکن است داشته باشد؟

1 )2 		 1( صفر
3 )4 		 2 )3

5 چند زیرگراف 3یالی دارد؟33 - 5 5 3 3 3, , , , , گراف مکمل گراف G با درجهء رأس‌های

1 )4 	24 )3 	8 )2 	12 )1

کامل 34 - گراف  به  آن  تبدیل  برای  باشد،  داشته  را  رأس  تعداد  حداقل  گراف  این  اگر  دارد.  یال   20 منتظمی  گراف 

هم‌مرتبه‌اش، چند یال باید اضافه کنیم؟

25 )4 	16 )3 	15 )2 	8 )1

در یک گراف مرتبهء 10 بین هر دو رأس یا مسیر وجود ندارد یا دقیقاً 2 مسیر وجود دارد. این گراف به چند صورت 35 -

قابل رسم است؟

4 )2 		 3 )1
6 )4 		 5 )3
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7 صفحه

محل انجام محاسبات

ءءآزمون چهارم حضوری - دفترچه شماره 1تایضایر

هندسه: هندسه )3(: صفحه‌های 9 تا 50

) کدام است؟36 - , )2 1 ) و گذرنده از نقطهء , )1 2-- معادلهء دایرهء به مرکز

x y x y2 2
2 4 5+ - + = )2 	x y x y2 2

2 4 0+ - + = )1
x y x y2 2

2 4 5+ + - = )4 	x y x y2 2
2 4 0+ + - = )3

A، آن‌گاه درایهء سطر اول و ستون دوم وارون ماتریس A کدام است؟37 - ==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 5

1 1
اگر

- 5

4
)4 	5

4
)3 	- 1

4
)2 	1

4
)1

x کدام است؟38 - y++ AB، آن‌گاه حاصل BA I++ == 2 B و بدانیم
y

==
-- --

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1

1 3
،A

x x
==

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

3 2
اگر

4( صفر 	3 )3 	2 )2 	1 )1

AB، آن‌گاه مجموع درایه‌های 39 - ==
--éé

ëë
êê
êê

ùù

ûû
úú
úú

2 2 2

2 1
A2 و 2 0

0 2
==

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú اگر A ماتریسی اسکالر باشد، به طوری که

BA کدام است؟

4( صفر 	5 )3 	±5 2 )2 	2 2± )1

B، آن‌گاه ماتریس1401(AB) با کدام ماتریس برابر است؟40 - == --[[ ]]2 1 A و ==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

4

7
اگر

BA )4 	 O )3 	AB )2 	I )1

 چند جواب برای41 -
ax y
x y

-- ==
++ ==

ìì
íí
îî

9

3 6 12
x) حاصل نشود، آن‌گاه دستگاه , )y  جوابی برای

2 4

2 6

x y
ax y

-- ==
++ ==

ìì
íí
îî

اگر از دستگاه

x) دارد؟ , )y

4( بی‌شمار 3( صفر	 2( صفر یا بی‌شمار	 1( یک	
- 42 1

| |A Aآن‌گاه دترمینان ماتریس ، | | A | A A | | A |++ == 2 باشد، به طوری که 2´́ اگر A یک ماتریس وارون‌پذیر
کدام است؟

 - 1

2
)4 	 1

2
)3 	 -1)2 	1 )1

2 کدام است؟43 - 1

2

2(I A)-- A، آن‌گاه دترمینان ماتریس ==
--

--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 2 5

0 3 6

2 1 4

اگر

2 )4 	1 )3 	 0 5/ )2 	 0 125/ )1
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8 صفحه

محل انجام محاسبات

ءءآزمون چهارم حضوری - دفترچه شماره 1تایضایر

A را در نظر بگیرید. از درایهءa11، دو واحد کم کرده و به درایهءa22، سه واحد می‌افزاییم 44 -
y
x z z
y

== --
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

0 2

2 0

ماتریس

تا ماتریس B حاصل شود. کدام گزینه درست است؟

| | | |A B= -1)2 		 | | | |A B= +1)1
| | | |A B= )4 		 | | | |A B= - 6 )3

AB را در نظر بگیرید. چند نقطه در صفحه وجود دارد که از حداقل یکی از دو نقطهء A و B به فاصلهء 45 - == پاره‌خط6

3 باشد؟ 3 6 و از خط گذرا بر A و B به فاصلهء

2 )4 	6 )3 	4 )2 	8 )1

) بر نیمساز ربع اول مماس است. کدام نقطه بر این دایره واقع است؟46 - , )4 0 دایره‌ای به مرکز

 ( , )4 2 2 )4 	 ( , )4 2 1 )3 	 ( , )6 2 )2 	 ( , )6 1 )1

x از مرکز دایرهء 47 - y x y2 2
4 4 4 4 0++ -- -- ++ ==/ ) می‌گذرد. اگر دایره‌ای به معادلهء , )2 3 ) و , )--1 4 دایرهء C از دو نقطهء

C بگذرد، آن‌گاه عرض نقطهء مرکز دایرهء C کدام است؟

 2 8/ )4 	 2 6/ )3 	 2 4/ )2 	 2 2/ )1

- 48 x y x y2 2
6 2 6 0++ ++ -- ++ == x) و ) (y )-- ++ -- ==2 1 1

2 2 معادلهء کوچک‌ترین دایره‌ای که بر هر دو دایره به معادله‌های

مماس‌خارج باشد، کدام است؟

 x y y2 2
2 3 0+ - - = )2 	 x y x y2 2

2 1 0+ + - - = )1

 x y y2 2
2 0+ - = )4 	 x y x y2 2

2 1 0+ + - + = )3

در یک بیضی، طول کوچک‌ترین قطر، چهار برابر فاصلهء کانون تا نزدیک‌ترین رأس است. خروج از مرکز این بیضی کدام است؟49 -

 0 6/ )2 		  0 4/ )1
 0 5/ )4 		  0 8/ )3

2 است، اگر نقطهء M روی این بیضی طوری واقع 50 - 7 F¢¢ که کانون‌های یک بیضی هستند فاصلهء بین دو نقطهء F و

FMFÆ. طول بلندترین قطر این بیضی کدام است؟  ¢¢ == 60
 MF آن‌گاه MF¢¢ == 3 باشد که

4 )4 	 2 10 )3 	6 )2 	8 )1
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2 صفحه

محل انجام محاسبات

ءءآزمون چهارم حضوری - دفترچه شماره 2کیزیف

داوطلب گرامی، در این آزمون، در درس فیزیک، زوج‌درس نداریم و تمام سؤال‌ها از مباحث نیم‌سال اول پایه دوازدهم طرح 
شده است؛ بنابراین پاسخ‌گویی به تمام سوالات این درس اجباری است.

فیزیک دوازدهم: فیزیک )3(: صفحه‌های 1 تا 77 
نمودار مکان ـ زمان متحرکی که در راستای محور x حرکت می‌کند به شکل 51 -

مقابل است. تندی متوسط متحرک در کدام‌یک از بازه‌های زمانی زیر بیشتر است؟

 17 5/ s 2( صفر تا 		  12 5/ s 1( صفر تا
� 20 s 12 تا 5/ s )4 		  20 s 2 تا 5/ s )3

نمودار مکان ـ زمان دو متحرک A و B که در راستای محور x حرکت می‌کنند، 52 -

t برابر چند متر است؟ s== 5 به شکل مقابل است. فاصلهء این دو متحرک در لحظهء

20 )2 		 10 )1
� 37 5/ )4 		  22 5/ )3

دو متحرک A و B در راستای محور x در حال حرکت 53 -

 هستند. نمودار مکان ـ زمان متحرک A به شکل )الف(

و نمودار سرعت ـ زمان متحرک ‌B به شکل )ب( است. 

 A متحرک  متوسط  شتاب  اندازهء  نخست،  ثانیهء   10 در 

چند برابر اندازهء شتاب متوسط متحرک B است؟

 5
3

)4 	  3
5

)3 	 1
5

)2 	5 )1

- 54 ( / )6m s i


) به / )--4m s i


5 سرعت خود را از sحرکت می‌کند، در مدت x متحرکی که با شتاب ثابت روی محور
می‌رساند. مسافت طی‌شده توسط متحرک در این مدت چند متر است؟

25 )4 	13 )3 	9 )2 	5 )1

- 55 ،T تا  زمانی صفر  بازهء  در  اگر  است.  در حال حرکت   ( / )--2 2m s i


ثابت با شتاب   x محور  راستای  در  متحرکی 
) باشد، اندازهء سرعت متوسط متحرک در بازهء  )200m



i مسافت طی‌شده توسط متحرک250m و جابه‌جایی آن برابر

T2 چند متر بر ثانیه است؟ زمانی صفر تا
30 )4 	20 )3 	15 )2 	10 )1

)الف( )ب(

www.konkur.in

Telegram: @konkur_in

www.konkur.in
https://t.me/konkur_in


3 صفحه

محل انجام محاسبات

ءءآزمون چهارم حضوری - دفترچه شماره 2کیزیف

x حرکت می‌کند، به شکل زیر است. مسافت 56 - با شتاب ثابت در راستای محور  نمودار مکان ـ زمان متحرکی که 
طی‌شده توسط متحرک در 2 ثانیهء سوم چند برابر اندازهء جابه‌جایی آن در 3 ثانیهء دوم است؟

 3
4

)2 		  4
3

)1

� 5
4

)4 		  4
5

)3

نمودار سرعت ـ زمان متحرکی که روی محور x حرکت می‌کند، به شکل مقابل 57 -
 11m s/ t برابر s2 10== t تا s1 2== است. اگر تندی متوسط متحرک در بازهء زمانی

باشد، شتاب متوسط متحرک در این بازهء زمانی چند متر بر مربع ثانیه است؟
� -0 5/



i )2 		  0 5/


i )1
 -0 25/



i )4 		  0 25/


i )3

نمودار شتاب ـ زمان متحرکی که در راستای محور x حرکت می‌کند، به شکل روبه‌رو 58 -
) باشد، تندی متوسط آن  / )3m s i



t سرعت متحرک برابر s== 8 است. اگر در لحظهء
در بازۀ زمانی‌ای که به صورت کندشونده حرکت می‌کند، چند متر بر ثانیه است؟ 

5 )2 		  4 5/ )1
 2 5/ )4 		  1 5/ )3

90 در مسیر مستقیمی در حال حرکت است. رانندهء خودرو، مانع ساکنی را در 59 - km h/ با تندی ثابت خودرویی 
18 به مانع  km h/ 0 باشد، خودرو با سرعت 8/ s فاصلهء ‌80متری از خود می‌بیند و ترمز می‌کند. اگر زمان واکنش راننده
برخورد می‌کند. برای این‌که خودرو به مانع برخورد نکند، راننده باید زمان واکنش خود را حداقل چند ثانیه کاهش دهد؟ 

)اندازهء شتاب خودرو در حین ترمزکردن، در دو حالت ثابت و یکسان است.(
 0 7/ )4 	 0 6/ )3 	 0 2/ )2 	 0 1/ )1

30m روی یک 60 - s/ قطار A به طول150m با تندی ثابت
 200mطول به   B قطار  است.  حرکت  حال  در  مستقیم  ریل 
روی ریل مستقیم مجاور ساکن است. مطابق شکل روبه‌رو، در

2 به سمت قطار A شروع به  2m s/ 4 می‌رسد، قطار ‌B با شتابی به بزرگی 5/ km لحظه‌ای که فاصلهء ابتدای دو قطار به
40m می‌رساند و با همان سرعت به حرکت خود ادامه می‌دهد. چند ثانیه پس از شروع  s/ حرکت کرده، تندی خود را به

حرکت قطار B، دو قطار به طور کامل از کنار هم عبور می‌کنند؟ )جهت حرکت قطارها مخالف یکدیگر است.(
75 )4 	70 )3 	55 )2 	50 )1
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در شرایط خلأ، گلوله‌ای را از بالای برجی از حال سکون رها می‌کنیم. اگر در نیم‌ثانیهء آخر سقوط، انرژی جنبشی 61 -

  ( / / )g m s== 9 8
2 گلوله 44 درصد افزایش یابد، ‌ارتفاع برج چند متر است؟

 88/2 )4 	78/4 )3 	44/1 )2 	39/2 )1
2 پس از رهاشدن گلولهء دوم، فاصلهء 62 - 5/ s در شرایط خلأ، دو گلوله به فاصلهء زمانی t از یک نقطه رها می‌شوند. اگر 

 ( / )g m s== 10
2 70m برسد، t چند ثانیه است؟ دو گلوله به

 4/5 )4 	 3 )3 	 2 )2 	 1/5 )1
F2 وارد می‌شود. با حذف نیرویF1، اندازهء شتاب جسم 20 درصد63 -  به جسمی، تنها دو نیروی عمود بر هم به اندازه‌هایF1 و

F کدام است؟
F
1

2

کاهش می‌یابد. نسبت
3

4
)4 	4

3
)3 	4

5
)2 	5

4
)1

25 مطابق شکل زیر درون یک ناوهء بدون اصطکاک قرار دارد. اگر نیرویی که کره به دیوارهء )1( 64 - kg کرهء همگنی به جرم

 باشد، اندازهء نیرویی که کره به دیوارهء )2( وارد می‌کند، چند نیوتون است؟
  

F N i N j== -- ++ --( ) ( )120 160 وارد می‌کند برابر

 ( / )g N kg== 10

160 )2 		 90 )1
150 )4 		 200 )3

 ماهواره‌ای در فاصلهء h از سطح زمین قرار دارد. اگر فاصلهء ماهواره از سطح زمین 3 برابر شود، نیروی وزن آن 75 درصد65 -

کاهش می‌یابد. h چند برابر شعاع زمین است؟
4 )4 	1

2
)3 	2 )2 	1 )1

2 را در راستای قائم به سمت بالا پرتاب می‌کنیم. اگر اندازهء شتاب گلوله در یک ارتفاع معین، 66 - kg گلوله‌ای به جرم

 ( / )g m s== 10
2 16 و a باشد، کدام مورد دربارهء a درست است؟ 2m s/ در مسیر رفت و مسیر برگشت به ترتیب

 a m s= 4
2/ )2 		  a m s< 4

2/ )1
 a m s>10 2/ )4 	 4 10

2 2m s a m s/ /< < )3

با 67 - از سقف یک آسانسور آویزان است. وقتی آسانسور   400N m/ با ثابت 4 توسط یک فنر  kg به جرم جسمی 
2 به صورت تندشونده به سمت پایین حرکت می‌کند، طول فنر به1 و وقتی آسانسور با شتابی 

2m s/ شتابی به بزرگی
برحسب    1 2-- می‌رسد.  2 به فنر  طول  می‌کند،  پایین حرکت  به سمت  کندشونده  به صورت   3

2m s/ بزرگی به 
 ( / )g N kg== 10 سانتی‌متر کدام است؟

 -5 )4 	5 )3 	 -1 )2 	1 )1
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با ضریب اصطکاک 68 - 3 روی یک سطح افقی  kg در شکل روبه‌رو، جسمی به جرم

نیرویی که  اندازهء  F نصف شود،  نیروی  اندازهء  اگر  جنبشی ثابت در حال حرکت است. 

سطح به جسم وارد می‌کند چند برابر شده و زاویهء بین این نیرو و سطح افقی چگونه 

 ( / )g N kg== 10 تغییر می‌کند؟

، تغییر نمی‌کند. 4
5

)4 ، کاهش می‌یابد.	 4
5

)3 ، تغییر نمی‌کند.	 2
5

)2 ، کاهش می‌یابد.	 2
5

)1

0 است. اندازهء نیروی F برحسب 69 - 8/ در شکل زیر، جسم ساکن و ضریب اصطکاک ایستایی بین جسم و دیواره برابر
نیوتون با چه تعداد از مقادیر زیر نمی‌تواند برابر باشد؟ 

ت( �80 پ( 76	 ب( 31	 الف( 24	

1 )4 	2 )3 	3 )2 	4 )1

- 70 
 

F N inet == --( )4  در حال حرکت است. نیروی خالص و ثابت


v m s i== ( / )5 20 با سرعت ثابت kg جسمی به جرم
به مدت چند ثانیه بر جسم اثر کند تا اندازهء تکانهء آن دو برابر شود؟

75 )4 	50 )3 	25 )2 	100 )1

- 71 0 8/ 5 روی یک سطح افقی به ضریب اصطکاک ایستایی kg جسمی به جرم
 به جسم 



F0 ساکن است. از مبدأ زمان نیروی افقی 6/ و ضریب اصطکاک جنبشی
وارد می‌شود. اگر نمودار اندازهء این نیرو برحسب زمان به شکل مقابل باشد، در لحظهء

 ( / )g N kg== 10 t اندازهء تکانهء جسم در SI چند واحد است؟ s== 10

100 )4 	30 )3 	90 )2 	250 )1

t2 چتر 72 - t1 به تندی حدی خود می‌رسد، سپس در لحظهء چتربازی در مبدأ زمان از یک بلندی رها شده و در لحظهء

t3 به تندی حدی در وضعیتی که چترش باز است می‌رسد. چه تعداد از عبارت‌های زیر دربارهء این  را باز کرده و در لحظهء

چترباز درست است؟

t3 اندازهء نیروی مقاومت هوای وارد بر چترباز در حال افزایش است. t2 تا الف( در بازهء زمانی

t2 برابر است. t3 با اندازهء این نیرو در بازهء زمانیt1 تا ب( اندازهء نیروی مقاومت هوای وارد بر چترباز بعد از لحظهء

t1 رو به پایین و اندازهء آن در حال کاهش است. پ( شتاب چترباز در بازهء زمانی صفر تا

t3 کندشونده است. t2 تا t1 تندشونده و در بازهء زمانی ت( حرکت چترباز در بازهء زمانی صفر تا

1 )4 	2 )3 	3 )2 	4 )1
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1200 می‌‌چرخد. اگر 73 - rpmمطابق شکل زیر، ذره‌ای روی مسیری دایره‌ای‌شکل و در جهت نشان داده‌ شده با آهنگ

  ( )pp2
10== v باشد، بردار شتاب آن در این نقطه کدام است؟ m s i

 

== ( / )4pp ،A بردار سرعت ذره در نقطهء

 ( / )400
2m s i


)1

( / )-400 2m s j


)2

( / )1600
2m s i


)3

 ( / )-1600 2m s j


)4

اگر جرم ماهوارهء A، 4 برابر جرم ماهوارهء ‌B و دورهء تناوب ماهوارهء B، 8 برابر دورهء تناوب ماهوارهء A باشد، اندازهء تکانهء 74 -

ماهوارهء A چند برابر اندازهء تکانهء ماهوارهء B است؟ )ماهواره‌های A و B در مدارهای ثابتی در حال چرخیدن به دور کرهء زمین‌اند.(

 1
2

)4 	2 )3 	 1
8

)2 	8 )1

2 روی سطح افقی بدون اصطکاکی،‌ در یک مسیر 75 - m در شکل زیر، شخص یک چهارچرخه را توسط طنابی به طول

25 باشد، انرژی جنبشی چهارچرخه چند ژول است؟  Nدایره‌ای به طور یکنواخت می‌چرخاند. اگر نیروی کشش طناب

 25 )2 		  12 5/ )1
�100 )4 		 50 )3

نوسانگر هماهنگ ساده‌ای روی محور x و حول مبدأ در حال نوسان است. کدام‌یک از عبارت‌های زیر دربارهء این 76 -
نوسانگر درست است؟

الف( در لحظه‌ای که جهت نیروی خالص وارد بر نوسانگر تغییر می‌کند، اندازهء تکانهء آن بیشینه است.
ب( در بازهء زمانی‌ای که انرژی پتانسیل کشسانی نوسانگر در حال افزایش است، اندازهء شتاب آن کاهش می‌یابد.

پ( هنگامی که نوسانگر در حال د‌ور شدن از نقطهء تعادل است، انرژی جنبشی آن کاهش می‌یابد.
ت( در لحظه‌ای که اندازهء تکانهء نوسانگر بیشینه است، جهت حرکت نوسانگر تغییر می‌کند.

4( پ و ت 3( ب و ت	 2( الف و پ	 1( الف و ب	

در مدت‌زمان معینی، آونگ‌های A و B به ترتیب 36 و 60 نوسان کامل انجام می‌دهند. به ترتیب از راست به چپ، 77 -

بسامد و طول آونگ A چند برابر بسامد و طول آونگ B است؟ 

 9
25

، 5
3

)4 	 25
9

، 3
5

)3 	 3
5

، 5
3

)2 	 5
3

، 3
5

)1

A i
�

j
�
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نمودار مکان ـ زمان نوسانگر هماهنگ ساده‌ای به شکل مقابل است. 78 -

t1 برحسب ثانیه کدام است؟ لحظهء
 0 08/ )2 		  0 04/ )1

x(cm)

t(s)
t
1

A

A�
2

0&3
0

� 0 12/ )4 		  0 06/ )3

نوسانگر هماهنگ ساده‌ای روی محور x و حول مبدأ )نقطۀ تعادل( با دامنهء A نوسان می‌کند. نوسانگر در لحظه‌ای در خلاف 79 -

 DDt x می‌گذرد. اگر کمینهء A2

3

2
== -- DDt در جهت محور x از مکان x عبور کرده و بعد از مدت A

1 2
==  جهت محور x از مکان

1 باشد، حداقل چند ثانیه طول می‌کشد تا نوسانگر از مبدأ به نقطهء بازگشت برسد؟  5/ s برابر

3 )2 		  1/5 )1
1/8 )4 		  0/9 )3

5 حرکت هماهنگ ساده انجام می‌دهد. این نوسانگر در هر دقیقه 80 - cm نوسانگری روی محور x و حول مبدأ با دامنهء

x عبور کرده و انرژی پتانسیل کشسانی  cm1 3== ++ t1 نوسانگر از مکان 30 بار پاره‌خط نوسان را طی می‌کند. در لحظهء

تندی  و  متوسط  بزرگی سرعت  ترتیب  به  ثانیه(  )برحسب   t t2 1 2== ++ تا  t1 زمانی بازهء  در  افزایش است.  آن در حال 

متوسط نوسانگر چند سانتی‌متر بر ثانیه هستند؟

10 ،3 )4 	5 ،3 )3 2( صفر، 10	 1( صفر، 5	

x و پس از 81 - A
1 2

== t1 به صورت کندشونده از مکان دامنهء نوسانگر هماهنگ ساده‌ای برابر A است. نوسانگر در لحظهء

x عبور می‌کند. تندی متوسط نوسانگر در بازهء  A
2 2== -- t2 به صورت تندشونده از مکان یک بار عبور از مبدأ، در لحظهء

t2 چند برابر تندی بیشینهء آن در این مدت است؟ )نوسانگر بر روی محور x و حول مبدأ، نوسان می‌کند.( زمانیt1 تا

 3
p

)4 	 2
p

)3 	 9

4p
)2 	 9

5p
)1

180N متصل است و روی سطح افقی بدون اصطکاکی قرار دارد. اگر فنر 82 - m/ 2 به فنری با ثابت kg وزنه‌ای به جرم

ثانیه‌ای  1
9
8 کشیده و رها کنیم وزنه به نوسان درمی‌آید. کم‌ترین مسافتی که این وزنه در یک بازهء زمانی دلخواه cm را

 ( , / , / )pp2
10 3 1 7 2 1 4==   طی می‌کند، چند سانتی‌متر است؟

 2 4/ )2 		  4 8/ )1
8 )4 		 4 )3
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- 83،N تا نقطهء M حرکت می‌کند. در جابه‌جایی نوسانگر از نقطهء O حول نقطهء x در شکل زیر، نوسانگر ساده‌ای روی محور 
 انرژی پتانسیل نوسانگر 80 درصد کاهش و انرژی جنبشی آن 40 درصد افزایش می‌یابد. تندی نوسانگر در نقطهء M چند برابر

xتندی بیشینهء آن است؟ 
MA� A�O N

 2

3
)4 	 p

3 )3 	 2
2 )2 	 3

3 )1

انرژی نوسانگر ساده‌ای برحسب مکان به شکل مقابل است. 84 - نمودار تغییرات 
برابر هستند، تندی  نوسانگر  پتانسیل  انرژی  و  انرژی جنبشی  اگر در لحظه‌ای که 
4 باشد، حداقل زمان لازم برای آن‌که انرژی جنبشی نوسانگر  2pp cm s/ نوسانگر

40mJ برسد، چند ثانیه است؟� از صفر به

1 )4 	 1
2

)3 	 1
4

)2 	 1
8

)1

1 و85 - 6/ m ،1 2/ m ،0 8/ m ،0 4/ m از: طول تعدادی آونگ ساده که از یک میلهء افقی آویزان هستند، عبارت‌اند 

4 نوسان‌هایی افقی انجام دهد، برای چه تعداد از  rad s/ 2 تا rad s/ 2. اگر میله با بسامد زاویه‌ای در گسترهء 4/ m

  ( / )g N kg== 10 آونگ‌ها تشدید رخ می‌دهد؟

1 )4 	2 )3 	3 )2 	4 )1
- 86،A است. اگر نیروی کشش طناب B 28 درصد کم‌تر از طول طناب ،A برابر و طول طناب B و A جرم دو طناب 

2 برابر نیروی کشش طناب B باشد، مدتی که طول می‌کشد تا موج عرضی طول طناب A را طی کند، چند برابر مدتی 
است که موج عرضی طول طناب B را طی می‌کند؟ 

 3
5

)4 	 5
3

)3 	 3
10

)2 	 10
3

)1

در یک تشت موج، یک گوی با حرکت هماهنگ ساده در هر دقیقه 80 نوسان 87 -
عمود بر سطح آب انجام می‌دهد. شکل مقابل تصویری از امواج دایره‌ای تشکیل‌شده 
در سطح آب این تشت موج را در یک لحظه نشان می‌دهد. اگر تندی انتشار این موج
0 باشد، فاصلهء دو نقطهء A و B چند سانتی‌متر است؟ )دایره‌های ممتد جبهه‌های  4/ /m s

موج برآمده و دایره‌های خط‌چین جبهه‌های موج فرورفتهء سطح آب را نشان می‌‌دهد.( 

90 )4 	60 )3 	45 )2 	22/5 )1
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ءءآزمون چهارم حضوری - دفترچه شماره 2کیزیف

- 88 v m s i
 

== ( / )2 شکل روبه‌رو تصویر لحظه‌ای موج سینوسی را که با سرعت
از  کدام‌یک  می‌دهد.  نشان  زمان  مبدأ  در  است،  شده  منتشر  طنابی  در 

عبارت‌های زیر دربارهء نقاط C، B، A و D از طناب درست است؟ 

) است.  / / )0 12m s j


الف( سرعت متوسط ذرهء A در ثانیهء اول برابر

) است. / / )--0 6
2ppm s j


ب( شتاب متوسط ذرهء B در ثانیهء اول برابر

1 است. � 2/ /m s پ( تندی متوسط ذرهء C در نیم‌ثانیهء اول برابر

0 تندشونده است.  7/ sمجموعاً به مدت D 1 ثانیهء اول، حرکت ذرهء 5/ ت( در

4( پ و ت 3( ب و ت	 2( الف و پ	 1( الف و ب	

t1 نشان می‌دهد. اگر 89 - شکل روبه‌رو تصویر لحظه‌ای موج سینوسی را در لحظهء

 t t s2 1 0 6== ++ / ) باشد، تصویر موج در لحظهء / / )--2 5 m s i


سرعت انتشار موج

به کدام شکل است؟  

 )2 	  )1

y

x(m)
2&5  )4 	  )3

تصویر یک موج الکترومغناطیسی که در خلأ منتشر می‌شود در لحظه‌ای معین به شکل زیر است. بسامد این موج 90 -

3 است.(  10
8´́ m s/ چند هرتز و جهت انتشار آن کدام است؟ )تندی انتشار موج الکترومغناطیسی در خلأ

 x 1، در جهت محور 25 10
13/ ´ )1

x 1، در خلاف جهت محور 25 10
13/ ´ )2

x 2، در جهت محور 5 10
13/ ´ )3

�x 2، در خلاف جهت محور 5 10
13/ ´ )4
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محل انجام محاسبات

ءءآزمون چهارم حضوری - دفترچه شماره 2یمیش

داوطلب گرامی، در این آزمون، در درس شیمی، زوج‌درس نداریم و تمام سؤال‌ها از مباحث نیم‌سال اول پایه دوازدهم طرح 
شده است؛ بنابراین پاسخ‌گویی به تمام سوالات این درس اجباری است.

شیمی دوازدهم: شیمی )3(: صفحه‌های 1 تا 64
عسـل حـاوی قنـدی به نـام گلـوکز است. بـا توجه به ساخـتار این ترکیب، کدام مطلـب دربارهء آن نـادرست است؟91 -

( , , , : . )O N C H g mol== == == == --
16 14 12 1

1

2 برابر شمار این گروه‌ها در ساختار اتیلن گلیکول است. 5/ 1( شمار گروه‌های هیدروکسیل در آن، 
2( همانند اتانول، توانایی تشکیل پیوند هیدروژنی با مولکول‌های آب را دارد.

3( جرم مولی آن، سه برابر جرم مولی اوره است.
4( شمار پیوندهای اشتراکی در آن با شمار پیوندهای اشتراکی در بنزین برابر است.�

اگر جرم مولی یک صابون مایع حاوی اتم فلزی و با زنجیر هیدروکربنی سیرشده، برابر 322 گرم بر مول باشد، مجموع عدد اکسایش 92 -

  ( , , , , : . )K Na O C H g mol== == == == == --
39 23 16 12 1

1 اتم‌های کربن در اسید چرب سازندهء این صابون کدام است؟

 -33 )2 		  -35 )1
 -30)4 		  -32 )3

چند مورد از مطالب زیر، دربارهء سوسپانسیون‌ها درست است؟93 -

y.همانند کلوئیدها، ناپایدارند و با گذشت زمان، ذرات سازندهء آن‌ها ته‌نشین می‌شوند 

y.آب گل‌آلود و سس مایونز، نمونه‌هایی از این مخلوط‌ها هستند 

y.برخلاف محلول‌ها، مسیر عبور نور از میان آن‌ها قابل دیدن است 

y.رفتار آن‌ها را می‌توان رفتاری بین محلول‌ها و کلوئیدها در نظر گرفت 

4( چهار 3( سه	 ۲( دو	 1( یک	
12 است. اگر 18 گرم از این 94 - 8/ درصد جرمی اکسیژن در نوعی صابون جامد با زنجیر هیدروکربنی سیرشده برابر

) که غلظت یون‌های منیزیم و کلسیم در آن برحسب ppm با هم برابر است،  . )d g mL== --1 1 صابون به 2 لیتر آب سخت
اضافه شود، تنها 20 درصد از صابون خاصیت پاک‌کنندگی خود را حفظ می‌کند. غلظت یون کلسیم در این نمونه آب، 

 ( , , , , , : . )Ca Mg Na O C H g mol== == == == == == --
40 24 23 16 12 1

1 چند ppm است؟
 RCOONa aq X aq RCOO X s Na aq X Ca Mg( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( : , )++ ®® ++++ ++2

2 )معادله موازنه شود.( �

261 )2 		 621 )1

216 )4 		 612 )3
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ءءآزمون چهارم حضوری - دفترچه شماره 2یمیش

با توجه به ساختار پاک‌کنندهء داده‌شده )ترکیب A(، کدام مقایسه درست است؟ 95 -
A ترکیب = 1( شمار جفت‌الکترون‌های ناپیوندی: گوگرد تری‌اکسید

2( نسبت شمار اتم‌های هیدروژن به کربن: ترکیب A > وازلین
A 3( عدد اکسایش گوگرد: هیدروژن سولفید < ترکیب
4( خاصیت خورندگی: ترکیب A < سدیم هیدروکسید

کدام مطلب درست است؟ 96 -
pH )1 محلول‌هایی به حجم یکسان از لیتیم اکسید و کلسیم اکسید که از انحلال مول‌های برابری از این دو ماده در 

آب به دست آمده، با هم برابر است.
2( در مقایسهء دو محلول، محلولی اسیدی‌تر است که جرم یون هیدرونیوم در آن بیشتر باشد.

0 مول دی‌نیتروژن پنتااکسید در آب، 2 یون تولید می‌شود. 5/ 0 مول آهک همانند انحلال 5/ ۳( با انحلال
4( با انحلال گاز گوگرد تری‌اکسید همانند انحلال کربن دی‌اکسید در آب، یک اسید قوی حاصل می‌شود.

با توجه به نمودارهای داده‌شده که غلظت نسبی گونه‌ها در محلول دو اسید را پیش و پس از یونش نشان می‌دهند، 97 -
کدام موارد از مطالب زیر درست است؟

الف( در دمای یکسان، ثابت یونش اسید HA از سولفوریک اسید کم‌تر و از هیدروبرمیک اسید بیشتر است. 
ب( در دما و غلظت یکسان، رسانایی الکتریکی محلول هر دو اسید از رسانایی الکتریکی محلول شکر در آب بیشتر است.
0 مولار سدیم هیدروکسید، کم‌تر از 12 واحد است. 1/ 0 مولار HA و 1/ پ( در دمای اتاق، تفاوت pH محلول‌های

ت( اگر حجم و غلظت دو محلول برابر باشد، با افزودن مقدار یکسانی آب خالص به آن‌ها، pH محلول‌ها به یک میزان 
افزایش می‌یابد.

4( ب ـ ت 3( الف ـ پ	 2( ب ـ پ	 1( الف ـ ت	

0 مولار اسید ضعیف HA، نسبت شمار مولکول‌های یونیده‌نشدهء HA به شمار یون‌های حاصل از 98 - 1/ اگر در محلول

19 باشد، درصد یونش اسید در محلول و ثابت یونش آن به ترتیب کدام است؟ 5/ یونش برابر با

 2 5 10
4/ ´ - 2( 5 ـ 		  6 25 10

5/ ´ - 2 ـ 5/ )1

 2 5 10
4/ ´ - 2 ـ 5/ )4 		  6 25 10

5/ ´ - 3( 5 ـ

)A ترکیب(
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- 99 25 Cبا توجه به نمودار داده‌شده که غلظت یون‌های هیدرونیوم و هیدروکسید را در دو محلول آبی در دمای

نشان می‌دهد، چند مورد از مطالب زیر درست است؟

y.است Y از نظر خاصیت اسیدی و بازی، آب گازدار مانند محلول 

y.برقرار است pH a-- ==log  در محلول X، رابطهء14

y.0 مولار سولفوریک اسید باشد 01/  محلول X می‌تواند محلول

y�.آب خالص است pH دو محلول، دو برابر pH مجموع 

2( سه 		 1( یک

4( دو 		 3( چهار

۲۰۰ میلی‌لیتر محلول حاوی دو اسیدHNO3 و HBr موجود است. اگر غلظت مولی دو اسید در محلول یکسان و 10 -0

0 واحد تغییر می‌کند؟ )از  4/ 0 مولار باشد، با افزودن چند مولHNO3 به محلول، pH نسبت به حالت آغازی 1/ برابر

تغییر حجم محلول در اثر اضافه‌شدنHNO3 صرف‌ نظر کنید.(

  0 04/ )2 		  0 03/ )1

 0 08/ )4 		  0 06/ )3

0 مولار اسید ضعیف HA برابر باشد، ثابت یونش 10 -1 02/ 0 مولار اسید قوی HX با pH محلول 001/ اگر pH محلول

اسید HA کدام است؟

 5 10
6´ - )2 		  2 5 10

6/ ´ - )1

 2 5 10
5/ ´ - )4 		  5 10

5´ - )3

برابر10 -2  ،25Cدمای در  هیدروکسید،  باریم  از  محلولی  در  هیدرونیوم  به  هیدروکسید  یون  مولی  غلظت  نسبت 

6 گرم بر لیتر نیتریک  3/ 6 است. pH این محلول کدام است و ۲۰۰ میلی‌لیتر از آن با چند میلی‌لیتر محلول 25 10
10/ ´́

 ( , , : . )O N H g mol== == == --
16 14 1

1 اسید به طور کامل واکنش می‌دهد؟

12 ـ 100 4/ )2 		 12 ـ 100 7/ )1

12 ـ 50  7/ )4 	 12 ـ 50	 4/ )3
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ءءآزمون چهارم حضوری - دفترچه شماره 2یمیش

1 باشد، کدام مطلب درست است؟10 -3 6/ pH برابر == 11 اگر در دمای اتاق، درصد یونش آمونیاک در محلولی از آن با

0 مول آمونیاک حل شده است. 5/ 1( در 4 لیتر از این محلول،
1 است. 6 10

4/ ´ - 2( ثابت یونش آمونیاک در دمای اتاق برابر با
0 مولار اتانوئیک اسید به طور کامل واکنش می‌دهد. 3( دو لیتر از این محلول با 5 لیتر محلول025/

10 است. 7/ 0 مولار آمونیاک در دمای اتاق برابر با 25/ pH )4 محلول

با توجه به شکل داده‌شده که نمای ذره‌ای از واکنش جوش‌شیرین با محلول هیدروکلریک اسید را نشان می‌دهد، کدام 10 -4

موارد از مطالب زیر نادرست است؟ 

الف( در دمایpH ،25C محلول A همانند pH مخلوط آب و صابون، بزرگ‌تر از 7 است.

ب( محلول E یک محلول خنثی است و در آن، یون هیدرونیوم یا هیدروکسید وجود ندارد.

پ( عدد اکسایش کربن در مواد A و D با هم برابر است.

pH نیاز است. == ت( برای تولید 56 میلی‌لیتر گاز D در شرایط STP، به 50 میلی‌لیتر محلول X با1

1( ب ـ ت
2( الف ـ ب ـ پ

3( الف ـ ت
4( ب ـ پ ـ ت

pH به طور کامل واکنش می‌دهد. فرمول مولکولی 10 -5 == 48 گرم از یک اسید چرب با 200 میلی‌لیتر محلول سدیم هیدروکسید با14

 ( , , , : . )Na O C H g mol== == == == --
23 16 12 1

1 این اسید چرب کدام است و طی این فرایند، چند گرم صابون تولید می‌شود؟

 RCOOH s NaOH aq RCOONa aq H O l( ) ( ) ( ) ( )++ ®® ++ 2 �

 53 2/ ،C H O
15 28 2

)2 		  52 4/ ،C H O
15 28 2

)1

 52 4/ ،C H O
15 30 2

)4 		  53 2/ ،C H O
15 30 2

)3

A(aq)

+

X(aq)

D(g)

+

E(aq)

+

2H O(l)
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ءءآزمون چهارم حضوری - دفترچه شماره 2یمیش

چند مورد از مطالب زیر، درست است؟10 -6

y.درون معده یک محیط بسیار اسیدی است و حتی می‌تواند فلزهایی مانند مس را در خود حل کند 

y اگر به ۱۰ میلی‌لیتر از محلول هیدرویدیک اسید ۸۰ میلی‌لیتر آب اضافه شود، غلظت یون هیدرونیوم در محلول 

به یک‌سوم مقدار اولیهء خود می‌رسد.

y ،در فرایند یونش نیترو اسید در آب، پس از مدتی میان مولکول‌های یونش‌نیافتهء اسید و یون‌های حاصل از یونش 

تعادل برقرار می‌شود. 

y.شیر منیزی به شکل سوسپانسیون مصرف می‌شود و مادهء اصلی موجود در آن آلومینیم هیدروکسید است 

۲( دو 		 1( یک

۴( چهار  		 ۳( سه

مطابق شکل‌های داده‌شده، در یک آزمایش، تیغهء آلومینیمی درون محلول مس )II( سولفات قرار داده می‌شود 10 -7

و در آزمایشی دیگر، با استفاده از الکترودهای آلومینیم و مس یک سلول گالوانی ساخته می‌شود. چند مورد از مطالب 

 ( . )Al g mol== --
27

1 زیر، درست است؟

y .2 گرم کاهش می‌یابد 7/ 0 مول الکترون، جرم تیغهء آلومینیمی 3/  در هر دو آزمایش، با مبادلهء

y .سولفات افزوده می‌شود )II( با گذشت زمان به شدت رنگ آبی محلول مس ،)در آزمایش )ب 

y.در هر دو آزمایش، اتم‌های آلومینیم نقش کاهنده و اتم‌های مس، نقش اکسنده را ایفا می‌کنند 

y.ضمن انجام واکنش، قرینهء یکدیگر است ،)II( شیب تغییرات غلظت یون‌های آلومینیم و مس ،)در آزمایش )الف 

2( یک 		 1( صفر
4( سه 		 3( دو
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ءءآزمون چهارم حضوری - دفترچه شماره 2یمیش

با توجه به جدول داده‌شده، کدام موارد از مطالب زیر درست است؟10 -8

 E V ( نیم‌واکنش کاهش(

 ++1 33/ A aq e A s++ --++ ®®( ) ( )

 ++0 87/ B aq e B s2 2++ --++ ®®( ) ( )

 --0 12/ C aq e C aq3 2++ -- ++++ ®®( ) ( )

 --1 59/ D aq e D s3 3++ --++ ®®( ) ( )

++C2 را اکسید کنند.  الف( گونه‌های B و A می‌توانند

) برابر 5 است. / )C C3 2++ ++ ) و / )B B2++ ب( مجموع ضرایب کاتیون‌ها در معادلهء موازنه‌شدهء واکنش بین نیم‌سلول‌های

پ( محلول هیدروکلریک اسید را می‌توان در ظرفی از جنس فلزهای A و B نگه‌داری کرد.

++D3، دمای محلول افزایش می‌یابد. ت( با قراردادن تیغه‌ای از جنس B درون محلولی از نمک

4( ب ـ ت 3( الف ـ پ	 2( ب ـ پ	 1( الف ـ ت	

نـمودار داده‌شده پـتـانسـیل کـاهـشی استـانـدارد چـنـد نیـم‌سلول را نـشان می‌دهـد. اگـر emf سلـولی 10 -9

 emf ،2 ولت باشد 26/ 3 در آن رخ می‌دهـد بـرابـر با 2 3 2
3 2M s Au aq M aq Au s( ) ( ) ( ) ( )++ ®® ++++ ++ که واکـنش

سلول گالوانی حاصل از الکترودهای M و نقره، چند ولت است؟

 0 04/ )1

 1 24/ )2

 1 56/ )3

 1 61/ )4

جرم اولیهء هر یک از الکترودها در سلول گالوانی استاندارد مس- نقره برابر 5/2 گرم است. اگر پس از مدتی ۴۰ درصد از 11 -0

250mL در  جرم تیغهء آندی خورده شود، غلظت کاتیون در نیم‌سلول کاتدی به چند مولار می‌رسد؟ )حجم اولیهء الکترولیت را

 )Ag Cu g mol== == --
108 64

1, : . نظر بگیرید؛

 0 26/ )2 		  0 185/ )1

  0 74/ )4 		  0 65/ )3
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16 صفحه

محل انجام محاسبات

ءءآزمون چهارم حضوری - دفترچه شماره 2یمیش

با توجه به شکل داده‌شده که مربوط به نوعی سلول سوختی 11 -1

هیدروژن ـ اکسیژن است، چند مورد از مطالب زیر درست است؟

 ( , , : . )O C H g mol== == == --
16 12 1

1

y به ترتیب مربوط به آند و کاتد هستند که شامل کاتالیزگرند c و b 

تا به نیم‌واکنش‌های اکسایش و کاهش سرعت ببخشند. 

y در این سلول سوختی، همهء فراورده‌های حاصل از نیم‌واکنش 

آندی به سمت تیغهء کاتد حرکت می‌کنند.

y.در صورت جایگزینی گاز هیدروژن با گاز متان، مقدار گاز اکسیژن مورد نیاز برای اکسایش هر گرم سوخت، کاهش می‌یابد 

y.نیم‌واکنش کاهش در این سلول، مانند نیم‌واکنش کاهش آب در سلول برقکافت آن است 

4( چهار 3( سه	 2( دو	 1( یک	

2- 11 ( , , : . )C N O g mol== == == --
12 14 16

1 با توجه به واکنش‌های زیر، کدام مطلب درست است؟

I( Cu s HNO aq H O l Cu NO aq NO g( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )++ ®® ++ ++3 2 3 2   �

)معادلهء واکنش‌ها موازنه شوند.(
II( CH OH l H O l CO g H aq e3 2 2( ) ( ) ( ) ( )++ ®® ++ ++++ -- �

1( با انجام هر دو واکنش، pH محیط کاهش می‌یابد.

2( براساس معادلهء موازنه‌شدهء واکنش )I(، عدد اکسایش 25 درصد از اتم‌های نیتروژن طی واکنش تغییری نکرده است.

3( تغییر عدد اکسایش هر اتم کربن در واکنش )II(، با تغییر عدد اکسایش هر اتم مس در واکنش )I(، برابر است.

4( به ازای شمار الکترون‌های برابر، جرم گاز تولیدشده در واکنش )I( بیشتر از )II( است.

کدام مطلب نادرست است؟11 -3

1( در همهء سلول‌های الکتروشیمیایی، الکترودی که در آن فرایند اکسایش رخ می‌دهد، آند نامیده می‌شود.

2( در سلول‌های الکترولیتی، قطب مثبت محل انجام نیم‌واکنش اکسایش است.

3( در همهء سلول‌های الکتروشیمیایی، الکترون‌ها در مدار بیرونی از قطب منفی به قطب مثبت جریان می‌یابند.

4( در سلول‌های گالوانی، آنیون‌ها با عبور از دیوارهء متخلخل به سمت آند می‌روند.
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محل انجام محاسبات

ءءآزمون چهارم حضوری - دفترچه شماره 2یمیش

4 الکترون از مدار، 11 -4 515 10
24/ ´́ حجم گاز تولیدشده در قطب مثبت سلول الکترولیتی برقکافت آب، به ازای عبور

در شرایط STP چند لیتر است؟

67 2/ )4 	42 )3 	33 6/ )2 	21)1

در دو سلول جداگانه، مقدار معینی سدیم کلرید مذاب و مقدار معینی منیزیم کلرید مذاب برقکافت می‌شوند. اگر 11 -5

از این دو سلول در مجموع ۵ مول الکترون عبور کند و جرم فراوردهء کاتدی سلول سدیم کلرید، ۴۵ گرم بیشتر از جرم 

فراوردهء کاتدی سلول منیزیم کلرید باشد، جرم سدیم کلرید اولیه چند گرم بوده است؟

 ( / , , : . )Cl Mg Na g mol== == == --
35 5 24 23

1 �

95 )4 	 58 5/ )3 	 142 5/ )2 	 175 5/ )1

کدام موارد از مطالب زیر، درست است؟11 -6

الف( فلز آلومینیم برخلاف آهن، در برابر اکسایش مقاوم است، به همین دلیل برای ساخت وسایل گوناگونی از آن 

استفاده می‌شود.

در  مولکول‌ها  این  اکسندگی  قدرت  از  بیشتر   pH << 7 با محیطی  در  اکسیژن  مولکول‌های  اکسندگی  قدرت  ب( 

pH است. == 7 محیطی با

پ( فلز سدیم یک کاهندهء قوی است و در طبیعت به حالت آزاد یافت نمی‌شود.

ت( سالانه حدود 2 درصد از آهن تولیدی در جهان، برای جایگزینی قطعه‌های خورده‌شده مصرف می‌شود.

4( الف ـ ب ـ ت 3( پ ـ ت	 2( الف ـ ب ـ پ	 1( ب ـ پ	

شکل زیر مربوط به ورقه‌ای آهنی است که با لایهء نازکی از فلز M پوشانده شده است. با توجه به شکل، کدام مطلب 11 -7

درست است؟

1( در سلول گالوانی تشکیل‌شده در محل خراش، آهن نقش کاتد را دارد و کاهش می‌یابد.

2( شکل داده‌شده می‌تواند مربوط به حلبی باشد که در ساخت قوطی کنسرو و 

روغن نباتی کاربرد دارد. 

+Cu2 بیشتر است. +Fe2 و +M2 از کاتیون‌های 3( قدرت اکسندگی

+M2 در قطرهء آب، هم‌سو با جهت حرکت الکترون‌ها در ورقهء آهنی است.  4( جهت حرکت کاتیون‌های
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محل انجام محاسبات

ءءآزمون چهارم حضوری - دفترچه شماره 2یمیش

با توجه به معادلهء کلی واکنش مربوط به خوردگی آهن در محیط مرطوب )واکنش )I(( و تولید آلومینیم به روش 11 -8

هال )واکنش )II((، چند مورد از مطالب زیر درست است؟

y.براساس معادلهء موازنه‌شده، شمار الکترون‌های مبادله‌شده در دو واکنش برابر است 

y.فقط به 7 درصد از انرژی لازم برای تهیهء همان تعداد قوطی از قوطی‌های کهنه نیاز دارد ،)II( تولید آلومینیم مطابق واکنش 

y معادلهء در  واکنش‌دهنده‌ها  ضرایب  مجموع  برابر   2 6/ ،)I( واکنش  معادلهء  در  واکنش‌دهنده‌ها  ضرایب  مجموع   

واکنش )II( است.

y این در  کربن  1 مول  و  آهن  مول   1 ازای مصرف  به   )II( به   )I( واکنش  در  مبادله‌شده  الکترون‌های  نسبت شمار   

4 است.
3
واکنش‌ها، برابر

y.بیشتر است )II( هر دو واکنش به طور طبیعی انجام می‌شوند اما بازده واکنش 

4( پنج 3( چهار	 2( سه	 1( دو	

کدام مطلب نادرست است؟ 11 -9

MnO4 تشکیل دهد.
- ) با بالاترین عدد اکسایش خود، می‌تواند یون چنداتمی با فرمول )

25
Mn 1( فلز منگنز

2( نقش کلسیم کلرید استفاده‌شده در برقکافت سدیم کلرید مذاب، کاهش نقطهء ذوب سدیم کلرید و کاهش هزینه‌های 
اقتصادی این روش است.

3( عدد اکسایش کربن در فورمیک اسید و هیدروسیانیک اسید با هم برابر است.
2+ است. OF2 برابر با 4( عدد اکسایش عنصر اکسنده‌تر در ترکیب

نیم‌واکنش‌های زیر مربوط به یک سلول نور الکتروشیمیایی هستند که برای تهیهء گاز هیدروژن از آب به کار می‌رود. 12 -0

با توجه به این نیم‌واکنش‌ها، کدام موارد از مطالب زیر، درست است؟

 SiO s H aq e Si s H O l E V2 24 4 2 0 84( ) ( ) ( ) ( ) /++ ++ ®® ++ == --++ --  �

 2 2 2 0 832 2H O H g OH aq E V(l) e ( ) ( ) /++ ®® ++ == ---- --  �

الف( emf این سلول برابر با 10 میلی‌ولت است.

ب( نسبت ضریب‌ گونهء اکسنده به کاهنده در معادلهء واکنش کلی این سلول برابر 2 است.

پ( برخلاف emf، بازده و سرعت انجام واکنش در این سلول، زیاد است.

ت( در آند این سلول، عدد اکسایش هر اتم سیلیسیم، 4 واحد کاهش می‌یابد.

4( ب ـ ت 3( الف ـ پ	 2( پ ـ ت	 1( الف ـ ب	
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محل انجام محاسبات

ءءآزمون چهارم حضوری - دفترچه شماره 2یمیش

دوستان عزیز خیلی‌سبز، سلام؛
فایل پاسخ‌نامهء این آزمون را که شامل درس‌نامه، نکات کنکوری، پاسخ تشریحی و ... است، ساعت ۱۴ امروز از 

صفحهء شخصی خودتان در سایت آزمون خیلی‌سبز دریافت کنید.
هم‌چنین شما می‌توانید همین امشب کارنامهء اولیهء آزمونتان را در صفحهء شخصی خود مشاهده بفرمایید.

برای دسترسی به صفحهء شخصی خود وارد سایت آزمون خیلی‌سبز به آدرس: azmoon.kheilisabz.com شوید 
و کدی را که توسط مدرسه و یا نمایندگی‌های آزمون‌های خیلی‌سبز به شما داده شده، در محل مشخص‌شده در 

سایت ثبت بفرمایید.
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دفـترچـه
ویژةپـاسـخ

کنکورى هاى

1402

Azmoon.kheilisabz.com

آزمون چهارم
حضوری

ويراستارانکارشناسان علمی - محتوايیمولف پاسخ‌نامهگزينشگرمسئول درسنام درس

حسین شفیع‌زاده - حسابان
مهرداد کیوان

حسین شفیع‌زاده - 
الما احسانیان - زهرا جالینوسی - علی شهرابی - حمید گلزاریمصطفی دیداریمهرداد کیوان

عادل حسینی - محمدحسین رحیمی

رياضيات ‌گسسته و
سروش موئینیمصطفی دیداریمصطفی دیداریعلیرضا شریف‌خطیبی آمار و احتمال

الما احسانیان - حسین اسدزاده - 
 زهرا جالینوسی - محمدحسین رحیمی -

 مسعود شفیعی - مریم نظری

محسن میراسلامیحمید گلزاریحمید گلزاریحمید گلزاریهندسه
الما احسانیان - زهرا جالینوسی - 

 محمدحسین رحیمی - مسعود شفیعی - 
ندا صالح‌پور - محسن فراهانی

نوید شاهی‌رضا سبزمیدانیفيزيک
محمد باغبان - 

محمدجواد سورچی -
علیرضا گونه

علی ایرانشاهی - 
علیرضا جباری -

علیرضا عبداللهی -
سعید فرهادی

مهدی بابائی - نرجس تیمناک - 
محمدرضا فضلی - 

مریم گلی‌حسن‌لو - احسان محمدی - 
امیر محمودی ‌انزابی

محدثه ملک‌پوریاسر عبداللهییاسر عبداللهیشيمی
احسان عزیزآبادی - 

پارسا فراهانی -
محمدعلی مؤمن‌زاده

زهرا تشریفی - مهسا خاکی - 
معصومه سعیدی - علی طهانی

 مدير آزمون: مهدی هاشمی
سرپرست محتوايی: فاطمه آقاجانپور

طراحاننام درس

حسین شفیع‌زاده - مهرداد کیوانحسابان

مصطفی دیداری - علیرضا شریف‌خطیبی - عطا صادقی - سروش موئینیرياضيات‌گسسته و آمار و احتمال

امیرحسین ابومحبوب - محمدرضا حسینی‌فرد - کیوان صارمی - محسن میراسلامیهندسه

محمد باغبان - محسن توانا - احمد رضوانی - محمدرضا زارع - مجید ساکی - رضا سبزمیدانی - محمدجواد سورچی - فيزيک
نوید شاهی - علیرضا عبداللهی - علیرضا علینقی - علیرضا گونه - احسان محمدی - احمد مصلائی

شيمی
مجتبی ابراهیمی - مهدی براتی - محمدعلی توسلی‌فر - پیمان خواجوی‌مجد - حسن رحمتی‌کوکنده - 

معصومه سعیدی - هاله طاهری‌پور - سروش عبادی - یاسر عبداللهی - پارسا فراهانی

علوم ریاضی و فنی سال تحصیلی 
1401 -1402
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حسابان دوازدهم و پیاۂ مرتبط: حسابان )2(: صفحه‌های 1 تا 70

تست و پاسخ  1 
y تا مبدأ مختصات کدام است؟ f x== ( y است. فاصلهء نقطهء متناظر A روی نمودار تابع( f x== --2 3

2
( )A نقطه‌ای روی نمودار تابع( , )2 1--

2 )2 		 26 )1
  3 2 )4 		 5 )3

پاسخ: گزینه 

 به دست آوردن نقطة متناظر در تابع تبديل‌يافته
 y af bx c d= + +( ) . می‌خواهیم ببینیم این نقطه روی نمودار تابع f x y( )0 0= A روی نمودار تابع f باشد، یعنی x y( , )0 0 فرض کنیم نقطهء

) تبدیل می‌شود. برای این منظور به صورت زیر عمل می‌کنیم: )¢A به کدام نقطهء متناظر

x می‌شود.  x c
b

=
-0 bx قرار می‌دهیم؛ پس c x+ = 0 )1

 y af x d ay d= + = +( )0 0 2( با قراردادن x در تابع تبدیل‌یافته داریم:�

A تبدیل می‌شود. x c
b

ay d( , )0
0

-
+ یعنی نقطهء A به نقطهء

y تبدیل می‌شود، داریم: f x= - - +2 1 2 3( ) ) روی نمودار تابع f به کدام نقطه روی نمودار تابع , )2 1- مثلاً برای این‌که ببینیم

 1 2 2 2 1
1

2

2 2 3 2 1 3 5

1

2
5

- = Þ - = Þ = -

= - + = - - + =

ü
ý
ï

þï
Þ ¢ -

x x x

y f
A

( ) ( )
( , ) �

 f x y( )¢ = ¢0 0 y باشد )مثل این سؤال(، با جای‌گذاری به رابطهء af bx c d= + +( ) ) روی تابع , y )x0 0 برای انجام عملیات برعکس، اگر نقطهء

f قرار دارد. ) روی  , )¢ ¢x y0 0 می‌رسیم؛ پس نقطهء

y است؛ پس مختصات آن در این تابع صدق می‌کند: f x= -2 3
2
( ) )A روی تابع , )2 1-  گام اول: 

 x
y f f f=

=-¾ ®¾¾ - = - Þ - = - Þ =2

1
1 2 3

2

2
3 1 3 1 1( ) ( ) ( ) �

) روی تابع f قرار دارد. , )1 1 پس نقطهء

1 است. 1 2
2 2+ = گام دوم: فاصلهء این نقطه تا مبدأ برابر

تست و پاسخ  2 
] با محور طول‌ها چه مساحتی می‌سازد؟ , ]--4 4 y در بازهء f x== --( | |)4

2
نمودار تابع f مطابق شکل است. نمودار تابع

16 )1
12 )2
8 )3
�6 )4

پاسخ: گزینه 

 سؤال ساده‌ای نیست. اگر از پس این سؤال برآمدید به شما تبریک می‌گوییم، چون روی تبدیل توابع تسلط خوبی دارید.

y را رسم کنید. f x= -( | |)4
2

y و بعد f x= -( )4
2

، بعد y f x= -( )4  اول

( ) ( )x yA A¢ ¢+2 2

محور افقی
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y f k x= -( ) ) يا )k >0 : y f x k= - +( ) رسم تابع
y را رسم می كنيم.) f x k= +( ) ۱) نمودار f را k واحد به چپ می بريم. (به زبان ديگر

y f k x= -( ) y يا f x k= - +( ) ، تابع -x ۲) نمودار به دست آمده را نسبت به محور yها قرينه می كنيم. (اگر به جای x قرار دهيم:
به دست می آيد.) 

( )k >0 : y f x k= - -( ) رسم تابع 
y را رسم می كنيم.) f x k= -( ) ۱) نمودار f را k واحد به راست می بريم. (در واقع تابع

f به دست آيد.) x k( )- - x- تبديل می كنيم تا تابع ۲) نمودار f را نسبت به محور yها قرينه می كنيم. (در واقع x را به

 برای رسم هر دو تابع بالا، اول انتقال افقی انجام می گيرد و بعد قرينه سازی نسبت به محور yها. 

y را به صورت يک مرحله ای از روی نمودار f نيز می توانيم رسم كنيم. برای اين كار كافی است نمودار f را نسبت  f k x= -( )  تابع

x قرينه كنيم. = =2

2
y كافی است نمودار f را نسبت به خط1 f x= -( )2 x قرينه كنيم؛ مثلاً برای رسم تابع k= 2 به خط

f x( ) y از روی f x= (| |)  رسم تابع
f به صورت زير به دست می آيد: x( ) y از روی f x= (| |) | قرار دهيم، نمودار تابع جديد |x اگر به جای x در ضابطۀ تابع،

x را از نمودار f حذف می كنيم. <0 الف) قسمت های
ب) قرينۀ نمودار نسبت به محور yها را به نمودار اضافه می كنيم.

y را رسم می كنيم. طبق  f x= -( )4 گام اول: ابتدا تابع

x قرينه می كنيم: = درس نامه برای اين كار، نمودار را نسبت به خط2

شود؛  ايجاد   y f x= -( )4
2

تابع تا   x
2 می دهيم قرار   x جای  به  دوم:  گام 

بنابراين طول نقاط نمودار دو برابر می شود: 

y f x= -( | |)4
2

| تا به تابع داده شده يعنی |x گام سوم: به جای x قرار می دهيم

y برسيم. طبق درس نامه برای رسم اين تابع، قسمت های  f x= -( | |)4
2

يا
) را حذف كرده و قرينۀ نقاط نسبت به محور yها  )x <0 سمت چپ نمودار

را اضافه می كنيم:
S

Â«ºn

½køI¤  »j  Ì¼µ\¶ ÌIÿUnH

=
´

= + ´ =
2

8 4 1

2
6

( )

۳ تست و پاسخ 

انتقال داده ايم، به سمت چپ k واحد  و  بالا  به  و سپس ۶ واحد  به مبدأ مختصات قرينه كرده ايم نسبت  را  f x x( ) == ++4 16 تابع نمودار 

كرده است. مقدار k كدام است؟ y را روی محور عرض ها قطع f x== ( ) به طوری كه نمودار حاصل، تابع

۲ (۲   ۴ (۱
۳ (۴   ۶ (۳

پاسخ: گزینه 

x x k® +x x® +x x

به سمت چپ k واحد  و  به مبدأ مختصات قرينه كرده ايم 
- -f x- -f x- -( )f x( )f x- -f x- -( )- -f x- -

 را روی محور عرض ها قطع

x =0
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 مشابه اين سؤال در اين چند سال بارها در کنکور مطرح شده است. به سادگی از آن عبور نکنيد.

 به ترتيب اعمال مناسب را روی x يا y پياده كنيد.

 انعکاس نسبت به محور xها و yها

x- به جای x در تابععمليات انجام هر دو عمليات ۲ و ۲۱) کل تابع قرينه شود.۱) قراردادن

yضابطه f x= -( )y f x= - ( )y f x= - -( )

نمودار f نسبت به مبدأ قرينه می شود.نمودار f نسبت به محور xها قرينه می شود.نمودار f نسبت به محور yها قرينه می شود.نمودار

( )k >0  انتقال افقی و عمودی توابع

y را داشته باشيم: f x= ( ) اگر تابع

xعمليات k- xبه جای x قرار دهيم k+ کل تابع را منهای k کنيم.کل تابع را با k جمع کنيم.به جای x قرار دهيم

yضابطه f x k= -( )y f x k= +( )y f x k= +( )y f x k= -( )

نمودار f را k واحد به راست نمودار
می بريم.

نمودار f را k واحد به چپ 
می بريم. 

نمودار f را k واحد بالا 
می بريم.

نمودار f را k واحد پايين 
می بريم.

y x
1

4 16= - - + y را تشكيل دهيم:  f x= - -( گام اول: برای قرينه سازی نسبت به مبدأ كافی است تابع(

y x
2

4 16 6= - - + + 6+ كنيم، نمودار ۶ واحد بالا می رود:  گام دوم: اگر كل تابع به دست آمده را

y x k
3

4 16 6= - - + + +( ) ، k واحد به چپ می رود:  y2 ، نمودار x k+ گام سوم: اگر به جای x قرار دهيم

x ريشۀ معادلۀ زير است: =0 ) قطع می كند؛ يعنی )x =0 f را روی محور عرض ها x( ) ، نمودار y3 گام چهارم: نمودار

6 4 16 4 16 6 16 4 4 2 16 4 4 16 4 3
0- - + + = + ¾ ®¾¾ - - = Þ = - Þ = - Þ ==( )x k x k k k kx

۴ تست و پاسخ 

y از كدام ناحيه عبور نمی كند؟ x== -- --bb aa3 f مطابق شكل باشد، نمودار تابع x x( ) ( )== ++ ++aa bb2
3 اگر نمودار تابع

۱) اول
۲) دوم
۳) سوم

۴) چهارم 

پاسخ: گزینه 

 رسم نمودار تابع درجه سوم با استفاده از انتقال تازه به کتاب اضافه شده است، پس ممکن است، در کنکور بيايد.

 ريشۀ پرانتز همان طول مركز تقارن تابع است.
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 تابع درجه سوم و انتقال آن
درجه سوم تابع  نمودار  به  دهيم  انجام  را  زير  تبديلات  اگر  است.  آن  تقارن  مركز   ( , )0 0 نقطۀ كه  كنيد  دقت   y x= 3 تابع نمودار  به 

y می رسيم:  a x b c= - +( )3

SwHn  Sµw  ¾M  ÏI£TºH  keH» 

Joò    nj  óI£º  Æoø

¯IM  Sµw

b
a

   ¾M  ÏI£TºH  keH» c¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾

y a x b c a= - + >( ) ,( )3
0y x= 3

) مركز تقارن تابع است كه b ريشۀ داخل پرانتز و c عدد ثابت است. , )b c y نقطۀ a x b c= - +( )3  در تابع

y xn=  نمودار تابع های
( )x ³0 n زوج: اگر فرجه زوج باشد، به صورت مقابل است: (۱

( )xÎ n فرد: اگر فرجه فرد باشد، نمودار شبيه مقابل می شود: (۲

.b =1 ؛ در نتيجه: ( ( ) )a b0 2 9
3+ + = ، پس f ( )0 9= گام اول:

a a( )1 2 0 2+ = Þ = - x است، پس:   ، اما ريشۀ داخل پرانتز (طول مركز تقارن نمودار) برابر1= f x x( ) ( )= + +a 2 1
3 گام دوم:

y را رسم می كنيم: x= - +1 2
3 y يا x= - - -1 2

3 ( ) گام سوم: نمودار تابع

y x x x= ¾ ®¾¾¾¾® +3 1 ®ÄkLU  IM

.j»nïÂ¶  Oa  ¾M  keH»  ¦Ä  nHj¼µº
¾¾¾¾¾ = + ®-y x x x

y1
3  ®ÄkLU  IM

IÀ  n¼d¶  ¾M  SLvº  nHj¼µº

.j¼{ïÂ¶   ¾¹Äo¤

ÍMIU

.j»n Â¶ ¯IM keH» »j
¾ ®¾¾¾¾¾¾ = - ¾ ®¾¾¾¾¾ = - +y x y x1 1 2

3 3

پس نمودار از ناحيۀ سوم عبور نمی كند.  

۵ تست و پاسخ 
بر  f x( )2 -- چندجمله ای تقسيم  باقی ماندۀ  و  باشد بخش پذير   x -- 1 بر f x( )1 2-- چندجمله ای اگر  است.   f x x ax bx( ) == -- ++ ++3 2

3

b كدام است؟ a-- x برابر ۵ باشد، حاصل -- 4

۱۲ (۴ -2 (۳ -8 (۲ ۱۶ (۱

پاسخ: گزینه 

چندجمله ای تقسيم  باقی ماندۀ  و  باشد بخش پذير   x ----- 1 بر

باقی ماندۀ صفر 
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 هر چند سال يک بار از بحث باقی مانده در کنکور سؤال آمده است. مطلب ساده ای است؛ پس اگر سؤال بيايد حتماً بايد آن را حل کنيد. 

 در تقسيم بر عبارت های درجه اول، با قراردادن ريشۀ مقسوم عليه در مقسوم، باقی مانده به دست می آيد. 

f x( )  به دست آوردن باقی ماندة تقسيم چندجمله ای

: ax b+ بر الف)

ax b x b
a

+ = Þ = -0 ۱) ريشۀ مقسوم عليه را به دست می آوريم: 

.R f b
a

= -( ۲) ريشه را در f قرار می دهيم تا باقی مانده كه يک عدد است به دست آيد؛ پس(

f x

mx n

ax bx c

Q x
( )

( )
+

+ +2  : ax bx c2 + + بر ب)

mx می گيريم: n+ ۱) باقی مانده را به صورت چندجمله ای درجه اول

f x ax bx c Q x mx n( ) ( ) ( )= + + + +2 ۲) رابطۀ تقسيم را می نويسيم: 

۳) ريشه های مقسوم عليه را در دو طرف رابطۀ تقسيم مرحلۀ (۲) قرار می دهيم و با حل دستگاه، n و m را پيدا می كنيم.

f باقی مانده  x( )1 2- ) در x x بخش پذير است؛ پس با قراردادن ريشۀ مقسوم عليه (يعنی1= f بر1- x( )1 2- گام اول:

برابر صفر می شود:

R f f a b a b a b= - = Þ - = Þ - - - + - + = Þ - - + = Þ + =( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 0 1 0 1 1 1 3 0 2 0
3 2

22 ( )I

گام دوم: شبيه گام اول داريم:

x x R f f a b
a b

- = Þ = Þ = - = Þ - = Þ - - - + - + =
Þ - -

4 0 4 2 4 5 2 5 2 2 2 3 5

4 2

3 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )
== Þ + = -10 2 5a b II( )

- - = -
+ = -

ì
í
î

Þ = - =
a b
a b

a b
2

2 5
7 9, گام سوم: با حل دستگاه (I) و (II) داريم: 

b a- = - - =9 7 16( ) پس: 

۶ تست و پاسخ 
7 است.  8x -- x برابر x2

3 2-- ++ g بر چندجمله ای x xf x f x( ) ( ) ( )== ++2 2 تابعی خطی است به طوری كه باقی ماندۀ تقسيم چندجمله ای f

x كدام است؟ ++ 1 g بر x( باقی ماندۀ تقسيم چندجمله ای(

۳ (۲    -3 (۱
۲ (۴    -2 (۳

پاسخ: گزینه 

 حواستان باشد اگر مقسوم عليه درجه دوم باشد، بايد رابطۀ تقسيم را بنويسيد.

 ريشه های مقسوم عليه ها را در رابطۀ تقسيم قرار دهيد.

تابعی خطی است

f x ax b( )f x( )f x = +ax= +ax
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f x( )  به دست آوردن باقی ماندة تقسيم چندجمله ای
: ax b+ بر الف)

ax b x b
a

+ = Þ = -0 ۱) ريشۀ مقسوم عليه را به دست می آوريم: 
.R f b

a
= -( ۲) ريشه را در f قرار می دهيم تا باقی مانده كه يک عدد است به دست آيد؛ پس(

f x

mx n

ax bx c

Q x
( )

( )
+

+ +2
 : ax bx c2 + + ب) بر

mx می گيريم. n+ ۱) باقی مانده را به صورت چندجمله ای درجه اول

f x ax bx c Q x mx n( ) ( ) ( )= + + + +2 ۲) رابطۀ تقسيم را می نويسيم: 

۳) ريشه های مقسوم عليه را در دو طرف رابطۀ تقسيم مرحلۀ (۲) قرار می دهيم و با حل دستگاه، n و m را پيدا می كنيم.

. f x ax b( )2 2= + f و x ax b( )2 2= + f در نظر می گيريم، پس x ax b( ) = + گام اول: تابع f را به صورت خطی

7 می شود؛ پس رابطۀ تقسيم به صورت زير درمی آيد: 8x - Q و باقی مانده  x( x خارج قسمت( x2
3 2- + g بر x( ) گام دوم: با تقسيم

g x x x Q x x x ax b ax b x x Q x x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= - + + - Þ + + + = - - + -2 2
3 2 7 8 2 1 2 7 8

x را قرار می دهيم: = 2 x و گام سوم: در رابطۀ تقسيم ريشه های مقسوم عليه، يعنی1=

x a b a b a b= Þ + + + = - Þ + = -1 2 7 1 8 3 2 1( )

x a b a b a b= Þ + + + = - Þ + =2 2 4 4 7 2 8 12 3 6( ) ( )

´ - - - =
+ =

ì
í
î

Þ - = Þ = - Þ =
( )4 12 8 4

12 3 6
5 10 2 1

a b
a b

b b a با حل دستگاه داريم: 

g x x x x x( ) ( )= - + - = -2 3
2 2 2 2 گام چهارم: چندجمله ای g را تشكيل می دهيم:

R g= - = - - = -( ) ( )1 1 2 3
3 )g است؛ پس )-1 x همان g بر1+ x( ) گام پنجم: باقی ماندۀ

۷ تست و پاسخ 

آن بيشتر است.  ، ۴ واحد از مقدار دورۀ تناوب f x a a
a
x( ) cos== ++ --3 1 2

pp بيشترين مقدار تابع

تابع كدام است؟ ، حداقل مقدار a >> 0 اگر

-2 (۱
۲ (۲

-4 (۳
۱ (۴

پاسخ: گزینه 

T در تابع های مثلثاتی مسلط باشيد. معمولاً يک سؤال کنکور به اين موضوع اختصاص دارد.  max و  ،min  روی فرمول های 
اين سؤال در امتحان نهايی هم می تواند بيايد.

.T

a

a= =2 2p
p

T از مقدار دورۀ تناوب ترين مقدار تابعيشترين مقدار تابعيشترين مقدار تابع عرض بالاترين نقطۀ نموداريشبيشب

عرض پايين ترين نقطه
، حداقل مقدار
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:
y a bx c d
y a bx c d

= + +
= + +

ì
í
î

sin( )
cos( )

بررسی مقدار min ،max و دورۀ تناوب تابع های

T
b

= 2p
| |

(۳     min | |= - +a d (۲     

KÄoò  ¢±õ¶nk¤ SMIY  jkø

max | |= +
­ ­
a d (۱

( )a >0 max ،min و T را به دست می آوريم: گام اول:

T

a

a a a a a a a a= = = - + + = + + = + = - - + + = -2
2 2 3 1 2 3 1 5 1 2 3 1 2

p
p| |

, max | | , min | | aa a a+ + = +3 1 1

min = + =a 1 2 a به دست می آيد:  =1 5 و 1 2 4a a+ = + max، پس = +T 4 گام دوم:

۸ تست و پاسخ 

C و B ،A مطابق شكل است. مساحت مثلثی با رئوس f x a
a
x( ) cos== --2 4

pp بخشی از نمودار تابع

كدام است؟

۸ (۲   ۶۴ (۱
۳۲ (۴   ۱۶ (۳

پاسخ: گزینه 

 سؤال خوبی است که در اين چند سال بارها و بارها شبيه آن در کنکور مطرح شده است.

min =0

 :
y a bx c d
y a bx c d

= + +
= + +

ì
í
î

sin( )
cos( )

بررسی مقدار min، max و دورۀ تناوب تابع های

T
b

= 2p
| |

(۳     min | |= - +a d (۲     

KÄoò  ¢±õ¶nk¤ SMIY  jkø

max | |= +
­ ­
a d (۱

گام اول: كم ترين مقدار تابع برابر صفر است، پس: 

min | | ( ) cos= - - + = Þ = Þ = -4 2 0 2 4 4
2

a a f x xp

max | |= - + = + = Þ =4 2 4 4 8 8a yA گام دوم:  

T x xB A= = Þ = Þ = -2

2

4 2 2
p
p

گام سوم:

        
S = ´ =4 8

2
16

گام چهارم:
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۹ تست و پاسخ 
a كدام است؟  b-- f در يک دورۀ تناوب آن، مطابق شكل است. مقدار x a b x( ) sin== -- 2 pp نمودار تابع

5

2
(۲   ۲ (۱

۳ (۴    3
2

(۳

پاسخ: گزینه 

 در تابع های مثلثاتی اين که تحت چه شرايطی نمودار از محور yها، شروع صعودی يا نزولی دارد خيلی مهم است. 

min = -a 2 max و = +a 2

 :
y a bx c d
y a bx c d

= + +
= + +

ì
í
î

sin( )
cos( )

بررسی مقدار min، max و دورۀ تناوب تابع های

T
b

= 2p
| |

(۳     min | |= - +a d (۲     

KÄoò  ¢±õ¶nk¤ SMIY  jkø

max | |= +
­ ­
a d (۱

بررسی شروع نمودارهای سينوسی از محور yها 

شروع نمودار از شرطضابطه
توضيحوضعيتمحور yها

y a bx d= +sin( )

ab اگر a و b هم علامت باشند، شروع نمودار از محور yها صعودی 0<
صعودی است.

ab اگر a و b غيرهم علامت باشند، شروع نمودار از محور yها نزولی0>
نزولی است.

- - + = Þ =| |2 0 2a a گام اول: كم ترين تابع برابر صفر است، پس:  

2
4 4 2

1

2

1

2

p
p

p p
| |

| | | |
b

b b b= Þ = Þ = Þ = ± T پس: 
b

= 2p
| |

T است. از طرفی a= =2 4 a پس = 2 گام دوم:

a b- = - =2
1

2

3

2
b قابل قبول است:   = 1

2
b و >0 ، - <2 0b گام سوم: شروع تابع از محور yها نزولی است، پس طبق درس نامه

۱۰ تست و پاسخ 
a كدام است؟ btan( )pp

12
++ f مطابق شكل است. حاصل x a x b( ) tan( )== ++ ++3 بخشی از نمودار تابع

3
3 (۲   -1(۱

- 3
3 (۴   1(۳

پاسخ: گزینه 
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 در نمودارهای تانژانت توجه به خطوط مجانب قائم و صعودی يا نزولی بودن تابع مهم است.

 ببينيد تابع چه مقدار انتقال افقی داشته است.

 بررسی تابع تانژانت

y به صورت مقابل است. x= tan نمودار تابع
با توجه به نمودار نكات زير به دست می آيد:

) و ... اكيداً صعودی است.  , )- -3

2 2

p p ، ( , )p p
2

3

2
، ( , )- p p

2 2 ۱) تابع در بازه های

T است. = p ۲) دورۀ تناوب تابع

x است. اين خطوط عمودی، همان مجانب های  k= +( )2 1

2

p cosx به صورت ، از طرفی ريشه های معادلۀ0= y x x
x

= =tan sin
cos

(۳

قائم نمودار تابع در نمودار هستند. تابع در فاصلۀ بين دو مجانب قائم، اكيداً صعودی است.
۴) اگر بازه شامل مجانب قائم باشد، تابع در آن بازه يكنوا نيست.

a هر شاخۀ تابع  <0 a هر شاخۀ تابع اكيداً صعودی و اگر >0 T است. اگر
a

= p
| |

y به صورت ax b= +tan( ) ۵) دورۀ تناوب تابع

اكيداً نزولی می شود. تابع در فاصلۀ بين دو مجانب قائم كه يک دورۀ تناوب را تشكيل می دهد، اكيداً يكنواست. (دقت تابع در كل دامنه 
غيريكنواست.)

tan x گام اول: ضريب x برابر ۱ است؛ پس تابع انقباض يا انبساط افقی نداشته است. با مقايسۀ نمودار داده شده با نمودار

. b = - p
4 3 انتقال افقی به راست داشته است؛ پس

4 2 4

p p p- = معلوم می شود تابع به اندازۀ

f x a x f a a( ) tan( ) ( ) tan( ) tan( )= + - Þ - = + - - = Þ + - = -3
4 12

3
12 4

0 3
3

3
p p p p p aa a3 0

3

3

3= Þ = = گام دوم:

a btan( ) tan( ) ( )p p p

p

12
3

12 4
3

3

3
1

6

+ = - = ´ - = -

-
���

گام سوم:

۱۱ تست و پاسخ 

aa كدام است؟ ) اكيداً  نزولی است. حداقل مقدار , )aa 3 f روی بازۀ x x( ) sin ( )== 2
2

3

2 pp تابع

7

4
(۲   5

4
(۱

9

4
(۴   ۲ (۳

پاسخ: گزینه 

 سؤال خاص از نمودار که با اتحادهای مثلثاتی ترکيب شده است. در کل روی اتحادهای مثلثاتی خيلی کار کنيد.

2
2

3
1

4

3

2sin ( ) cosp px x= -

) اكيداً  نزولی شکلی شبيه   , )( ,a( ,( ,a( ,( ,a( ,a( ,a( ,3  روی بازۀ
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y x= sin2  بررسی نمودار تابع

، كافی است مراحل زير را طی كنيم: y x= sin2 sin برای رسم تابع cos2 1 2

2
x x= - با توجه به اتحاد

y به صورت مقابل درمی آيد:   x= sin2 پس نمودار تابع

max است.  min و1= =0 ، p دورۀ تناوب اين تابع برابر

( )a >0 T است.
b

= p
| |

y برابر a bx= sin2 در حالت كلی دورۀ تناوب تابع

گام اول:
T = =p

p2
3

3

2

گام دوم: پس نمودار تابع به صورت مقابل است: 

 می شود.
3

2
3

2

9

4

+
= ) اكيداً  نزولی باشد، برابر , )a 3 a برای اين كه تابع روی بازۀ گام سوم: مطابق نمودار، كم ترين مقدار

۱۲ تست و پاسخ 

) كدام است؟ , )0 2pp )sin در بازۀ ) sinx x-- ++ ==pp
4

2 1 مجموع جواب های معادلۀ 

7

2

p (۲   9

4

p (۱

3p (۴   4p (۳

پاسخ: گزینه 

 سؤال دشوار از معادلۀ مثلثاتی! ترکيب معادله و اتحاد مثلثاتی که در کنکور هم اين مدلی خواهيد داشت.

sin بنويسيد و به ارتباط كمان ها دقت كنيد.  cos( )2 2 2x x= -p
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 فرمول های دو برابر کمان
۱) sin sin cos tan

tan
2 2

2

1
2

a a a a
a

= =
+

۲) cos :

cos cos sin

cos cos cos cos

cos
2

2

2 2 1
1 2

2

2

2 2

2 2

a

a a a

a a a a

a

= -

= - Þ = +

=11 2
1 2

2

2
1

1

2 2

2

2

- Þ = -

= -
+

ì

í

ï
ï
ïï

î

ï
ï
ï
ï

sin sin cos

cos tan
tan

a a a

a a
a

حل معادلات مثلثاتی
برای حل معادلات مثلثاتی با استفاده از روابط مثلثاتی، به يكی از حالت های زير رسيده و از فرمول دسته جواب ها استفاده می كنيم: 

۱) sin sin
( )

x
x k
x k

= Þ
= +
= + -

ì
í
î

a
p a

p a
2

2 1

۲) cos cosx x k= Þ = ±a p a2

۳) 
tan tan
cot cot
x
x

x k
=
=

ü
ý
þ

Þ = +
a
a

p a

قرار گيرد. در اين گونه حالت ها نيز از فرمول دسته جواب استفاده كرده و x را به  و  a دو عبارت   ممكن است به جای x و
دست می آوريم. مثلاً: 

sin sin ( )
( )

( )
4 2

2

4 2 2
2

2 2
2 4

4 2 1

x x
x k x x k x k

x k
= + Þ

= + + Þ = + Þ = +

= +

p
p p p p p p

pp p p p p- + Þ = + - Þ = +

ì

í
ï

î
ï ( ) ( ) ( )

2
2

6 2 1
2

4 1

12
x x k x k

sin( ) cos( )x x- + - =p p
4 2

2 ، پس معادله به صورت مقابل درمی آيد:1 sin cos( )2 2 2x x= -p گام اول: روش اول:

p می شود، پس داريم:
2 2 2- = -x t 2 يا 2 2x t- =p x بگيريم، t- =p

4 گام دوم: اگر

sin cos( ) sin cos sin scos sint t t t tt t+ - = Þ + = ¾ ®¾¾¾¾¾ + -= -
2 1 2 1 1 2

2 1 2
2

iin2 1t =

Þ - = Þ

= Þ - = ¾ ®¾¾¾

sin ( sin )

sin sin( )

t t

t x
x

1 2 0

0
4

0
p â½pIM  nj

½k{ï½jHj

-- = Þ =

- = Þ = + =

ì

í
ï

î
ï

= Þ - =

p p

p p p p p

p

4
0

4

4 4

5

4

1

2 4

1

2

x

x x

t xsin sin( ) â½pIM   nj

½k{ï½jHj
¾ ®¾¾¾

- = Þ =

- = Þ =

ì

í
ï

î
ï

ì

í

ï
ï
ï

x x

x x

p p p

p p p
4 6

5

12

4

5

6

13

12

ïï

î

ï
ï
ï
ï

p p p p p
4

5

4

5

12

13

12
3+ + + = گام سوم: پس مجموع جواب ها برابر است با: 
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sin( ) sin cos cos sin (sin cos ) ( )x x x x x I- = - = -p p p
4 4 4

2

2
گام اول: روش دوم:

(sin cos ) sin (II)x x x- = -2
1 2 گام دوم:

sin( ) sin (sin cos ) (sin cos )( ) (I)x x x x x xII
- = - ¾ ®¾¾¾ - = -p
4

1 2
2

2

2» پس داريم: 

A A A A
A

A
2 2

2
0

2

2
0

0

2

2

- = Þ - = Þ
=

=

ì
í
ï

îï
( ) 2 درمی آيد: 

2
2A A= sin بگيريم، معادله به صورت cosx x A- = اگر

A x x x xcosx= Þ = ¾ ®¾¾ = ¾ ®¾¾¾¾ = +¸
0 1

4

0 2sin cos tan ,( , )p p p p â½pIM  nj

44
گام سوم:

A x x x x= Þ - = Þ - = Þ - =2

2

2

2
2

4

2

2 4

1

2
sin cos sin( ) sin( )p p

x به دست می آيد: = 13

12

p x يا = 5

12

p x است، پس - =p p
4

5

6
x يا - =p p

4 6
در يک دورۀ كامل مثلثاتی جواب های معادلۀ اخير به صورت

= جمع جواب ها + + + = =p p p p p p
4

5

4

5

12

13

12

36

12
3

۱۳ تست و پاسخ 
است؟ )tan روی دايرۀ مثلثاتی، رئوس كدام چندضلعی محدب ) tanpp

4
2 1 0-- -- ++ ==x x انتهای كمان جواب های معادلۀ

۲) مستطيل ۱) مثلث قائم الزاويه  
۴) چهارضلعی غيرمشخص ۳) مثلث متساوی الاضلاع  

پاسخ: گزینه 

 فرمول بسط تانژانت در کتاب دوازدهم مطرح شده است که نتايج مهمی از آن گرفته می شود. اين سؤال خاص نيز ترکيبی با 
معادلۀ مثلثاتی داده شده است.

)tan استفاده كنيد. ) tan tan
tan tan

a b a b
a b

+ = +
-1  از رابطۀ

 فرمول بسط و دو برابر کمان تانژانت

۱) tan( ) tan tan
tan tan

a b a b
a b

+ = +
-1           ۲) tan( ) tan tan

tan tan
a b a b

a b
- = -

+1
نتايج:

tan( ) tan tan
tan

a a a a
a

+ = =
-

2
2

1
2

    tan( ) tan
tan

a p a
a

+ = +
-4

1

1
        tan( ) tan

tan
a p a

a
- = -

+4

1

1

گام اول: از فرمول بسط تانژانت داريم:

۱) tan( )
tan tan

tan tan

tan
tan

p
p

p4

4

1
4

1

1
- =

-

+
= -

+
x

x

x

x
x

۲) tan tan
tan

2
2

1
2

x x
x

=
-

گام دوم: جای گذاری می كنيم:
1

1

2

1

1 2

2

1 1

2-
+

-
-

= - -

- +

tan
tan

tan
tan

( tan )

( tan ) ( tan )

x
x

x
x

x

x x
��� ��

ttan
tan

tan tan tan tanx
x

x x x x
1

1 1 4 1
1

22

2 2

-
= - Þ + - = - + Þ =

جواب ها در دايرۀ مثلثاتی 
را به هم وصل کنيم.

كدام چندضلعی روی دايرۀ مثلثاتی، رئوس كدام چندضلعی روی دايرۀ مثلثاتی، رئوس كدام چندضلعی محدب
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p در ربع سوم) وجود دارد كه تانژانت  a+ a در ربع اول (و 1 تانژانت زاويۀ معروفی نيست، اما زاويه ای مثل
2

1 است.
2

آن برابر

tan برقرار است، x گام سوم: اتحادهای ۱ و ۲ كه در گام اول از آن ها استفاده كرديم با فرض تعريف شده بودن

و  tan( )p
4 - x اما  ،( x k= +( )2 1

2

p (يعنی تعريف نشده   tan x كه مقاديری  ازای  به  است  ممكن  ولی 

tan2x تعريف شده باشند، معادله برقرار باشد؛ پس اين اعداد را به صورت مستقيم بررسی می كنيم: 

x k xk= + ¾ ®¾¾ = ¾ ®¾¾¾ - -=( ) tan( ) ta2 1
2 2 4 2

0p p p pÁnHm¬ïÁI]

¾²jI÷¶  nj
nn ( )2

2
1 0 1

p = - - = - 

x k xk= + ¾ ®¾¾ = ¾ ®¾¾¾ - -=( ) tan( )2 1
2

3

2 4

3

2

1p p p pÁnHm¬ïÁI]

¾²jI÷¶  nj
ttan ( )2

3

2
1 0 1

p = - - = - 

چون چهار زاويۀ محاطی رو به قطر هستند، پس هر چهارتا ۹۰ درجه بوده و چهارضلعی مستطيل است.

۱۴ تست و پاسخ 

lim باشد، مقدار a كدام است؟ 
x a

a x
x ax®®

--
-- ++

== ++¥¥2

2 4
2

اگر

۱ (۴ -1(۳ -2 (۲ ۲ (۱

پاسخ: گزینه 

 سؤال بسيار مهمی است که بارها و بارها در کنکور آمده است.

 مخرج بايد به صورت مربع كامل باشد. 

 بررسی تيپ مهم حدود بی نهايت

x ريشۀ  = 2 f دقت كنيد. اگر از دو طرف به عدد ۲ نزديک شويم، دو نوع بی نهايت مختلف به وجود می آيد؛ چون x
x

( ) =
-
1

2
به تابع

x فرق می كند: = 2 سادۀ مخرج بوده و علامت صفر در دو طرف
lim
x x® ++ -

= = +¥
2

1

2

1

0

           lim
x x® -- -

= = -¥
2

1

2

1

0

lim
( )x x® +-

= = +¥
2

2

1

2

1

0

f داريم:  x
x

( )
( )

=
-
1

2
2

اما در تابع

x ريشۀ مضاعف مخرج است. = 2 يعنی اگر از هر دو طرف به ۲ نزديک شويم، يک نوع بی نهايت به وجود می آيد، چون

x ريشۀ مضاعف  k= ) شود، -¥ ¥+ يا x برابر يک نوع بی نهايت ( k® ، اگر حاصل حد وقتی y
ax bx c

=
+ +
1

2
 در تابع گويای

a است.  x k( )- 2 مخرج بوده و مخرج به صورت مربع كامل

x ريشۀ مضاعف مخرج بوده و  a= x (از هر دو طرف) حاصل حد يک نوع بی نهايت شده است؛ پس a® گام اول: وقتی

( )x a x ax a x ax a- = - + = - + Þ = ±2 2 2 2
2 2 4 2 ) بايد باشد: )x a- 2 مخرج به صورت

a x
xx

= Þ -
-

= - = - ¥
® +

2
2 2

2

2

02
2

lim
( )

 گام دوم: هر دو حالت را بررسی می كنيم: 

a x
xx

= - Þ - -
+

= = + ¥
®- +

2
2 2

2

2

02
2

lim
( )



a قابل قبول است. = -2 پس
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۱۵ تست و پاسخ 

a كدام است؟ b++ ، مقدار lim ( )
x

x ax bx
x®®++¥¥

-- ++
++

==2 2 2
2

اگر

۶ (۲   ۴ (۱
۴) صفر   ۸  (۳

پاسخ: گزینه 

 سؤال مهم که مشابه آن را در سال های آْينده خواهيد ديد.

 مخرج مشترک بگيريد.

lim ( f و g دو چندجمله ای هستند.)  ( )
( )x

f x
g x®± ¥

 بررسی

¥ از 
¥

lim برای رفع ابهام ( ) ~
x n

n
n

n
n
na x a x a x

®± ¥
-

-+ +1
1
 ¥± هم ارز جمله با بزرگ ترين توان است، يعنی هر چندجمله ای در

اين هم ارزی استفاده می كنيم:

lim
x

n
n

n
n

m
m

m
m

n
n

m
m

n

m

a x a x
b x b x

a x
b x

m n
a
b

m
®± ¥

-
-

-
-

+ +

+ +
= =

±¥ <

=1

1

1

1





nn

m n0 >

ì

í
ïï

î
ï
ï

 اگر درجۀ صورت بزرگ تر از درجۀ مخرج باشد، حاصل حد بی نهايت می شود.
 اگر صورت و مخرج هم درجه باشند، حاصل حد برابر يک عدد حقيقی، يعنی نسبت ضريب بزرگ ترين درجۀ صورت به ضريب بزرگ ترين درجۀ 

مخرج می شود.
 اگر درجۀ مخرج بزرگ تر از درجۀ  صورت باشد، حاصل حد صفر می شود.

 اگر حاصل حد برابر يک عدد حقيقی غير صفر شود، بايد صورت و مخرج هم درجه باشند. (مثل اين سؤال)
¥ در تابع های كسری، مخرج مشترک گرفته و از نكات بالا استفاده می كنيم.  - ¥  برای رفع ابهام از حالت

گام اول: مخرج مشترک می گيريم: 

lim ( ) lim lim (
x x x

x ax bx
x

x x ax bx
x®+ ¥ ®+ ¥ ®+ ¥

- +
+

= Þ + - -
+

= -
2

2
2

2 4

2

2
2 2 2 aa x b x

x
) ( )2

4

2
2

+ -
+

=

گام دوم: حاصل حد يک عدد حقيقی غير صفر شده است، پس صورت و مخرج بايد هم درجه باشند (مخرج درجه اول است؛ پس صورت هم بايد 

 . a = 2 2 و 0- =a درجه اول باشد.)؛ پس
گام سوم: طبق هم ارزی پرتوان در بی نهايت داريم: 

4

1
2 2

- = Þ =b b

a b+ = 4 پس:  
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۱۶ تست و پاسخ 

lim كدام است؟ ( ( ) ( ))
x

f x f x
®®++ ¥¥

-- -- ، مقدار f x
x x

x x( ) ==
++

--

++ ++
2 3

2 3

2 2 2

2
هرگاه

۱۳ (۴   -7 (۳ -1(۲ -3 (۱

پاسخ: گزینه 

 درست است که حد تابع های نمايی در کتاب درسی نيامده است، اما مشابه اين سؤال در سال ۹۸ در کنکور مطرح شده است؛
پس آن را به خوبی تحليل کنيد.

x هم ارز پايۀ كوچک تر هستند.  ® -¥ x هم ارز پايۀ بزرگ تر و در ® +¥  صورت و مخرج در

 رفع ابهام تابع های نمايی 

lim

lim
( )

x
x

x
x

a

a
a

®+ ¥

®-¥

=

= +¥

ì

í
ï

î
ï

0
¦Ä  »  oÿÅ  ¸ÃM

lim

lim
( )

x
x

x
x

a

a
a

®+ ¥

®-¥

= +¥

=

ì

í
ï

î
ï 0

¦Ä  pH  oUï©nqM

داريم:  lim ( )
x

x x
®+ ¥

+3 2 . برای به دست آوردن حد lim ( )
x

x
®+ ¥

=1

2
0 ، اما lim

x
x

®+ ¥
= +¥2 مثلاً

lim ( ) ( ( ) ) lim
x

x x x x
x

x
®+ ¥ ®+ ¥

+ = + = = +¥3 2 3 1
2

3
3

oÿÅ



¥+ هم ارز جمله با پايۀ بزرگ تر است.)   . (در lim ( ) lim
x

x x
x

xa b b
®+ ¥ ®+ ¥

+ = >1 داريم: <a b  اگر

¥- هم ارز جمله با پايۀ كوچک تر است.) شبيه بالا برای به  . (در lim ( ) lim
x

x x
x

xa b a
®-¥ ®-¥

+ = >1 باشد، داريم <a b  اگر

lim ( ) lim ( ( ) ) lim
x

x x
x

x x
x

x
® -¥ ®-¥ ®-¥

+ = + = =2 3 2 1
3

2
2 0

oÿÅ



lim داريم: ( )
x

x x
®-¥

+2 3 دست آوردن حاصل

¥+ هم ارز جمله با پايۀ بزرگ تر است؛ پس:  گام اول: طبق هم ارزی، تابع نمايی در

lim ( ) lim lim
x x

x x

x x x

x x

xf x
®+ ¥ ®+ ¥

+ +

®+ ¥
= +

-
= ´ + ´2 3

2 3

2 2 3 3

2

2 2 2

2

2 2 2

2 --
= ´ + ´

-
= ´ =

®+ ¥ ®+ ¥3

4 4 3 9

4 3

4 4

4

4x x

x x

x x x

x

xlim lim

¥- هم ارز جمله با پايۀ كوچک تر است؛ پس:  گام دوم: طبق هم ارزی تابع نمايی در

lim ( ) lim ( ) lim
x x x

x

xf x f x
®+ ¥ ®-¥ ®-¥

- = = ´
-

= -3 9

3

9

lim ( ( ) ( )) lim ( ) lim ( ) ( )
x x x

f x f x f x f x
®+ ¥ ®+ ¥ ®+ ¥

- - = - - = - - =4 9 13 گام سوم:
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۱۷ تست و پاسخ 

، نماد جزء صحيح است.) [ ] g در مجاورت محور عرض ها به كدام صورت است؟ ( x
f x

x
( ) ( )

( )

[ ]
==

--
--
1

2
نمودار تابع f مطابق شكل است. نمودار تابع

(۲   (۱

 (۴    (۳

پاسخ: گزینه 

 سؤال مفهومی و خوبی است چون که بايد از روی نمودار علامت صفر را تعيين کنيد.

 . f ( )2 0
- -= f و ( )2 0

+ +=  با توجه به نمودار

 حد بی نهايت
اگر در بررسی حد، حد صورت عدد غير صفر و حد مخرج صفر شود (۰ حدی يعنی به ۰ نزديک شود.)، حاصل حد بی نهايت می شود؛ يعنی

. برای به دست آوردن نوع بی نهايت بايد علامت صفر مخرج را تعيين كنيم. در بررسی اين حدود، يكی از حالت های زير  jkø

oÿÅ

= ±¥

به وجود می آيد: 
Å = -¥
-0

          - = +¥
-0

          - = -¥
+0

          Å = +¥
+0

 برای تعيين علامت صفر مخرج از روش های زير استفاده می كنيم:
 عددگذاری در نزديكی حد داده شده 

 تعيين علامت مخرج
 استفاده از دايرۀ مثلثاتی در حدود مثلثاتی

 استفاده از نمودار (مثل اين سؤال) 

 اگر حاصل حد در نزديكی نقطۀ a، بی نهايت شود، نمودار تابع به صورت های زير ممكن است باشد: 

lim ( )
x a

f x
®

= -¥lim ( )
x a

f x
®

= +¥lim ( )
x a

f x
® -

= -¥lim ( )
x a

f x
® +

= -¥lim ( )
x a

f x
® -

= +¥lim ( )
x a

f x
® +

= +¥

00 رسيديم، بايد از روش های رفع ابهام صفر صفرم استفاده كنيم. ممكن است بعد از رفع ابهام   اگر در بررسی حد به صورت مبهم

حاصل حد يک عدد حقيقی شود يا اين كه بی نهايت شود.

x =0

محور عرض ها در مجاورت محور عرض ها در مجاورت محور عرض ها
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x بررسی می كنيم: =0 گام اول: نمودار تابع g را در دو طرف نقطۀ

lim ( )
( )

( )
( )

( )
( )

[ ] [ ]

x

x

f x f f® + - -+

+
-

-
= -

-
= - = = -¥

0

0 0
1

2

1

2 0

1

2

1

0

) به صفر  )0- دقت داريد كه وقتی با مقادير كم تر از ۲ به ۲ نزديک می شويم، مقادير f از پايين
نزديک می شوند.  

lim ( )
( )

( )
( )

( )
( )

[ ] [ ]

x

x

f x f f® -

-

+ +-

-
-

-
= -

-
= - = - = -¥

0

0 1
1

2

1

2 0

1

2

1

0

گام دوم:

x به صورت مقابل است: =0 پس نمودار تابع g در مجاورت محور عرض ها يا خط
¥- ميل می كند.)  (چون در هر دو طرف به

۱۸ تست و پاسخ 

lim كدام است؟ tan( )tan
x

x x
®®

++
pp

pp

4

3

4
2 مقدار

- 1

2
(۲    1

2
(۱

-1(۴   ۱ (۳

پاسخ: گزینه 

 می بينيد که اتحادهای مثلثاتی همه جا ظاهر می شوند!

 از فرمول بسط تانژانت عبارت ها را باز كرده و ساده كنيد.

 فرمول بسط و دو برابر کمان تانژانت
tan( ) tan tan

tan tan
a b a b

a b
+ = +

-1           tan( ) tan tan
tan tan

a b a b
a b

- = -
+1

نتايج:
tan( ) tan tan

tan
a a a a

a
+ = =

-
2

2

1
2

      tan( ) tan
tan

a p a
a

+ = -
+

3

4

1

1

:( tan tan( )3

4 4
1

p p p= - = - گام اول: عبارت را ساده می كنيم (دقت داريد كه

۱) tan( )
tan tan

tan tan

tan
tan

x
x

x

x
x

+ =
+

-
= -

+
3

4

3

4

1
3

4

1

1

p
p

p

۲) tan tan
tan

2
2

1
2

x x
x

=
-

lim tan
tan

tan
tan

lim

( tan ) ( tan )
x

x x
x

x
x

x
x®

- +

-
+

´
-

=
p
4

2

1 1

1

1

2

1��� �� ®®

-
+ +

= -
´

= -
p
4

2

1 1

2

2 2

1

2

tan
( tan )( tan )

x
x x

گام دوم: جای گذاری می كنيم: 
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۱۹ تست و پاسخ 

باشد،  مجانب ها  اين  تلاقی  نقطۀ   A( , )2 4 اگر دارد.  مختصات  محورهای  موازی  مجانب،  خط  دو  تنها   g bx
ax x a

==
++

++ ++

2

2

7

8 4
تابع نمودار 

a كدام است؟ b-- مقدار

۸ (۱
۴ (۲
۶ (۳

۱۰ (۴

پاسخ: گزینه 

 سؤال بسيار مهم مشابه کنکور سراسری. اين که محل تلاقی مجانب ها را داده، يعنی با يک تير دو نشان زده است و هر دو خط 
مجانب را داده است.

y خطوط مجانب های تابع هستند. = 4 x و = 2

 مجانب های قائم تابع

lim ( )
x a
f x

®
=-¥lim ( )

x a
f x

®
=+¥lim ( )

x a
f x

® -
=-¥lim ( )

x a
f x

® +
=-¥lim ( )

x a
f x

® -
=+¥lim ( )

x a
f x

® +
=+¥

x مجانب قائم تابع می گوييم. a= در اين صورت به خط

 برای به دست آوردن معادلات مجانب های قائم ابتدا تابع را ساده می كنيم.

 ريشه های مخرج كه ريشه های صورت نباشند، معادلات مجانب های قائم هستند. (البته به شرطی كه حداقل در يک طرف آن دامنه 
داشته باشيم.)

¥ شود، آن ريشه مجانب قائم است و در   اگر ريشۀ مخرج، ريشۀ صورت هم باشد، بايد رفع ابهام كنيم. اگر بعد از رفع ابهام حاصل
غير اين صورت خير.

به دست آوردن مجانب های افقی:
y را مجانب افقی تابع می گوييم.         b= ، خط lim ( )

x
f x b

®-¥
= lim يا ( )

x
f x b

®+ ¥
= اگر

lim (در صورت متفاوت بودن) را حساب  ( )
x

f x
®-¥

lim و بار ديگر ( )
x

f x
®+ ¥

 برای به دست آوردن معادلات مجانب های افقی يک بار

y مجانب افقی است. يک تابع حداكثر دو مجانب افقی دارد. b= كنيم. اگر حاصل عدد حقيقی b شود،

y مجانب افقی تابع است. a
b
n

n
= f (صورت و مخرج هم درجه هستند.)، خط x a x a x

b x b x
n
n

n
n

n
n

n
n( ) =

+ +

+ +
-

-

-
-

1
1

1
1




 در تابع گويای

يک مجانب افقی و يک 
مجانب عمودی

دارد. مختصات  محورهای  موازی  مجانب،  خط  دو 
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x مجانب قائم  = 2 )A نقطۀ تلاقی دو مجانب افقی و قائم است، پس , )2 4 گام اول:
y مجانب افقی (نسبت ضرايب پرتوان) است. = 4 (ريشۀ مخرج) و

x تنها ريشۀ مخرج است، اما چون مخرج  = گام دوم: از آن جايی كه تنها يک مجانب قائم داريم، پس2
باشد:    a x( )- 2 2 صورت به  بايد  مخرج  يعنی  باشد؛  كامل  مربع  صورت  به  بايد  پس  است،  درجه دوم 
a = -2 - و =4 8a a پس x a x x ax ax a ax x a( ) ( )- = - + = - + = + +2 4 4 4 4 8 4

2 2 2 2

به دست می آيد.
b b
-

= Þ = -
2

4 8 y است؛ پس:  b
a

= گام سوم: معادلۀ مجانب افقی همان

a b- = - - - =2 8 6( ) بنابراين:
۲۰ تست و پاسخ 

f در كنار مجانب افقی خودش به كدام صورت است؟ x x
x

( ) == -- --
++

3
4 1

2
نمودار تابع

 (۴  (۳  (۲  (۱

پاسخ: گزینه 

 سؤال بسيار مهم مشابه کنکور و تمرين های کتاب درسی. مقايسۀ نمودار و مجانب افقی و اين که از کجا بفهميم نمودار بالای 
خط مجانب افقی است يا پايين آن.

4 1

2

4 2 9

2
4

9

2

x
x

x
x x

-
+

= + -
+

= -
+

( )

به دست آوردن مجانب های افقی:

y را مجانب افقی تابع می گوييم.            b= ، خط lim ( )
x

f x b
®-¥

= lim يا ( )
x

f x b
®+ ¥

= اگر

lim (در صورت متفاوت بودن) را حساب  ( )
x

f x
®-¥

lim و بار ديگر ( )
x

f x
®+ ¥

 برای به دست آوردن معادلات مجانب های افقی يک بار

y مجانب افقی است. يک تابع حداكثر دو مجانب افقی دارد. b= می كنيم. اگر حاصل عدد حقيقی b شود،

y مجانب افقی تابع است. a
b
n

n
= f (صورت و مخرج هم درجه هستند)، خط x a x a x

b x b x
n
n

n
n

n
n

n
n( ) =

+ +

+ +
-

-

-
-

1
1

1
1




 در تابع

گام اول: ابتدا مجانب افقی تابع را به دست می آوريم:
lim ( ) lim ( )
x x

x
x

x
x®± ¥ ®± ¥

- -
+

= - = - =3
4 1

2
3

4
3 2 1

x نمودار بالای اين خط قرار دارد يا پايين آن: ® -¥ x و در ® +¥ گام دوم: بايد ديد در

4 1

2

4 8 9

2

4 2 9

2
4

9

2
4

x
x

x
x

x
x x

-
+

= + -
+

= + -
+

= -
+

<
­
Å

( ) x داريم:  ® +¥ در

؛ ( )3 2 1- =- + 4 كمی از ۲ كم تر و مقدار تابع از يک بيشتر است 1

2

x
x

-
+

¥+ مقدار زير راديكال كمی از ۴ كم تر است، پس مقدار يعنی در

مقدار بنابراين  4؛  9

2
4-

+
>

x
بوده، پس منفی   9

2x +
مقدار  x ® -¥ در اما  دارد،  قرار   y بالای خط1= نمودار   x ® +¥ در يعنی 

x زير مجانب خود قرار دارد؛ بنابراين نمودار به صورت زير می شود:  ® -¥ 3 تابع در 2 1- =+ - 4 كمی از ۲ بزرگ تر است، پس چون 1

2

x
x

-
+
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ریاضیات گسسته و آمار و احتمال: ریاضیات گسسته: صفحه های ۱ تا ۴۲

۲۱ تست و پاسخ 
چه تعداد از گزاره های زير درست است؟

مثال نقض است. 2 اول است.» در بين اعداد طبيعی كم تر از ۶ دارای دو 1
n ++ الف) «اگر n اول باشد،

ب) ميانگين پنج عدد صحيح متوالی همواره برابر با عدد وسطی می شود. 

) همواره، گنگ است.  )bb aa2 2-- bb عددی گويا باشد، عدد aa عددی گنگ و پ) اگر

عدد مثبت a و معكوسش همواره بزرگ تر يا مساوی ۱ است. ت) ميانگين حسابی

۴ (۴ ۳ (۳ ۲ (۲ ۱ (۱

پاسخ: گزینه 

 درس اول نظريۀ اعداد بيشتر به صورت اثباتی است. يک بار مطالب کتاب را به دقت مطالعه کنيد. اگر قرار باشد از اين درس 
سؤالی در کنکور بيايد (تا حالا نيامده)، به احتمال  زياد از همين تمرين ها خواهد بود.

 روش های استدلال
گزاره جملۀ خبری است كه فقط يک ارزش دارد؛ يا درست است يا نادرست. نادرستی گزاره ها را با مثال نقض نشان می دهيم و برای درستی 

از يكی از روش های اثبات استفاده می كنيم.

گزاره

نادرست  مثال نقض

درست

اثبات مستقيم
اثبات با در نظر گرفتن همۀ حالت ها

اثبات غيرمستقيم
اثبات بازگشتی

مثال نقض: مثالی كه نشان می دهد يک نتيجه گيری يا حدس كلی، نادرست است.

 برای ردكردن يک حكم (اثبات نادرستی) ارائۀ يک مثال نقض كافی است.

 مثال نقض بايد در فرض درست در بيايد، ولی حكم را رد كند.
در هر كدام از چهار روش اثبات به صورت زير عمل می كنيم:

کاربردروش کارنوع اثبات

از زوج يا فرد بودن اعداد به درستی حکم می رسيم.از درستی فرض به درستی حکم می رسيم.مستقيم

n را حالت بندی می کنيم (مثلاً زوج و فرد) و در هر در نظر گرفتن همۀ حالت ها
برای هر n می خواهيم حکمی را ثابت کنيم.کدام به درستی حکم می رسيم.

اثبات گنگ بودن اعداد ـ هر جا که اثبات مستقيم خلاف حکم را به تناقض می رسانيم.برهان خلف
دشوار باشد.

حکم را با اعمال دوطرفه به يک رابطۀ همواره بازگشتی
نامساوی هادرست می رسانيم.

ریاضیات گسسته و آمار و احتمال: ریاضیات گسسته: صفحه های ۱ تا ۴۲

مثالی که نشان می دهد 
نتيجه گيری نادرست است.

مثال نقض

x y+x y+x y
2

عدد مثبت  ت) ميانگين حسابی
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 برای اثبات مستقيم قضيه ها، بايد شكل اعداد را به درستی در نظر بگيريم:

شکل فارسیشکل رياضیشکل فارسیشکل رياضی

2k2اعداد زوجk 2 و ¢kدو عدد زوج دلخواه

2 1k - 2 يا 1k 2اعداد فرد+ 1k + 2 و 1¢ +kدو عدد فرد دلخواه

n n و 2kدو عدد متوالی1+ 2 و 2k دو عدد زوج متوالی+
n + و2 n +1 ،n2سه عدد متوالی 1k - 2 و 1k متوالی+ دو عدد فرد

{ , , }|a
b
a b bÎ ¹ عدد مضرب nqnعدد گويا0

 در مورد گويا يا گنگ  بودن جمع، تفريق و ضرب اعداد داريم:

جمع و تفريق (نوع اثبات)ضرب

هر دو گوياگويا (اثبات مستقيم)گويا (اثبات مستقيم)

(اگر عدد گويا صفر باشد، صفر ولی ضرب گويای ناصفر در گنگ، 
يکی گويا و يکی گنگگنگ (برهان خلف)گنگ است.)

هر دو گنگممکن است گنگ يا گوياممکن است گنگ يا گويا

p استفاده می كنيم. q r p r q rÚ Þ º Þ Ù Þ( ) (  در اثبات با در نظر گرفتن همۀ حالت ها از درستی هم ارزی(

xy است. x برابر y» x و ميانگين هندسی دو عدد مثبت y+
2 x برابر y»  ميانگين حسابی دو عدد

n كه اول نيستند (در فرض درست نيستند)؛ پس  =1 4,  الف) مثال نقض بايد در فرض درست بيايد، ولی حكم را رد كند.
مثال نقض به حساب نمی آيند، اما: 

n = Þ + =2 2 1 5
2

n = Þ + =3 2 1 9
3 غيراول  

n = Þ + =5 2 1 33
5 غيراول  

2 غيراول است؛ پس مثال نقض هستند. اين گزاره درست است. 1
n + n اعداد اولی هستند كه به ازای آن ها = 5 n و = 3 بنابراين

n در نظر می گيريم: + 4 n و + 3 ، n + 2 ، n +1 ،n ب) پنج عدد صحيح متوالی را
n n n n n+ + + + + + + + = + = + =( ) (n ) (n ) ( )1 2 3 4

5

5 10

5
2 عدد وسطی  

پس اين گزاره نيز درست است.
) قطعاً گنگ  )b a2 2- ± است كه گويا نيست)؛ پس 2 b2 (ريشه های آن

2 0- ¹ پ) حاصل ضرب عدد گنگ در گويای ناصفر، گنگ است.
است. اين گزاره نيز درست است.

a a+
³

1

2
1 ت) ميانگين حسابی همان ميانگين معمولی است؛ پس بايد نشان دهيم: 

´ ´¬ ®¾ + ³ ¬ ®¾ + ³ Û - ³2 2 21
2 1 2 1 0a

a
a a aa ( )

Swnj ½nH¼µÀ

� �� �� با اثبات بازگشتی داريم: 
پس اين گزاره نيز درست است.

بنابراين هر ۴ گزاره درست هستند.
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۲۲ تست و پاسخ 

كدام است؟ ([a ,c ],( , ))2
3b c ، حاصل ab c| اگر

c2 (۴ | |b (۳ 3 | |c (۲ 3
2c (۱

پاسخ: گزینه 

 يک سؤال مشابه تمرين های کتاب درسی! محک خوبی است برای اين که  بفهميد روی ويژگی های عادکردن و ب. م .م مسلط هستيد يا نه.

.[ , ] | |a b b= ) و , ) | |a b a= ، آن گاه a b|  اگر

 ويژگی های عادکردن
¬ مقسوم عليهِ سمت راست ® |  مضربِ سمت چپ 

توضيحنماد رياضیرديف

۱a b ma mb| |Þ.ضرب کنيم m می توانيم دو طرف را در عدد صحيح

۲a b a mb| |Þ.ضرب کنيم m فقط سمت راست را در عدد صحيح دلخواه

۳a b a bn n| |Þ.برسانيم n دو طرف را به توان عدد طبيعی

۴a b a bn| |Þ.فقط سمت راست را به توان عدد طبيعی دلخواه برسانيم

۵± ±a a|.هر عدد صحيح خودش و قرينه اش را عاد می کند

۶± ±1| a.1± هر عددی را عاد می کند

۷a هر عدد صحيح، صفر را عاد می کند.0|

۸0 0| a aÞ صفر فقط خودش را عاد می کند.=

۹a b
a c

a b c
|
| |ì

í
ï

îï
Þ اگر a دو عدد b و c را عاد کند، جمع و تفريق آن ها را هم عاد می کند.±

ويژگی های ب.م.م و ک.م.م
a b a b, [ , ]³.³.ï¥ jIµº =

a b a b, ( , )³.³.J jIµº =

۱) ( , )a b = حاصل ضرب عامل های اول مشترک با توان كم تر  

۲) a b
a b a
a b b

| ( , ) | |
[ , ] | |

=
=

۳) [ , ]a b = حاصل ضرب عامل های اول مشترک با توان بيشتر در غيرمشترک ها  

۴)  
( , ) | | ( , )
[ , ] | k | [a ,b]
ka kb k a b
ka kb

= ´
= ´

ì
í
î

ÁoÃ¬n¼T¨ IÎ Â¬ sÄ»

۵)
( , ) [ , ] | |

[ , ] | |
( , )

| |
a b a b ab

a b ab
a b

= Þ =

= =

1
Joò

³.³.J

³.³.¥ » ³.³.J óILUUnH

ì
í
ï

îï

) نماد ب. م. م نماد ک .م .م , ))3b c( ,b c( ,3b c3([a ,c ],2

¬ ®
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گام اول: سمت چپ رابطۀ عادكردن را لاغر می كنيم و سمت راست را چاق می كنيم، می شود:

ab c a c a c
b c b c

| | |
| |

Þ
Þ

2

3

a c a c c c| [ , ] | |2 2 2 2Þ = = گام دوم:

b c b c b| ( , ) | |3 3Þ =

) می شود. | b | , c ) | |2 = b ، پس | | |b c2 گام سوم: شبيه گام اول

۲۳ تست و پاسخ 
a باشد، رقم دهگان كوچک ترين مقدار مضرب ۵ a باقی مانده و خارج قسمت به ترتيب برابر ۱۱ و ۱۳ هستند. اگر b بر a در تقسيم عدد طبيعی

كدام است؟

۸ (۴ ۶ (۳ ۵ (۲ ۱ (۱

پاسخ: گزینه 

 يک سؤال خوب مشابه کنکور سراسری! سؤال های ترکيبی از قضيۀ تقسيم و معادلۀ همنهشتی خيلی مهم هستند و بارها و 
بارها در کنکور از آن ها سؤال آمده است.

 قضيۀ تقسيم را بنويسيد و معادلۀ همنهشتی حل كنيد.

a bq r= + قضية تقسيم

 هر بار كه قضيۀ تقسيم را می نويسيد، شرط باقی مانده را نيز حتماً به همراه آن بنويسيد.
حل معادلة همنهشتی

ax مراحل زير را طی می كنيم: b
m
º برای حل معادلۀ همنهشتی

۱) اگر a و b اعداد بزرگی هستند، همنهشت آن ها به پيمانۀ m را قرار می دهيم.
۲) با اضافه كردن مضارب پيمانه به b كاری می كنيم تا دو طرف بر a بخش پذير باشند.

) باشد، پيمانه را نيز بايد به d تقسيم كنيد؛ اما اگر , )a m d= ۳) دو طرف را به a ساده می كنيم تا x به دست آيد. حواستان باشد اگر
) باشد، بدون تغيير پيمانه، a را از دو طرف ساده كنيد. , )a m =1

a b

a b
11

13 13 11Þ = +( )

گام اول: قضيۀ تقسيم را می نويسيم: 

.0 11£ < b گام دوم: شرط باقی مانده را می نويسيم:

13 11 0 3 1 0 3 1 2 5 9

5
13 3

11 1

5 55

5
b b b+ º ¾ ®¾¾ + º Þ º - + ´ =º

º
گام سوم:

¸
=¾ ®¾¾¾ º Þ = +3

3 5 1

5

3 5 3( , ) b b k

b به دست می آيد. ، يعنی13= k = 2 با توجه به شرط باقی مانده، b بايد بزرگ تر از ۱۱ باشد؛ پس كوچک ترين مقدار b به ازای

a º
5

0

مضرب ۵

³¼v£¶

¾Ã±øï³¼v£¶

Sµv¤ï ZnIi

½kºI¶ïÂ¤IM

a

r

b

q

­

¯

®

®

0 £ <r b
½kºI¶ïÂ¤IM óo{
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a bmin ( ) ( )= + = + =13 11 13 13 11 180 گام چهارم: كوچک ترين مقدار a برابر است با: 

كه رقم وسط آن برابر ۸ است.

۲۴ تست و پاسخ 
2 نسبت به هم اول هستند؟ 1n -- 5 و 3n ++ به ازای چند عدد طبيعی دورقمی n، دو عدد

۸۰ (۴ ۸۱ (۳ ۸۲ (۲ ۷۹ (۱

پاسخ: گزینه 

 اين سؤال بارها و بارها در کنکور مطرح شده است. ببينيد چه جوری ب.م.م با معادلۀ همنهشتی ترکيب می شود.

 اول ب.م.م دو عدد را پيدا كنيد.

. ( , )a b d= برای پيداكردن ب.م.م دو عبارت a و b، بزرگ ترين مقسوم عليه مشترک آن ها را d می گيريم؛ يعنی
d و ويژگی های عادكردن استفاده می كنيم. b| ، d a| ۱) از

۲) جواب های به دست آمده برای d را كنترل می كنيم؛ يعنی می بينيم دو عدد از نظر زوج و فردی يا مضرب عدد خاصی  بودن چگونه هستند 
و ب.م.م می تواند آن عدد خاص باشد يا خير.

: ¢ + ¢a n b an و b+ بررسی يک تيپ مهم: به دست آوردن ب.م.م دو عدد

d an b a n b d
a b
a b

ab ba= + ¢ + ¢ Þ
¢ ¢

= ¢ - ¢( , ) | (KÄHoò ·I¹Ã¶oUj)

 عددی اول بوده و نيازی به اين كار نيست.
a b
a b¢ ¢

 جواب های به دست آمده برای d در حالت كلی نياز به كنترل دارند، اما معمولاً حاصل

 برای به دست آوردن اعداد n به طوری كه ب.م.م برابر d باشد، يكی از دو عدد را به دلخواه انتخاب كرده (مثلاً اولی) و معادلۀ همنهشتی 

d an b an b
d

| + Þ + º0 روبه رو را حل می كنيم: 
 برای به دست آوردن اعداد n به طوری كه ب.م.م برابر يک شود (يعنی دو عدد نسبت به هم اول شوند)، ابتدا از نكتۀ ۲ حالت هايی كه 

ب.م.م غير يک می شود را به دست می آوريم و بعد آن ها را از كل حالت ها كم می كنيم.

. ( , )n n + =1  ب.م.م هر دو عدد متوالی برابر يک است؛ يعنی1
. ( , )2 1 2 1 1n n- + =  ب.م.م هر دو عدد فرد متوالی برابر يک است؛ يعنی

. ( , )2 2 2 2n n + =  ب.م.م هر دو عدد زوج متوالی برابر دو است؛ يعنی
.[ , ] | |a a1 = ) و , )a 1 1=

. ( , )2 1 5 3n n d- + = گام اول: ب.م.م دو عدد را d می گيريم؛ يعنی

d n
d n

d
d
d

d|
| | ( )
2 1

5 3

2 1

5 3
6 5 11

1

11

0-
+

Þ
-

= - - = ¾ ®¾¾
=
=

ì
í
î

>

d باشد، اما محاسبۀ اين اعداد دشوار است. پس از اصل متمم استفاده می كنيم؛ يعنی  گام دوم: بايد اعداد n را طوری به دست آوريم كه1=

حالت هايی كه ب.م.م برابر ۱۱ می شود را پيدا كرده و از كل اعداد دورقمی كم می كنيم:
2 را بگيريم. 1n - 2 را به دلخواه می گيريم، اما چون ضريب ۲ كوچک تر است، بهتر است 1n - 5 يا 3n + يكی از اعداد

11 2 1 2 1 0 2 1 11 12

11 11

2 11 1
| ( , )n n n- ¾ ®¾¾¾ - º Þ º + = ¾ ¸

=
·IMp ¾M

ÂTz¿¹µÀ

2 ®®¾¾¾ º Þ = +n n k
11

6 11 6
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k عدد n دورقمی می شود؛ پس ۸ عدد دورقمی n داريم كه به ازای آن ها ب.م.م برابر ۱۱ می شود. از طرفی  =1 2 8, , , گام سوم: به ازای
90 عدد دورقمی n داريم كه ب.م.م برابر يک می شود؛ يعنی به ازای آن ها دو عدد نسبت به هم اول اند. 8 82- = ۹۰ عدد دورقمی داريم، پس

۲۵ تست و پاسخ 
a بر ۶۶ برابر ۴۱ باشد، رقم  -- مجموع باقی مانده و نصف خارج قسمت تقسيم عدد طبيعی a بر ۱۷ برابر ۲۱ است. اگر باقی ماندۀ تقسيم13

دهگان كوچک ترين مقدار a كدام است؟

۳ (۴ ۶ (۳ ۵ (۲ ۸ (۱

پاسخ: گزینه 

 تبديل مقسوم  عليه به مضارب آن
باشد؛ پس  ۱ برابر   ۷ بر   a باقی ماندۀ  كنيد  فرض  مثلاً  می كنيم،  مناسب  افراز  را  قسمت  خارج  آن،  مضارب  به  مقسوم عليه  تبديل  برای 
. برای اين كه باقی ماندۀ a را بر ۱۴ پيدا كنيم (به جای اين كه دو طرف را در ۲ ضرب كنيم)، دو حالت برای q در نظر می گيريم: a q= +7 1

q k k= Þ = + = +2 7 2 1 14 1( ) a ( k)Z»p

q k= + Þ = + + = +2 1 7 2 1 1 14 8( ) a ( k ) kjoÎ

پس باقی ماندۀ a بر ۱۴ برابر ۱ يا ۸ است.
q k a= Þ = + = +3 7 3 1 21 1( k) k يا اگر باقی ماندۀ a را بر ۲۱ بخواهيم، برای q سه حالت در نظر می گيريم: 
q k a k k= + Þ = + + = +3 1 7 3 1 1 21 8( )
q k a k k= + Þ = + + = +3 2 7 3 2 1 21 15( )   

پس باقی ماندۀ a بر ۲۱ برابر ۱، ۸ يا ۱۵ می تواند باشد.

گام اول: قضيۀ تقسيم، شرط باقی مانده و ارتباط بين باقی مانده و خارج قسمت كه درصورت سؤال گفته شده را به زبان 

aرياضی می نويسيم: q r
r

r q r q a q q q

= +
£ <

+ = Þ = - Þ = + - = +

ì

í
ïï

î
ï
ï

17

0 17

2
21 21

2
17 21

2
33

2
21( )

a k a k I= + Þ - = +33 21 13 33 8 ( ) q می گيريم:  k= 2 q غيرصحيح می شود)، پس
2 q بايد زوج باشد (در غير اين صورت گام دوم:

1 2 13 66 8) k t a t= Þ - = +  گام سوم: با توجه به درس نامه برای اين كه مقسوم عليه برابر ۶۶ شود، دو حالت برای k می گيريم: 

2 2 1 13 66 41) k t a t= + Þ - = +  a بر ۶۶ برابر ۴۱ است.)  -13 (چون باقی ماندۀ
r t+ + =2 1 21 :Â¹÷Ä r t+ + =4 2

2
و21 q k t t= = + = +2 2 2 1 4 2( ) گام چهارم:

t و در نتيجه كم ترين مقدار a از رابطۀ (I) به دست  = 2 r بگيريم، كم ترين مقدار t يعنی =16 گام پنجم: اگر بزرگ ترين مقدار باقی مانده يعنی
amin ( )= + =33 5 21 186 می آيد: 

k می شود.) = 5 2 و 10k = ، آن گاه t = 2 رقم دهگان اين عدد برابر ۸ است. (دقت داريد كه اگر

۲۶ تست و پاسخ 

( / )10 3 16 مربع كامل مضرب ۷۵ وجود دارد؟ چند عدد چهاررقمی
۵ (۲   ۴ (۱

۱۰ (۴   ۹ (۳

پاسخ: گزینه 

شده  اشاره  موضوع  اين  به  کتاب  تمرين  چند  در  اما  ندارد،  وجود  درسی  کتاب  در  اول  اعداد  نام  به  درسی  که  است  درست   
است؛ به علاوه اين که در سال های اخير از اين موضوع در کنکور سؤال آمده است؛ پس آن را به خوبی تحليل کنيد.

75
2| xاز ١٠٠٠ تا کم تر از ١٠٠٠٠

مربع كامل مضرب ۷۵ وجود دارد چند عدد چهاررقمی
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75 3 5
2= ´

 بخش پذيری و عامل ها
، آن گاه a مقسوم عليه b (b بر a بخش پذير) و b مضرب a است. a b| ۱) اگر
.m n£ a فقط وقتی برقرار است كه am n| a باشد، رابطۀ ¹ ±1 0, ۲) اگر

n تجزيه شود، داريم: p p=
1 2
1 2a a

 ۳) اگر
n (الف b p p b| |Þ Þ

1 2
1 2a a

 p2 و ... بايد در b وجود داشته باشند.
2a ، p1

1a همۀ عامل های  

a (ب n a p p| |Þ
1 2
1 2a a

 p2 و ... با توان كم تر يا مساوی از توان آن در سمت راست می تواند داشته باشد. ، p1 a فقط عامل های

a = ´2 3
a b a می فهميم |2 3

2´ b كه k عامل های ديگر عدد b است، اما از رابطۀ k= ´ ´2 3
2 2 می فهميم 3

2´ | b مثلاً از رابطۀ
. 0 1£ £b 0 و 2£ £a بوده است كه

3 5 75
2 2´ = | x x2 را به دست آوريم به طوری كه: گام اول: بايد اعداد

x2 بر ۷۵ بخش پذير باشد. گام دوم: در تجزيۀ عدد x بايد عامل های ۳ و ۵ وجود داشته باشد تا

x2 شامل52 می شود و رابطۀ عادكردن درست است. دقت داريد اگر x شامل ۵ باشد،
x باشد. k k= ´ ´ =3 5 15 پس x بايد به صورت

1000 15 10000 10 10 15 100
2£ < ¾ ®¾ £ <( )k k گام سوم:

10 3 16
31 6 15 100 3 6 3 4 5 6

 / / , , ,¾ ®¾¾¾ £ < Þ £ £ Þ =k k k
پس ۴ عدد وجود دارد.

۲۷ تست و پاسخ 
6111 بر ۳۳ كدام است؟ باقی ماندۀ تقسيم عدد

۲۷ (۴ ۱۵ (۳ ۶ (۲ ۳ (۱

پاسخ: گزینه 

 به دست آوردن باقی مانده با استفاده از همنهشتی پای ثابت امتحان نهايی و کنکور است. به چگونگی پيداکردن همنهشتی 
اوليه خيلی دقت کنيد.

 تعريف همنهشتی و ويژگی های آن
m. مفهوم اين تعريف اين است كه b و a در تقسيم  a b| - ، هرگاه a b

m
º دو عدد b و a را به پيمانۀ m همنهشت می گوييم و می نويسيم

بر m، باقی ماندۀ يكسانی دارند.
، می توانيم نتيجه های زير را بگيريم: a bmº اگر

توضيح فارسیويژگی

a c b c
m

+ º +
دو طرف را با c جمع (يا تفريق) کنيم (به زبان ديگر اگر عددی از يک طرف به طرف ديگر برود، 

علامت آن عوض می شود).

ca cb
m
º.ضرب کنيم c دو طرف را در

a bn
m

nº.برسانيم n دو طرف را به توان عدد طبيعی دلخواه

a b mk
m
º مضارب پيمانه را به هر طرف که بخواهيم اضافه يا کم کنيم.±

a b
n
º ، آن گاه n m| به جای پيمانۀ m مقسوم عليه آن (يعنی n) را قرار دهيم.اگر
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به دست آوردن باقی ماندة اعداد توان دار
۱) اگر a عددی بزرگ باشد، همنهشت آن به پيمانۀ m كه كوچک تر از آن است (منفی يا مثبت مهم نيست) را قرار می دهيم.

1- به پيمانۀ m باشد. (اگر نشد سعی می كنيم توانی از a كه همنهشت عدد كوچكی به  ۲) توانی از a پيدا می كنيم كه همنهشت ۱ يا
پيمانۀ m باشد، پيدا كنيم.)

an را می سازيم. ۳) با توان رساندن دو طرف و ضرب دو طرف در اعداد مناسب

قضية فرما
. ap

p
- º1 ، آن گاه1 p a/| اگر p اول باشد،

اگر پيمانه اول باشد، با قضيۀ فرما هم می توانيم رابطۀ همنهشتی اوليه بنويسيم.
تغيير پيمانه در همنهشتی

a bº
10

، a bº
15

، آن گاه a bº
30

۱) اگر دو عدد به پيمانۀ m همنهشت باشند، به پيمانۀ مقسوم عليه های m نيز همنهشت هستند. مثلاً اگر
a نيز برقرار است. bº6 و

. a bº
77

، آن گاه a bº
11

a و bº
7

۲) اگر دو عدد به پيمانۀ m و n همنهشت باشند،  به پيمانۀ ک.م.م n و m نيز همنهشت هستند. مثلاً اگر

 در استفاده از نكتۀ دوم دو طرف همنهشتی بايد يكسان باشند.
۳) اگر پيمانه عددی بزرگ و غير اول باشد، می توانيم آن را به ضرب دو عدد (�ه نسبت به هم اول اند) بشكنيم. باقی مانده را به هر دو عدد 

به دست آوريم. سمت راست هر دو همنهشتی را يكسان كرده و از ويژگی ۲ استفاده كنيم. (مثل اين سؤال)

6111 را بر ۳ و ۱۱ به دست می آوريم: 33 است، پس پيمانه را به ۳ و ۱۱ می شكنيم. باقی ماندۀ 3 11= ´ گام اول:

6 0 6 0

3
111

3

º Þ º                  6 1 6 1 6 6
10

11
110

11
6 111

11

º ¾ ®¾¾ º ¾ ®¾ º´

I¶oÎ  â¾Ãñ¤

11 ·H¼U



گام دوم: بايد دو طرف همنهشتی را با زياد يا كم  كردن پيمانه ها يكسان كنيم تا بتوانيم از قضيۀ ک.م.م پيمانه استفاده كنيم:

6 0 2 3 6

6 6

6 6

111
3

111
11

111
33º + ´ =

º

Þ º

۲۸ تست و پاسخ 
15 برقرار است؟ 31´́ 4 به پيمانۀ 1

n ºº به ازای چند مقدار دورقمی n، رابطۀ همنهشتی

۹ (۴ ۸ (۳ ۵ (۲ ۴ (۱

پاسخ: گزینه 

 سؤال بسيار مهمی است که بارها مشابه آن در کنکور آمده است. ببينيد وقتی مجهول درتوان قرار می گيرد، چه کاری بايد انجام دهيد.

 كوچک ترين مقدار n را يک بار به پيمانۀ ۱۵ و بار ديگر به پيمانۀ ۳۱ پيدا كنيد.

 بررسی يک تيپ مهم کنکور

an
m
º به دست آوردن تعداد اعداد n كه1

a و ... اين يعنی n بايد مضرب k باشد. k
m

3
1º ، a k

m
2

1º ، در نتيجه ak
m
º روش اول: با جست وجو كوچک ترين توان a را طوری پيدا كنيم كه1

. اگر همۀ توان ها  a b a bn n- -| ، می توان نتيجه گرفت a b a b a a b bn n n n n

q

- = - + + +- - -( )( )1 2 1�� ����� ����� اتحاد روش دوم: طبق 

عددی طبيعی باشند، از اين اتحاد، نتيجه می شود:
. a b a bk k n n- -| )، آن گاه k n| n عددی طبيعی باشد (يا

k
 اگر

ak بنويسيم و از نتيجۀ بالا استفاده كنيم. m، پس سعی می كنيم m را به صورت1- an| -1
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4 1

15
n º گام اول: به جای پيمانه می توانيم مقسوم عليه های آن را قرار دهيم؛ پس يک بار n را طوری پيدا می كنيم كه راه اول:

.(2 1
2

31
n º 4 (يا 1

31
n º و بار ديگر

4 1 4 1
2
15

2
15

º ¾ ®¾¾¾¾ º Þk k½H¼h²j ·H¼U n بايد باشد؛ يعنی n بايد زوج باشد. k= 2 گام دوم:

2 1 2 1
5
31

5
31

º ¾ ®¾¾¾¾ º Þk k½H¼h²j ·H¼U 2n بايد مضرب ۵ باشد يا n مضرب ۵ باشد.

n می تواند باشد. ۹ مقدار دورقمی برای n وجود دارد. =10 20 90, , , n زوج و بر ۵ بخش پذير است، پس n بايد مضرب ۱۰ باشد؛ بنابراين گام سوم:

راه دوم:

n طبيعی باشد؛ يعنی n بايد زوج باشد.
2 4 وقتی برقرار می شود كه 1 4 1

2 - -| n 15 بنويسيم، 4 1
2= - گام اول: اگر

2 طبيعی باشد؛ يعنی n بايد مضرب ۵ باشد.
5

n 2 وقتی برقرار می شود كه 1 2 1
5 2- -| n 31 بنويسيم، 2 1

5= - گام دوم: اگر

پس n بايد مضرب ۱۰ باشد.

۲۹ تست و پاسخ 

اختلاف b و a كدام نمی تواند باشد؟ a بر ۴۴ بخش پذير است. b456 عدد

۴) صفر ۷ (۳ ۳ (۲ ۵ (۱

پاسخ: گزینه 

 سؤال بسيار مهمی است، مشابه سؤال های کنکور سراسری قانون بخش پذيری بر ۳، ۹، ۴ و ۱۱ مهم تر از بقيۀ اعداد است، 
حتماً آن ها را به خاطر داشته باشيد.

 از قانون بخش پذيری بر ۴ و ۱۱ استفاده كنيد.

a بر اعداد خاص a an n--1 0 قواعد بخش پذيری عدد

توضيح فارسیقاعدهپيمانه

۳a يا ۹ a a a a an n n- º + + +
1 0

9 3

0 1
… �

IÄ.هر عدد به پيمانۀ ۳ يا ۹، همنهشت مجموع ارقام خودش است

۵a يا ۱۰ يا ۲ a a an n- º
1 0

5 10 2

0


IÄ IÄ.هر عدد، همنهشت رقم يکان خود به پيمانۀ ۵ يا ۱۰ يا ۲ است

۴a يا۲۰ يا ۲۵ يا ۵۰ a a a an n- º
1 0

4

1 0
…

�IÄ هر عدد، همنهشت دو رقم آخر (يکان و دهگان) خود به
پيمانۀ ۴ يا ۲۰ يا ۲۵ يا ۵۰ است.

۱۱a a a a a a an n- º - + - +
1 0

11

0 1 2 3
… �

+ می گذاريم. هر عدد  ارقام را از سمت راست يکی درميان ـ و
به پيمانۀ ۱۱ همنهشت آن است.

a (به جای پيمانه می توانيم مقسوم عليه های آن را قرار دهيم). b
n
º ، آن گاه n m| a و b

m
º  اگر

گام اول: عدد بر ۴۴ بخش پذير است؛ پس بر ۴ و ۱۱ بخش پذير است، از قانون بخش پذيری هر كدام داريم:

a b b b b
b
b
b

b
456 0 6 0 60 0 0

0

4

8

4 4 4 4
0 9º Þ º Þ + º Þ º ¾ ®¾¾

=
=
=

ì
í
ï

îï

£ £

a b b a b a456 0 6 5 4 0 5

11 11 11

º Þ - + - + º Þ + º

| || |a b| || |a b| |-| |a b| || |a b| |-| |a b| || |a b| |-| |a b| |-| |a b| |-| |a b| | a و b اختلاف
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b a a a b= Þ º Þ = Þ - =0 5 5 5

11

0 بايد باشد:  9£ £a a رقم است، پس گام دوم:

b a a a b a= Þ + º Þ º Þ = Þ - =4 4 5 1 1 3

11 11

b a a a a b= Þ + º Þ º - º Þ = Þ - =8 8 5 3 8 8 0

11 11 11

0 می تواند باشد، ولی ۷ نمی تواند باشد. 3 5» , پس اختلاف b و a برابر

۳۰ تست و پاسخ 
۳۰ ظرف ۱۵ليتری و تعداد نامحدودی ظرف ۱۷ليتری داريم. به چند طريق می توان ۸۰۰ ليتر بنزين را با اين ظرف ها جابه جا كرد؟ (از هر ظرف 

با گنجايش كامل استفاده می شود.)

۴) هيچ ۳ (۳ ۲ (۲ ۱ (۱

پاسخ: گزینه 

 معادلۀ سياله هم در امتحان نهايی و هم در کنکور سراسری  از اهميت زيادی برخوردار است. حواستان باشد در امتحان نهايی 
فقط از راه معادلۀ همنهشتی معادله را حل کنيد، اما در کنکور از روش فرمولی هم می توانيد برويد.

15 را حل كنيد. 17 800x y+ =  معادلۀ

ax by c+ =  معادلة سيالة خطی
ax صدق كنند. by c+ = x كه در معادلۀ y» جواب معادله؛ يعنی

) (يعنی ب.م.م ضرايب عدد ثابت c را عاد كند.) , ) |a b c شرط جواب:
روش های حل: الف) همنهشتی ب) استفاده از فرمول

روش همنهشتی:

ax by c by c
a a

+ º Þ º ۱) دو طرف را به پيمانۀ ضريب كوچک تر (علامت مهم نيست) ببريم، مثلاً اگر دو طرف را به پيمانۀ a ببريم می شود: 
۲) معادلۀ همنهشتی را حل كرده و y را پيدا می كنيم.

۳) با قراردادن y در معادله، x را پيدا می كنيم.
روش استفاده از فرمول: اگر بتوانيم با جست وجو، يک جواب معادله به صورت

) را پيدا كنيم؛ كل جواب ها از رابطۀ مقابل به دست می آيد: , )x y0 0

x x b
d
k

y y a
d
k d a b

= +

= - =

ì

í
ï

î
ï

0

0 ( , )

 قبل از حل معادله اگر دو طرف ساده می شوند، بهتر است اول معادله را ساده كنيم.

.15 17 800x y+ = گام اول: تعداد ظرف های ۱۵ليتری و ۱۷ليتری را به ترتيب x و y می گيريم، پس

گام دوم: پيداكردن يک جواب خصوصی دشوار به نظر می رسد، پس از روش معادلۀ همنهشتی استفاده می كنيم. دو طرف را به پيمانۀ ۱۵ می بريم:

15 17 800 2 5 15 20

15
15 0

17 2 800 5

1515

15 15
x y yx+ º ¾ ®¾¾¾¾¾ º + =º

º º,

¸
=¾ ®¾¾¾ º Þ = +2

2 15 1

15

10 15 10( , ) y y k

15 17 15 10 800
17 15 630

15
17 42x k x k k+ + = Þ = - + = - +( ) ( ) y را در معادلۀ اصلی جايگزين می كنيم:  گام سوم:
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0 £ y 0 و 30£ £x x تعداد هستند، هم چنين ۳۰ ظرف ۱۵ليتری بيشتر نداريم، پس بايد جواب هايی را به دست آوريم كه » y گام چهارم:

k هر دو شرط برقرار می شود، پس معادله دو جواب دارد: =1 2, باشد. فقط به ازای
x k
y k

= - +
= +

17 42

15 10
                k

x
y

= Þ
=
=

1
25

25
                k

x
y

= Þ
=
=

2
8

40

۳۱ تست و پاسخ 
كدام است؟ گراف N، مجموع كم ترين و بيشترين مقدار اندازۀ d eG( ) { }== و N a N b NG G G[ ] [ ] [c]== == در گراف G از مرتبۀ ۶ داريم

۱۱ (۱
۱۲ (۲
۱۵ (۳
۱۹ (۴

پاسخ: گزینه 

 مفهوم همسايگی رأس، جديداً به کتاب درسی اضافه شده است. از اين موضوع در کنکور ۱۴۰۱ هم سؤال آمد. اين مطلب 
قابليت ترکيب شدن با ساير موضوعات را دارد، پس از اهميت آن غافل نشويد!

 ببينيد در چه صورتی همسايگی بستۀ رأس های b ،c و a يكسان می شود، بعد كم ترين و بيشترين تعداد يال را به دست آوريد.

تعريف های مقدماتی گراف ساده

توضيح فارسیاسمنماد

V G( ــمجموعۀ رأس های گراف(

E G( ــمجموعۀ يال های گراف(

pتعداد رأس های گراف (که صفر نمی تواند باشد، چون گراف حتماً رأس دارد.)مرتبۀ گراف

qتعداد يال های گرافاندازۀ گراف

deg ( )G vدرجۀ رأس.(G در گراف) متصل است v تعداد يال هايی که به رأس

Dبزرگ ترين درجه در بين کل درجۀ رأس هاماکزيمم درجه

dکوچک ترين درجه در بين کل درجۀ رأس هامينيمم درجه

N aG ( )a همسايگی باز رأس.(G در گراف) وصل هستند a مجموعۀ رأس هايی که به

N aG[ ]a همسايگی بستۀ رأس.(G در گراف) a وصل هستند، به علاوۀ خود a مجموعۀ رأس هايی که به

a از شرط  N aGÎ [ گام اول: هر رأس، عضو مجموعۀ همسايگی بستۀ خودش است؛ يعنی[

a نيز بايد عضو مجموعۀ همسايگی بستۀ رأس b و c شبيه همين . a N cGÎ [ ] a و N bGÎ [ ] داده شدۀ
باشند و اين يعنی b ،c و a بايد همگی به هم وصل باشند.

رأس d هم فقط به e متصل است. كم ترين تعداد يال وقتی به دست می آيد كه گراف به صورت زير باشد؛ يعنی
. qmin = 4

گراف مجموع كم ترين و بيشترين مقدار اندازۀ

q dهمسايگی باز رأس dهمسايگی باز رأس d در 
G گراف

N dGN dGN d( )N d( )N d { }e{ }e===== N aG GN aG GN a[ ]N a[ ]N aG G[ ]G GN aG GN a[ ]N aG GN a =G G=G G== ==G G=G G= =G G=G G

a همسايگی بستۀ رأس
G در گراف
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گام دوم: بيشترين تعداد يال نيز وقتی به دست می آيد كه به غير از d كه فقط به e متصل است، ساير رأس ها 

. qmax همگی به هم وصل باشند كه در اين صورت هر دو شرط داده شده برقرار می شود، پس11=

. q qmin min+ بنابراين15=

۳۲ تست و پاسخ 
حالت مختلف ممكن است داشته باشد؟ است. تعداد رأس های درجه۲ در اين گراف، چند گرافی از مرتبۀ ۶ برابر ۴۰۰ حاصل ضرب درجۀ رأس های

۱ (۲ ۱) صفر  
۳ (۴   ۲ (۳

پاسخ: گزینه 

 متأسفانه کتاب درسی درست و درمان به بحث درجه و شرايط آن نپرداخته است، اما شما اين کار را نکنيد و مسائل متنوع از آن حل 
کنيد؛ چون سؤال های کنکور  در اين چند ساله نشان داده است که طراحان کنکور علاقۀ زيادی به طراحی سؤال های دشوار از اين موضوع دارند.

۴۰۰ را تجزيه كنيد.

 شرايط درجة رأس های گراف
۱) تعداد اعداد برابر تعداد رأس ها يا مرتبۀ گراف است.

2q است. ۲) مجموع درجات برابر با
۳) تعداد رأس های فرد (رأس های با درجۀ فرد)، عددی زوج است.

۴) تعداد رأس های زوج (رأس های با درجۀ زوج) از نظر زوج و فردی مثل مرتبۀ گراف است.
D £ -p 1(۵

d بايد باشد. ³ k p (رأس فول يا رأسی كه به همه وصل است) داشته باشيم، ۶) اگر k رأس از درجۀ1-
۷) در بين درجه ها حتماً عدد تكراری وجود دارد.

 شرايط ۳، ۴، ۵، ۶ و ۷، شرايط لازم درجۀ رأس های گراف هستند؛ اما با وجود برقراری اين شرايط ممكن است گرافی با آن درجه ها 
وجود نداشته باشد. برای اطمينان از گراف بودن درجه، دو راه وجود دارد: ۱) رسم ۲) الگوريتم هاول

الگوريتم هاول برای بررسی گرافی بودن درجه های داده شده (گرافی با درجه های داده شده موجود باشد.)

6الگوريتم 4 5 5 3 2 1 1, , , , , , , مثال:

١6) درجه ها را از بزرگ به کوچک در هر مرحله مرتب می کنيم. 5 5 4 3 2 1 1, , , , , , ,

٢) به تعداد درجۀ ماکزيمم از هر کدام از رأس های جلويی يک واحد کم 
می کنيم. (خود درجۀ ماکزيمم يا اولين درجه از سمت چپ را حذف می کنيم.)

4 4 3 2 1 0 1 4 4 3 2 1 1 0, , , , , , , , , , , ,½nIM»j

KUo¶
¾ ®¾¾

3 2 1 0 1 0 3 2 1 1 0 0, , , , , , , , , ,Þ

٣2) دوباره همين کار را انجام می دهيم. 1 1 0 0 1 0 0 0 0, , , , , , , ,Þ

٤) هر کجا فهميديم که درجات گرافی هستند، درجات اصلی هم گرافی 
هستند و هر کجا فهميديم گرافی نيستند، درجات اصلی هم گرافی نيستند.

1 وجود ندارد (تعداد رأس های فرد  0 0 0 0, , , , گرافی با درجه های
بايد زوج باشد)، پس گرافی با درجه های اوليه هم وجود ندارد.

اين که چندتا درجه٢ داريم 
منظور نيست؛ بلکه درجه های ٢

چند حالت مختلف دارند.

حالت مختلف ممكن است گرافی از مرتبۀ ۶ برابر ۴۰۰

ضرب ٦ عدد کم تر 
از ٦ برابر ٤٠٠
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D است؛ پس ماكزيمم درجه برابر ۵ £ - =p 1 400، از طرفی5 2 5
4 2= ´ گام اول:

5 باشند. واضح است كه گراف با اين درجه ها  5 2 2 2 2, , , , , است. يک حالت اين است كه درجه ها به صورت
وجود دارد. مثلا  ً گراف مقابل:

2 عدد ۴ قرار دهيم و يک  2´ گام دوم: ضرب ۶ عدد (درجه ها) برابر با ۴۰۰ شده است. می توانيم به جای
5 5 4 2 2 1, , , , , Þ گرافی نيست، چون سه رأس فرد داريم. رأس درجه۱ قرار دهيم: 
5 5 4 4 1 1, , , , , گام سوم: شبيه گام دوم درجه ها را به صورت مقابل می گيريم: 

d (به هر رأس حداقل  ³ 2 p است و ۲ رأس درجه۵ به همۀ رأس های ديگر وصل است؛ پس = 6 اما گرافی با اين درجه ها وجود ندارد، چون
. d دو يال وصل می شود) كه نيست چون1=

گام چهارم: پس تعداد رأس های درجه۲ برابر ۴ بوده؛ يعنی فقط يک حالت دارد.

۳۳ تست و پاسخ 
5 چند زيرگراف ۳يالی دارد؟ 5 5 3 3 3, , , , , گراف مكمل گراف G با درجۀ رأس های

۱ (۴ ۲۴ (۳ ۸ (۲ ۱۲ (۱

پاسخ: گزینه 

 گراف مکمل و زيرگراف تازه به کتاب درسی اضافه شده اند، اما در اين چند سال سؤال از آن ها در کنکور نيامده است؛ پس 
بعيد نيست امسال از اين دو مطلب سؤال بيايد.

 گراف مكمل را رسم كنيد.

G مکمل گراف

مثالويژگی هاتعريفنماداسم

گراف مکمل 
G

G

G همان رأس های G رأس های

G يال هايی هستند  است. يال های

G وجود ندارد. که در

q G q G p p( ) ( ) ( ) (+ = -1
2

1

deg (a) deg ( ) (G G a p+ = -1 2

زيرگراف
زيرگراف گراف G، گرافی است كه رأس های آن زيرمجموعۀ رأس های G و يال های آن نيز زيرمجموعۀ يال های G هستند. مثلاً:

®يا

 تعداد زيرگراف ها در حالت كلی فرمول ندارد و بايد به صورت مستقيم يا استفاده از اصل ضرب و انتخاب تعداد آن ها را به دست آوريم.
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p است؛ پس هر رأس درجه۵ به تمام رأس های ديگر وصل است. = 6 گام اول:

بنابراين گراف به صورت مقابل است: 

گام دوم: گراف مكمل به صورت مقابل می شود:           
گام سوم: زيرگراف ۳يالی بايد شامل سه يال ab، ac و bc باشد، اما هر كدام از رأس های d، e و f ممكن است عضو رأس های زيرگراف باشند 

2 زيرگراف وجود دارد. مثلاً ۳ نمونه از آن ها به صورت زير است: 2 2 8´ ´ = يا نباشند (يعنی هر كدام ۲ حالت دارند) پس در كل

                           

۳۴ تست و پاسخ 
هم مرتبه اش چند يال بايد اضافه كنيم؟ گراف كامل اگر اين گراف حداقل تعداد رأس را داشته باشد، برای تبديل آن به ۲۰ يال دارد. منتظمی گراف

۱۵ (۲   ۸ (۱
۲۵ (۴   ۱۶ (۳

پاسخ: گزینه 

 سؤال بسيار مهمی است ترکيب گراف منتظم و کامل. حواستان به رابطه های بسيار مهم گراف منتظم و کامل باشد.

. kp q= 2  در گراف هایk ـ منتظم

گراف منتظم

ويژگی هاتعريفنماداسم

گراف 
گرافی که درجۀ هر رأس ــk ـ منتظم

برابر k است.
0 1£ £ -k p kp که q= 2 (١

٢) گراف فرد منتظم مرتبۀ فرد نداريم (از بين p و k حداقل يکی زوج بايد باشد).
گراف های منتظم خاص

مثالويژگی

qگراف ٠ـ منتظم (گراف تهی) =0 (١
٢) از تعدادی رأس ايزوله تشکيل شده.

از تعدادی يال تشکيل شده است.گراف ١ ـ منتظم

از اجتماع تعدادی چندضلعی تشکيل شده است.گراف ٢ ـ منتظم

Kp ـ منتظم هستند.گراف کامل ( )p -1

همۀ رأس ها به هم وصل هستند.

هم  گراف كامل

درجۀ همۀ رأس ها برابر

منتظمی
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گراف کامل
ويژگی هاتعريفنماداسم

گراف کامل 
p مرتبۀKp

گرافی که هر دو رأس آن مجاورند (به 
هم وصل اند).

p است. ١) درجۀ همۀ رأس ها1-

ـ منتظم است. ( )p -1 ٢) گراف

q p p= -( )1
2

(٣

٤) بيشترين يال را در بين گراف های هم مرتبۀ خود دارد.

مثال:

K5K4K3K2K1

نمودار

) پس داريم: k p< 0 (يا ساده تر 1£ £ -k p kp برقرار است كه q= 2 گام اول: در گراف k ـ منتظم مرتبۀ p رابطۀ

kp = ´ =2 20 40

k بگيريم. = 5 p و = 8 k بوده و p كم ترين مقدار خود را داشته باشد، بايد p< گام دوم: اگر

8 يال است؛ پس با اضافه كردن ۸ يال گراف كامل می شود. 7

2
28

´ = گام سوم: گراف كامل ۸ رأسی دارای

۳۵ تست و پاسخ 
در يک گراف مرتبۀ ۱۰ بين هر دو رأس يا مسير وجود ندارد يا دقيقاً ۲ مسير وجود دارد. اين گراف به چند صورت قابل رسم است؟

۶ (۴ ۵ (۳ ۴ (۲ ۳ (۱

پاسخ: گزینه 

 ساختار گراف های ۲ ـ منتظم در کنکور سراسری بسيار مهم است.

 ببينيد چند گراف ۲ ـ منتظم مرتبۀ ۱۰ داريم.

 مسير در گراف

مثال: تعريف

دنباله ای از رأس های غيرتکراری که رأس های پشت سر هم به مسير
abcdهم وصل اند. مسير

abcd که طول آن ۳ است.تعداد يال های طی شده (يا يکی کم تر از تعداد رأس های مسير)طول مسير مسير
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p انواع گراف های۲ ـ منتظم مرتبة

انواع گراف های۲ـ منتظم  برابر با تعداد حالت هايی است كه می توانيم p را به صورت جمع چند عدد بزرگ تر يا مساوی ۳ بنويسيم. مثلاً 
مرتبۀ ۹ به صورت زير است:

9 6 3= +9 9=

9 3 3 3= + +9 5 4= +

 مسير رأس تكراری ندارد.
 هر رأس يک مسير به طول صفر به خودش است؛ پس تعداد مسيرهای به طول صفر برابر مرتبۀ گراف يا p است.

 تعداد مسيرهای به طول يک، برابر تعداد يال های گراف يا q است.
p است. q+  تعداد مسيرهای به طول حداكثر يک، برابر

 برای به دست آوردن تعداد مسيرها از روی درجه ها ابتدا گراف را رسم و سپس به صورت مستقيم مسيرها را شمارش می كنيم.

Pn نمايش می دهيم. مثلاً:             مسير nرأسی را با

دور در گراف

مثال:تعريف

دنباله ای از رأس های غيرتکراری (به غير از اول و آخر) که دور
acbdaرأس های پشت سر هم به هم وصل اند. دور

acbda به طول ۴تعداد يال های طی شدهطول دور دور

Cn( )n n³ 3 دور nرأسی به طول

            

Cn هستند.  تنها گراف هايی كه بين هر دو رأس آن دقيقاً دو مسير وجود دارد، گراف های
d و b وجود دارد يا بين دو رأس abcd aed و C5 به صورت مقابل بين دو رأس a و d دو مسير مثلا ً در گراف

baed وجود دارد. bcd و فقط دو مسير
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گام اول: تنها گرافی كه بين هر دو رأس آن دقيقاً دو مسير وجود دارد، گراف های دوریCn هستند. 

C (۱۰ضلعی) به صورت مقابل كه بين هر دو رأس دقيقاً دو مسير وجود دارد:
10

مثلاً گراف

گام دوم: اگر بين دو رأس مسير وجود نداشته باشد، گراف ناهمبند می شود؛ پس صورت های ديگر گراف، مدل های ناهمبند مرتبۀ ۱۰ است كه 

به صورت زير است:

10 5 5= +10 7 3= +

10 4 3 3= + +10 6 4= +

بنابراين گراف به ۵ صورت قابل رسم است.

۳۶ تست و پاسخ 

) كدام است؟ , )2 1 ) و گذرنده از نقطۀ , )1 2-- معادلۀ دايرۀ به مركز

x y x y2 2
2 4 5+ - + = (۲   x y x y2 2

2 4 0+ - + = (۱

x y x y2 2
2 4 5+ + - = (۴   x y x y2 2

2 4 0+ + - = (۳

پاسخ: گزینه 

 شعاع دايره برابر با فاصلۀ مركز دايره از نقطه ای واقع بر آن است.

 . r OA= ۱) اگر نقطۀ A بر دايره ای به مركز O و شعاع r واقع باشد، آن گاه

) است. ) ( )x y r- + - =a b2 2 2 )O و شعاع r به صورت , )a b ۲) معادلۀ دايرۀ به مركز

گام اول (محاسبۀ شعاع دايره): با توجه به قسمت (۱) درس نامه داريم: 

O A( , ) ( , )1 2 2 1- » Þ = = - + + = + =r OA ( ) ( )2 1 1 2 1 9 10
2 2

گام دوم (نوشتن معادلۀ دايره): با توجه به قسمت (۲) درس نامه، داريم:

½oÄHj â¾²jI÷¶: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y x x y y x- + + = Þ - + + + + = Þ1 2 10 2 1 4 4 10
2 2 2 2 2 2 ++ - + =y x y2

2 4 5

 هندسه: هندسه (۳): صفحه های ۹ تا ۵۰
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۳۷ تست و پاسخ 

، آن گاه درايۀ سطر اول و ستون دوم وارون ماتريس A كدام است؟ A ==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 5

1 1
اگر

- 5

4
(۴ 5

4
(۳ - 1

4
(۲ 1

4
(۱

پاسخ: گزینه 

2 استفاده كنيد. 2´  از فرمول محاسبۀ واورن ماتريس

.A
ad bc

d b
c a

- =
-

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

1 1 ، ماتريس A وارون پذير است و داريم ad bc- ¹0 A، آن گاه با شرط
a b
c d

=
é

ë
ê

ù

û
ú  اگر

2 كه در درس نامه گفتيم، داريم: 2´  با استفاده از فرمول محاسبۀ وارون ماتريس

A A=
é

ë
ê

ù

û
ú Þ =

´ - ´
-

-
é

ë
ê

ù

û
ú = - -

-
é

ë
ê

ù

û
ú =

-
-1 5

1 1

1

1 1 5 1

1 5

1 1

1

4

1 5

1 1

1

4

5

1 44

1

4

1

4
-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

. 5
4

A-1 می شود پس درايۀ سطر اول و ستون دوم ماتريس

۳۸ تست و پاسخ 

x كدام است؟ y++ AB، آن گاه حاصل BA I++ == 2 B و بدانيم
y

==
-- --

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1

1 3
،A

x x
==

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

3 2
اگر

۴) صفر ۳ (۳ ۲ (۲ ۱ (۱
پاسخ: گزینه 

 سؤال ساده ای که نبايد آن را از دست بدهيد،  برای حل اين سؤال فقط بايد حاصل ضرب ماتريس ها را به دست آورده و در تساوی 
صورت  سؤال قرار دهيد.

۱) اگر A و B دو ماتريس باشند، به طوری كه ماتريس AB قابل تعريف باشد، آن گاه درايۀ سطر iامُ و ستون jامُ ماتريس AB برابر با 
حاصل ضرب سطر iامُ ماتريس A در ستون jامُ ماتريس B است.

I و ...
3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

، I
2

1 0

0 1
=

é

ë
ê

ù

û
ú ۲) منظور از ماتريس I، عضو بی اثر عمل ضرب ماتريس هاست كه ماتريس همانی ناميده می شود و داريم

:(BA و AB (محاسبۀ ماتريس های گام اول

AB
x x

y y
xy x

=
é

ë
ê

ù

û
ú - -

é

ë
ê

ù

û
ú =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

3 2 1

1 3

1 3 6

0 3

BA
y

x x
xy xy
x x

=
- -

é

ë
ê

ù

û
ú

é

ë
ê

ù

û
ú =

+ +
- - - -

é

ë
ê

ù

û
ú

1

1 3

3 2 3 2

3 3 2 3
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(استفاده از فرض سؤال و محاسبۀ خواستۀ آن): گام دوم

1 3 6

0 3

3 2

3 3 2 3

2 0

0 2

y
xy x

xy xy
x x

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú +

+ +
- - - -

é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú AB، پس:  BA I+ = 2 سؤال می گويد

Þ
+ + -

- - - -
é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú

4 3 4

3 3 6 2

2 0

0 2

xy xy y
x xy x

اگر دو ماتريس با هم برابر باشند، درايه های آن ها نظير به نظير با هم برابر است، پس ابتدا درايۀ سطر دوم و ستون اول را در سمت راست و 
سمت چپ تساوی برابر قرار می دهيم:

- - = Þ = - Þ = -3 3 0 3 3 1x x x

4 2 4 2 2
1+ = ¾ ®¾¾ - = Þ ==-xy y yx و سپس يک درايۀ ديگر، مثلاً درايۀ سطر اول و ستون اول را برابر قرار می دهيم: 

x y+ = - + =1 2 1 پس داريم: 

۳۹ تست و پاسخ 

AB، آن گاه مجموع درايه های ماتريس BA كدام است؟ ==
--éé

ëë
êê
êê

ùù

ûû
úú
úú

2 2 2

2 1
A2 و 2 0

0 2
==

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú اگر A ماتريسی اسكالر باشد، به طوری كه

۴) صفر ۵ (۳   ±5 2 (۲ 2 2± (۱

پاسخ: گزینه 

 ماتريس های قطری (و در حالت خاص، اسکالر) خواصی دارند که گاهی در آزمون های تستی مورد پرسش قرار می گيرند. در 
کنکور هم سؤال هايی در مورد اين ماتريس ها داشته ايم. در درس نامه، به تعريف اين ماتريس ها و خاصيتی که در حل اين سؤال به آن ها 

نياز داريم، پرداخته ايم.

 اگر A يک ماتريس اسكالر و B يک ماتريس مربعی هم مرتبه با آن باشد، AB و BA با هم چه ارتباطی دارند؟

۱) ماتريس قطری، ماتريس مربعی است كه همۀ درايه های غيرواقع بر قطر اصلی آن صفر باشند. در حالت خاص، اگر تمام درايه های واقع 
بر قطر اصلی با هم برابر باشند، ماتريس را اسكالر می ناميم.

۲) يكی از مهم ترين ويژگی های ماتريس های اسكالر اين است كه ماتريس های اسكالر با ماتريس های مربعی هم مرتبۀ خود تعويض پذيرند، 
AB. دليل ساده ای هم دارد، هر ماتريس اسكالر را  BA= يعنی اگر A يک ماتريس اسكالر و B ماتريسی هم مرتبه با A باشد، آن گاه

I .A عضو بی اثر عمل ضرب ماتريس هاست، پس داريم:
a
a

aI=
é

ë
ê

ù

û
ú =

0
0

می توان به صورت ضريبی از ماتريس  همانی در نظر گرفت، مثلاً

AB aIB aB
BA B aI a BI aB

AB BA
= =
= = =

ü
ý
þ

Þ =
( ) ( )

،BA AB= =
-é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

2 2 2

2 1

 با توجه به قسمت ۲ درس نامه، نيازی به محاسبۀ ماتريس های A و B نداريم و می توان گفت
پس مجموع درايه های ماتريس BA برابر است با:

2 2 2 2 1 5+ - + + =( )

é2 0

ë0 2- -3 3- -3 3- - x x
4 3+ +4 3+ +xy4 3xy4 3+ +4 3+ +xy+ +4 3+ +
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۴۰ تست و پاسخ 

1401(AB) با كدام ماتريس برابر است؟ ، آن گاه ماتريس B == --[[ ]]2 1 A و ==
éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

4

7
اگر

BA (۴ O (۳ AB (۲ I (۱

پاسخ: گزینه 

 محاسبۀ توان های بزرگ ماتريس های مربعی از سؤال های پرتکرار در آزمون های آزمايشی هستند؛ البته نمونۀ کنکوری هم دارند، 
ضمن اين که يکی از تمرين های کتاب درسی هم به آن پرداخته است (تمرين ۵ صفحۀ ۲۰ کتاب هندسۀ ۳)؛ پس درس نامه را خوب ياد بگيريد.

) قابل حدس است. )AB n ) را حساب كنيد. به روندی می رسيد كه براساس آن )AB 2  ماتريس

A2 را به دست آوريد. ممكن است حالت های زير پيش بيايد: برای محاسبۀ توان های بزرگ ماتريس مربعی A، ابتدا ماتريس

۱) A O A On2 = Þ =

۲) A A A An2 = Þ =

۳) A A A An n2 1= Þ = -l l

A15 را می خواستيد،  A رسيديد و ماتريس I2 = - A2 بنويسيد؛ مثلاً اگر به An را برحسب A، آن گاه بايد I2 = - A يا I2 = ۴) اگر

A A A I A I A IA A15 2 7 7 7 7
1= = - = - = - = -( ) . ( ) ( ) . اين طور عمل كنيد: 

A برسيد كه در اين صورت  O3 = A3 را هم حساب كنيد؛ مثلاً ممكن است به  اگر هيچ كدام از حالت های بالا اتفاق نيفتاد، بايد ماتريس
A25 را بخواهيد كه در اين صورت اين طور بايد عمل كنيد: A برسيد و مثلاً ماتريس I3 = A يا اين كه به On = n داريد ³ 3 به ازای

A A A A A I A IA A25 24 3 8 8= = = = =. ( ) .

مثلاً آيد،  دست  به  روند  يک   An مورد در  بلكه  نيفتد؛  اتفاق  بالا  حالت های  از  هيچ كدام   A3 و  A2 محاسبۀ با  است  ممكن  البته   

.A
nn =

é

ë
ê

ù

û
ú

1

0 1
، در اين صورت می توان حدس زد كه A3

1 3

0 1
=

é

ë
ê

ù

û
ú A2 و

1 2

0 1
=

é

ë
ê

ù

û
ú

راه حل اول:
:(C AB== (محاسبۀ ماتريس گام اول

C AB= =
é

ë
ê

ù

û
ú -[ ] =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

4

7
2 1

8 4

14 7
، پس:  B = -[ ]2 1 A و =

é

ë
ê

ù

û
ú

4

7
داريم

:( C2 گام دوم (محاسبۀ ماتريس

C C2
8 4

14 7

8 4

14 7

8 4

14 7
=

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú = ، پس:  C =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

8 4

14 7
داريم

:( C1401 (محاسبۀ ماتريس گام سوم

. ( )AB AB1401= C، يعنی Cn = ، پس برای هر عدد طبيعی n داريم C C2 = با توجه به حالت (۲) درس نامه، از آن جا كه
راه حل دوم:

BA = -[ ]é

ë
ê

ù

û
ú = [ ]2 1

4

7
1 بياييد اول ماتريس BA را حساب كنيم: 

( ) [ ]
[ ] [ ] [ ]

AB ABABAB ABAB A B AB1401

1 1 1

1= = = حالا بنا به تعريف توان در ماتريس ها، داريم: 
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۴۱ تست و پاسخ 

x) دارد؟ , )y  چند جواب برای
ax y
x y

-- ==
++ ==

ìì
íí
îî

9

3 6 12
x) حاصل نشود، آن گاه دستگاه , )y  جوابی برای

2 4

2 6

x y
ax y

-- ==
++ ==

ìì
íí
îî

اگر از دستگاه

۴) بی شمار ۳) صفر  ۲) صفر يا بی شمار  ۱) يک 

پاسخ: گزینه 

حالت های  روی  و  بخوانيد  حتماً  را  درس نامه  پس  هستند.  آزمايشی  آزمون های  در  پرتکراری  سؤال های  سؤال ها،  تيپ  اين   
مختلف تعداد جواب های دستگاه های دو معادله ـ دومجهولی مسلط باشيد.

در دستگاه دو معادله ـ دومجهولی خطی:

 اگر دو خط تشكيل دهندۀ آن بر هم منطبق باشند، بی شمار جواب دارد.
 اگر دو خط تشكيل دهندۀ آن متقاطع باشند، يک جواب دارد.

 اگر دو خط تشكيل دهندۀ آن موازی (فاقد نقطۀ مشترک) باشند، جواب ندارد.

 را در نظر بگيريد. می توان گفت جواب اين دستگاه، نقطۀ مشترک دو 
ax by c
a x b y c

+ =
¢ + ¢ = ¢

ì
í
î

 دستگاه دو معادله ـ دومجهولی

¢ است؛ پس: ¢ + ¢ = ¢L a x b y c: L و ax by c: + = خط

، آن گاه دستگاه  a
a

b
b

c
c¢ = ¢ = ¢ ۱) اگر اين دو خط بر هم منطبق باشند، يعنی يكی از معادله ها ضريبی از معادلۀ ديگر باشد يا به عبارت ديگر

بی شمار جواب دارد.

، آن گاه دستگاه يک جواب (جواب  a
a

b
b¢ ¹ ¢ ۲) اگر اين دو خط متقاطع باشند، يعنی شيب های آن ها با هم برابر نباشد يا به عبارت ديگر

منحصربه فرد) دارد.

، آن گاه دستگاه  a
a

b
b

c
c¢ = ¢ ¹ ¢ ۳) اگر اين دو خط موازی (فاقد نقطۀ مشترک) باشند، يعنی شيب های آن ها با هم برابر باشند يا به عبارت ديگر

جواب ندارد.

(تحليل دستگاه اول): گام اول

2 1

2

4

6a
= - ¹ ) حاصل نشود، طبق حالت (۳) درس نامه بايد:  , )x y  جوابی برای

2 4

2 6

x y
ax y

- =
+ =

ì
í
î

برای آن كه از دستگاه

2 1

2
4

a
a= - Þ = - - كه برقرار است، پس كافی است:  ¹1

2

4

6

گام دوم (تحليل دستگاه دوم):

 است كه از دو خط با شيب های متفاوت تشكيل شده است، به عبارت ديگر طبق 
- - =

+ =
ì
í
î

4 9

3 6 12

x y
x y

a دستگاه دوم به صورت = -4 به ازای

- پس يک جواب دارد. ¹ -4

3

1

6
حالت (۲) درس نامه،

۴۲ تست و پاسخ 
1 كدام است؟

| |A
Aآن گاه دترمينان ماتريس ، | | A | A A | | A |++ == 2 باشد، به طوری كه 2´́ اگر A يک ماتريس وارون پذير

- 1

2
(۴   1

2
(۳   -1(۲ ۱ (۱

پاسخ: گزینه 
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در  که  دترمينان ها  از  ويژگی  يک  دانستن  با  صرفاً  ولی  باشند،  داشته  ترسناک  قيافه های  است  ممکن  سؤال ها  تيپ  اين   
| بايد مانند يک عدد ثابت برخورد کنيد. |A درس نامه آمده است، حل می شوند. دقت کنيد که با

 در داخل دترمينان سمت چپ تساوی، از ماتريس A فاكتور بگيريد.

. | | | |kA k A= 2 2 داريم 2´ . مثلاً برای ماتريس های | | | |kA k An= n و k عددی حقيقی باشد، آن گاه n´ اگر A يک ماتريس

:( | |A (محاسبۀ گام اول

، داريم: || | | | |A A A A+ = از تساوی

| (| | ) | | | (| | ) . | | | | (| | ) .A A A A A A AA+ = ¾ ®¾¾ + = Þ +´1 1 12 2 2 2

SMIY jkø���
|| | | |A A- =0

Þ + - = Þ
+ - = Þ + = Þ + = ± Þ

=
((| | ) ) | |

(| | ) (| | ) | |
| |
|A A

A A A
A

1 1 0
1 1 0 1 1 1 1

0

2

2 2

AA
A

|
| |

= -
ì
í
î

=

ì

í
ï

î
ï

2

0

| را می پذيريم. |A = -2 | و با توجه به مقادير به دست آمده در بالا، فقط |A ¹0 چون سؤال گفته كه A وارون پذير است پس
گام دوم (محاسبۀ خواستۀ سؤال):

2 است، داريم: 2´ 1 هم از درس نامه استفاده می كنيم. از آن جا كه A ماتريسی
| |A

Aبرای محاسبۀ دترمينان ماتريس

|
| |

| (
| |
) | |

| |
1 1 1 1

2

2

A
A

A
A

A
= = = -

۴۳ تست و پاسخ 

2 كدام است؟ 1

2

2(I A)-- ، آن گاه دترمينان ماتريس A ==
--

--

éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

1 2 5

0 3 6

2 1 4

اگر

۲ (۴ ۱ (۳   0 5/ (۲ 0 125/ (۱

پاسخ: گزینه 

 اين مدل سؤال ها بسيار مهم و روتين کنکور هستند. البته پيچيدگی خاصی هم ندارند و صرفاً بايد دقت کنيد که در محاسبۀ 
زمان  در  تا  دهيد  انجام  مناسب  طور  به  را  دترمينان  بسط  که  باشد  حواستان  و  نکنيد  محاسباتی  اشتباه   3 3´ ماتريس های دترمينان 

صرفه جويی شود.

I را حساب كرده، از ويژگی های دترمينان استفاده كنيد. A- 1

2
2 را تشكيل دهيد. دترمينان 1

2

2( )I A-  لازم نيست ماتريس

3 را نسبت به سطر يا ستونی كه بيشترين درايۀ صفر را دارد، انجام دهيد تا محاسباتتان كم شود.  3´ ۱) بسط دترمينان

يعنی است،  معتبر  هم   n = برای1- رابطه  اين  (البته   | | | |A An n= آن گاه باشد،  n عددی طبيعی  و  مربعی  ماتريس  يک   A اگر   (۲

 .( | | | |
| |

A A
A

- -= =1 1 1

. | | | |kA k An= n باشد، آن گاه n´ ۳) اگر k عددی حقيقی و A ماتريس
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:( I A-- 1

2
(تشکيل ماتريس گام اول

I A- =
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

-
-

-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=1

2

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 5 1 2 5

0 1 5 3

1 0 5 2

1/ /
/
/

/ 55 1 2 5

0 0 5 3

1 0 5 1

- -
- -
- -

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

/
/
/

، پس:  A =
-

-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

1 2 5

0 3 6

2 1 4

داريم

:( | |I A-- 1

2
(محاسبۀ گام دوم

در ستون اول (يا سطر دوم)، صفر داريم پس بهتر است برای سادگی محاسبات، بسط دترمينان را نسبت به يكی از آن ها انجام دهيم. نسبت به 

| | / ( / / ) ( / ) / / /I A- = - - + - = - + =1

2
1 5 0 5 1 5 0 1 3 1 25 1 5 1 75 0 25

ستون اول انجام داده ايم: 

(محاسبۀ خواستۀ سؤال): گام سوم

| را به دست بياوريم، با توجه به قسمت های (۲) و (۳) درس نامه داريم: ( ) |2
1

2

2I A- می خواهيم حاصل

| ( ) | | ( ) | | |2
1

2
2

1

2
8

1

2

2 3 2 2I A I A I A- = - = -

8
1

4

8

16

1

2
0 5

2´ = = =( ) / ، خواستۀ سؤال می شود:  | | /I A- = =1

2
0 25

1

4
از آن جا كه

۴۴ تست و پاسخ 

، سه واحد می افزاييم تا ماتريس B حاصل شود،  a22 ، دو واحد كم كرده و به درايۀ a11 A را در نظر بگيريد. از درايۀ
y
x z z
y

== --
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

0 2

2 0

ماتريس

كدام گزينه درست است؟

| | | |A B= (۴ | | | |A B= -6 (۳ | | | B |A = -1(۲ | | | B |A = +1(۱

پاسخ: گزینه 

3 در  3´  باز هم مثل سؤال قبل، تأکيد می کنيم اين گونه سؤال ها در کنکور بسيار رايج است. کلاً سؤال های دترمينان های
کنکور، معمولاً مثل اين سؤال پيچيدگی خاصی ندارند، فقط بايد حواستان باشد که اشتباه محاسباتی نکنيد.

 دترمينان ماتريس A را حساب كنيد.

3 را نسبت به سطر يا ستونی انجام دهيد كه بيشترين صفر را دارد. 3´ بهتر است بسط دترمينان

:( | |A (محاسبۀ گام اول

با توجه به اين كه سطر اول صفر دارد، بسط دترمينان را نسبت به آن انجام می دهيم:

| | ( ) ( )A
y
x z z
y

y z x zy x= - = - - + + =
0 2

2 0

0 2 0 2 2 4

(پيداکردن خواستۀ سؤال): گام دوم

| به y و z وابسته نيست و تغيير آن ها روی حاصل دترمينان بی تأثير است، پس |A ، بنابراين | |A x= 4 همان طور كه در گام اول ديديد،
. | | | |B A=
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۴۵ تست و پاسخ 
B و A به فاصلۀ ۶ و از خط گذرا بر B و A را در نظر بگيريد. چند نقطه در صفحه وجود دارد كه از حداقل يكی از دو نقطۀ AB == 6 پاره خط

3 باشد؟ 3 به فاصلۀ

۲ (۴ ۶ (۳ ۴ (۲ ۸ (۱

پاسخ: گزینه 

 سؤال مکان هندسی که برای حل آن بايد حواستان به خواصی از مثلث متساوی الاضلاع هم باشد.

 آيا می توانيد فاصلۀ نقاط برخورد دايره های به مركز A و B را از AB حساب كنيد؟

۱) مكان هندسی نقاطی كه از نقطۀ M به فاصلۀ r هستند (r عددی مثبت است) دايره ای به مركز M و شعاع r است.

۲) مكان هندسی نقاطی كه از خط d به فاصلۀ x هستند (x عددی مثبت است) دو خط به موازات d و به فاصلۀ 
x از آن است.

3 برابر طول ضلع است.

2
۳) در مثلث متساوی الاضلاع، طول ارتفاع،

(پيداکردن نقاطی که از حداقل يکی از دو نقطۀ A و B به فاصلۀ ۶ باشند.): گام اول

C و نقاطی كه از B به فاصلۀ ۶ هستند روی دايرۀ A( , )6 نقاطی كه از A به فاصلۀ ۶ هستند روی دايرۀ
AB، اين دو دايره از مركزهای هم می گذرند و تمام نقاط واقع  = 6 C¢ واقع اند. با توجه به اين كه B( , )6
بر اين دو دايره از حداقل يكی از دو نقطۀ A و B به يک فاصله اند، توجه كنيد كه P و Q كه نقاط تقاطع 

اين دو دايره اند، از هر دو نقطۀ A و B به فاصلۀ ۶ هستند.
:(Q و P دقت روی) گام دوم

C¢ هر دو برابر با ۶ است. پس با وصل كردن P و Q به A و B پاره خط هايی به طول ۶ شعاع دو دايرۀ C و
به دست می آيد. طول AB هم كه ۶ بود، پس مثلث های PAB و QAB هر دو متساوی الاضلاع به طول ۶

PH QH= = ´ =3

2
6 3 3 هستند، بنابراين طول PH و QH كه ارتفاع های آن ها هستند، می شود

(پيداکردن خواستۀ سؤال): گام سوم

AB 3 از 3 3 هستند، روی دو خط موازی با AB و به فاصلۀ 3 نقاطی كه از پاره خط AB به فاصلۀ
3 است، پس P و Q هم روی اين  3 قرار دارند. در گام قبل فهميديم كه فاصلۀ P و Q هم از AB برابر با

دو خط واقع اند. مطابق شكل، شش نقطۀ S، R، P، N، M و Q نقاط مطلوب هستند.

۴۶ تست و پاسخ 
) بر نيمساز ربع اول مماس است. كدام نقطه بر اين دايره واقع است؟ , )4 0 دايره ای به مركز

( , )4 2 2 (۴   ( , )4 2 1 (۳ ( , )6 2 (۲ ( , )6 1 (۱

پاسخ: گزینه 

 سؤال آسان ولی بسيار مهم که حتماً نمونۀ آن را قبلاً حل کرده ايد و نبايد آن را از دست بدهيد.

A B

Q

P

6

C C�
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y به دست آوريد. x= ) را از خط , )4 0  فاصلۀ نقطۀ

) است. ) ( )x y r- + - =a b2 2 2 ) و شعاع r به صورت , )a b ۱) معادلۀ دايره ای به مركز
۲) اگر خطی بر يک دايره مماس باشد، شعاع دايره برابر با فاصلۀ مركز دايره تا آن خط است. 

| است. |ax by c

a b
0 0

2 2

+ +

+
ax برابر با by c+ + =0 ) از خط به معادلۀ , )x y0 0 ۳) فاصلۀ نقطۀ

(محاسبۀ شعاع دايره): گام اول

)O از اين  , )4 0 x است و شعاع دايره برابر با فاصلۀ نقطۀ y- =0 y يا x= معادلۀ نيمساز ربع اول به صورت
خط است، پس:

       
r = -

+ -
=| |

( )

4 0

1 1

4

22 2

(نوشتن معادلۀ دايره): گام دوم

با معلوم بودن مركز دايره و شعاع آن، معادلۀ دايره را می نويسيم:
O

r
x y

( , )
( ) ( ) ( )

4 0

4

2

4 0
4

2

2 2 2

=

ì
í
ï

îï
Þ - + - = Þ - + =½oÄHj  â¾²jI÷¶ : ( )x y4 8

2 2

(پيداکردن خواستۀ سؤال): گام سوم

) در معادلۀ دايرۀ به دست آمده صدق می كند. , )6 2 در بين گزينه ها، تنها مختصات نقطۀ

۴۷ تست و پاسخ 
x از مركز دايرۀ C بگذرد، آن گاه عرض  y x y2 2

4 4 4 4 0++ -- -- ++ ==/ ) می گذرد. اگر دايره ای به معادلۀ , )2 3 ) و , )--1 4 دايرۀ C از دو نقطۀ

نقطۀ مركز دايرۀ C كدام است؟

2 8/ (۴   2 6/ (۳ 2 4/ (۲ 2 2/ (۱

پاسخ: گزینه 

 رسم شکل در بسياری از سؤال های هندسه، کمک زيادی به حل می کند. اما حواستان باشد که در خيلی از سؤال ها، نيازی به کشيدن 
شکل دقيق نداريد و شکل فرضی کاملاً راهگشاست. برای اين سؤال هم، يک شکل فرضی می کشيم و به کمک آن حل را انجام می دهيم.

 اگر دايره ای از دو نقطۀ A و B بگذرد، مركز آن بر عمودمنصف پاره خط AB واقع است.

.OO r¢ = O¢ بگذرد، آن گاه C از نقطۀ O r( , ) ۱) اگر دايرۀ
۲) اگر دايره ای از دو نقطۀ A و B بگذرد، مركز آن روی عمودمنصف پاره خط AB قرار دارد. 

۳) با معلوم بودن مختصات دو نقطۀ A و B، می توان معادلۀ عمودمنصف AB را نوشت. عمودمنصف AB خطی است 
كه از نقطۀ وسط AB می گذرد و شيب آن قرينۀ معكوس شيب AB است (يادتان هست كه اگر دو خط بر هم عمود 

) می شود.) )-1 باشند، حاصل ضرب شيب های آن ها
x را حل كرده و ريشه های آن را بر a تقسيم كنيد  bx ac2

0+ + = ax می توانيد معادلۀ bx c2
0+ + = ۴) برای حل معادلۀ درجه دوم

تا ريشه های معادلۀ اول به دست آيند.
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(تحليل سؤال و رسم شکل فرضی): گام اول

با توجه به شكل، اگر O مركز دايرۀ C باشد، آن گاه: 
O (۱ روی عمودمنصف AB واقع است.

C¢ است. C¢ برابر با شعاع دايرۀ ۲) فاصلۀ O از مركز دايرۀ
:(AB نوشتن معادلۀ عمودمنصف) گام دوم

اگر M وسط پاره خط AB باشد، آن گاه: 

M A B MA
B= + ¾ ®¾¾¾ - + + =-1

2

1 2

2

4 3

2

1

2

7

2

1 4

2 3
( ) ( , ) ( , )( , )

( , )

می شـود عمودمنصـف  شـيب  پـس  اسـت،   mAB = -
- -

= -4 3

1 2

1

3
بـا برابـر   AB شـيب  طرفـی  از 

است: صورت  اين  به  عمودمنصف  معادلۀ  پس   .m
mAB

D = - =1
3

D D DD: ( ) : ( ) :y y m x x y x y xM M- = - Þ - = - Þ = +7

2
3

1

2
3 2

)O در نظر بگيريم. , )a a3 2+ D واقع است، می توانيم مختصات آن را به صورت ، از آن جا كه O بر D با توجه به معادلۀ
:( ¢¢C گام سوم (پيداکردن مرکز و شعاع دايرۀ

r¢ بناميم، داريم: O¢ و شعاع آن را ¢ داده شده است، پس اگر مركز آن را + - - + =C x y x y: /2 2
4 4 4 4 C¢ به صورت0 معادلۀ دايرۀ

¢
- - =

- - =
¢ = + - =O r

4

2
2

4

2
2

2 2 4 4 3 6
2 2, / /

(پيداکردن خواستۀ سؤال): گام چهارم

، ¢O ( , )2 2 OO، حالا با در نظر گرفتن r¢ = ¢ r¢ است، يعنی C¢ برابر با همان طور كه در گام اول گفتيم، فاصلۀ مركز دايرۀ C از مركز دايرۀ
¢ داريم: =r 3 6/ )O و , )a a3 2+

OO r¢ = ¢ Þ - + + - = Þ - + = Þ - + =( ) ( ) / ( ) ( ) / /a a a a a a2 3 2 2 3 6 2 3 3 6 10 4 4 3 6
2 2 2 2 2

Þ - + = *10 4 0 4 0
2a a / ( )

a را حل می كنيم و جواب های آن را بر ۱۰ تقسيم می كنيم  a2

4

4 10 0 4 0- + ´ =( / )��� �� حالا با توجه به قسمت (۴) درس نامه، معادلۀ درجه دوم
) به دست آيد: )* تا جواب معادلۀ

a a a a a2 2
4 4 0 2 0 2

2

10
0 2- + = Þ - = Þ = ¾ ®¾¾¾¾¾ = =*( ) /( )  â¾²jI÷¶  JH¼]

O( , ) ( / , / )a a3 2 0 2 2 6+ = a آن گاه مختصات O به دست می آيد:  =0 2/ اگر

۴۸ تست و پاسخ 

x مماس خارج باشد، كدام است؟ y x y2 2
6 2 6 0++ ++ -- ++ == x) و ) (y )-- ++ -- ==2 1 1

2 2 معادلۀ كوچک ترين دايره ای كه بر هر دو دايره به معادله های

x y y2 2
2 3 0+ - - = (۲    x y x y2 2

2 1 0+ + - - = (۱

x y y2 2
2 0+ - = (۴    x y x y2 2

2 1 0+ + - + = (۳

پاسخ: گزینه 

 در سؤال قبل گفتيم که خيلی جاها نيازی به رسم شکل دقيق نداريم، يعنی بعضی جاها نياز به رسم شکل دقيق داريم! اين 
سؤال، از آن سؤال هايی است که برای حل آن نياز به رسم شکل دقيق داريم.
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 دو دايرۀ داده شده را در دستگاه مختصات رسم كنيد.

) است. ) ( )x y r- + - =a b2 2 2 )O و شعاع r به صورت , )a b ۱) معادلۀ دايره ای به مركز
AB ۲) با معلوم بودن مختصات دو سر يكی از قطرهای دايره، می توان معادلۀ آن را نوشت. با توجه به شكل، اگر

قطر دايره باشد، مركز اين دايره وسط پاره خط AB و شعاع آن، نصف طول پاره خط AB است.

(پيداکردن مرکز و شعاع دو دايرۀ داده شده): گام اول

C x y O r
1

2 2

1 1
2 1 1 2 1 1: ( ) ( ) ( , ) ,- + - = Þ = ابتدا مختصات مركز و طول شعاع دو دايرۀ داده شده را پيدا می كنيم: 

C x y x y O r
2

2 2

2 2

2 2
6 2 6 0

6

2

2

2
3 1 3 1 6 2: ( , ) ( , ) ,+ + - + = Þ - - - = - = + - =

C2 در دستگاه مختصات): C1 و (رسم دايره های گام دوم

) و شعاع ۲ است؛   , )-3 1 C2 دايره ای به مركز ) و شعاع ۱ و , )2 1 C1 دايره ای به مركز

كه نمودارهای آن ها در دستگاه مختصات، رسم شده است.

(تحليل شکل و پيداکردن پاسخ سؤال): گام سوم

C2 مماس خارج است. مختصات A و B به راحتی  با توجه به شكل، دايره ای به قطر AB كوچک ترين دايره ای است كه بر هر دو دايرۀC1 و
xبه دست می آيند: x r

x x r
A
B

A O

B O

y yA B
= + = - + = -

= - = - =

ì
í
ï

îï
¾ ®¾¾¾

-= =2

1

2

1

1
3 2 1

2 1 1

1 1( , )
(11 1, )

ì
í
î

پاره خط AB قطر دايرۀ مورد نظر است، پس مركز اين دايره وسط AB و شعاع آن، نصف طول پاره خط AB است، پس:

O :مركز دايره A B O= + Þ - + =1

2

1 1

2
1 0 1( ) ( , ) ( , )               

r :شعاع دايره AB r= Þ = - - =1

2

1

2
1 1 1( ( ))   

( ) ( )x y x y y- + - = Þ + - =0 1 1 2 0
2 2 2 2 2 ) و شعاع ۱ است كه معادلۀ آن می شود:  , )0 1 يعنی دايرۀ مورد نظر، دايره ای به مركز

۴۹ تست و پاسخ 
در يک بيضی، طول كوچک ترين قطر، چهار برابر فاصلۀ كانون تا نزديک ترين رأس است. خروج از مركز اين بيضی كدام است؟

0 5/ (۴ 0 8/ (۳ 0 6/ (۲ 0 4/ (۱

پاسخ: گزینه 

برحسب  را  سؤال  مفروضات  که  است  اين  دهيد؛  انجام  بتوانيد  بايد  بيضی  مبحث  سؤال های  در  که  کاری  مهم ترين  معمولاً   
پارامترهای b، a و c بيان کنيد.

 شكل را رسم كنيد تا فاصلۀ كانون تا نزديک ترين رأس را برحسب پارامترهای بيضی به دست آوريد.
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¢A و  A نقاط  است.  آن  O مركز  و  بيضی  كانون های   ¢F و  F ۱) در شكل رسم شده، 
و بلندترين   AA¢ می شوند. ناميده  غيركانونی  رأس های   ¢B و  B و  كانونی  رأس های 
c و   b ،a پارامترهای  برحسب  پاره خط ها  طول  و  است  بيضی  قطر  كوتاه ترين   BB¢

مشخص شده اند. هم چنين توجه داشته باشيد كه با استفاده از قضيۀ فيثاغورس در مثلث 
. a b c2 2 2= + BOF می توان نتيجه گرفت

فاصلۀ هر كانون تا  ¢ است، طبيعتاً  ¢ = = -F A FA a c ۲) با توجه به شكل، در هر بيضی فاصلۀ هر كانون تا نزديک ترين رأس برابر با
FA است. F A a c¢ = ¢ = + دورترين رأس هم

، خروج از مركز  e c
a

= ۳) ميزان كشيدگی يا بازشدگی بيضی با پارامتری به نام خروج از مركز (e) سنجيده می شود و بنا به تعريف داريم
بيضی هميشه عددی بين صفر و يک است.

. x c
a

= x و ، آن گاه ريشه ها عبارت ا ند از:1= a b c+ + =0 ax اگر bx c2
0+ + = ۴) در معادلۀ درجه دوم

(پيداکردن رابطۀ بين b ،a و c با توجه به فرض سؤال): گام اول

سؤال می گويد طول كوچک ترين قطر بيضی، چهار برابر فاصلۀ كانون تا نزديک ترين رأس است؛ يعنی:
BB FA b a c b a c¢ = Þ = - Þ = -4 2 4 2( ) ( )

(محاسبۀ خواستۀ سؤال با توجه به رابطۀ به دست آمده): گام دوم

a و در نهايت هدف ما  b c2 2 2

2

= +
( )

� �� �� ، از طرفی در هر بيضی داريم b a c= -2

1

( )
( )

� �� �� در گام اول فهميديم كه در بيضی مورد نظر سؤال داريم

e است. پس سعی می كنيم با استفاده از تساوی های (۱) و (۲) رابطه ای پيدا كنيم كه در آن فقط a و c داشته باشيم. اگر طرفين  c
a

= پيداكردن

b a c a c a ca b c2 2 2 2 2
4 4

2 2 2

= - ¾ ®¾¾¾¾ - = -= +( ) ( ) تساوی (۱) را به توان دو برسانيم، داريم: 

Þ - = + - Þ - = + - Þ = + -a c a c ac a c a c ac a c ac2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
4 2 4 4 8 0 3 5 8( )

a2 تقسيم می كنيم: حالا طرفين معادلۀ به دست آمده را بر

5 8 3 0
5 8 3

0 5 8 3 0 5
2 2

2

2 2

2

2

2
2

c ac a c
a

ac
a

a
a

c
a

c
a

a- + = ¾ ®¾¾ - + = Þ - + = Þ¸ ( ) ( ) ee e2
8 3 0- + = *( )

e

e

=

= =

ì

í

ï
ï

î

ï
ï

1

3

5
0 6

(Ï¼L¤®MI¤oÃü)

IÄ

/

5، مجموع ضرايب صفر است، پس:   8 3 0
2e e- + = در معادلۀ

۵۰ تست و پاسخ 
MF MF¢¢ == 3 2 است، اگر نقطۀ M روی اين بيضی طوری واقع باشد كه 7 F¢¢ كه كانون های يک بيضی هستند، فاصلۀ بين دو نقطۀ F و

FMFÆ. طول بلندترين قطر اين بيضی كدام است؟  ¢¢ == 60
 آن گاه

۴ (۴   2 10 (۳ ۶ (۲ ۸ (۱

پاسخ: گزینه 

 سؤال ترکيبی است از موضوع «بيضی» و «قضيۀ کسينوس ها» که مشابه آن را در کنکور هم داشته ايم؛ سؤال مهمی است.

¢FMF استفاده كنيد.  از قضيۀ كسينوس ها در مثلث
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داريم باشد،   a با برابر   y و   x به طول های  دو ضلع  بين  زاويۀ  اگر   ،z و   y ،x اضلاع  به طول  مثلث  هر  در   (۱
z x y xy2 2 2 2= + - cosa

2a است. 2a است، ضمن آن كه طول قطر بزرگ هر بيضی هم برابر با ۲) مجموع فواصل نقاط واقع بر هر بيضی از دو كانون آن برابر با

:(FMF¢¢ (استفاده از قضيۀ کسينوس ها در مثلث گام اول

MF، حالا با استفاده از  x¢ = 3 MF و x= MF، پس در نظر می گيريم MF¢ = 3 سؤال می گويد
¢FMF (قسمت (۱) درس نامه) داريم: قضيۀ كسينوس ها در مثلث

FF MF MF MFMF x x x x x x¢ = + ¢ - ¢ Þ = + - Þ = Þ2 2 2 2 2 2
2 60 28 9 2 3

1

2
28 7. .cos ( )( ) == 2

(محاسبۀ خواستۀ سؤال): گام دوم
MF MF a a+ ¢ = Þ = + ´ =2 2 2 2 3 8



( )
ÂñÃM  oõ¤  ¸ÄoUk¹±M  Ï¼ö

با توجه به قسمت (۲) درس نامه، داريم: 
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فیزیک دوازدهم: فیزیک (۳): صفحه های ۱ تا ۷۷

۵۱ تست و پاسخ 
نمودار مكان ـ زمان متحركی كه در راستای محور x حركت می كند به شكل مقابل است. تندی متوسط متحرک در 

كدام يک از بازه های زمانی زير بيشتر است؟

17 5/ s ۲) صفر تا    12 5/ s ۱) صفر تا
20s 12 تا 5/ s (۴    20s 2 تا 5/ s (۳

پاسخ: گزینه 

 در اين جور سؤال ها بايد حواستان به اين باشد که سؤال از شما تندی متوسط متحرک را خواسته است يا سرعت متوسط! چون 
تندی متوسط به مسافت طی شده و سرعت متوسط به جابه جايی آن بستگی دارد.

 كافی است با توجه به نمودار مكان ـ زمان متحرک مقدار مسافت طی شده در بازه های زمانی مورد نظر را به دست 

s محاسبه و با هم مقايسه كنيد.
tav = 

D
آوريد و تندی متوسط متحرک را با استفاده از رابطۀ

ôw¼T¶  Ák¹Uتندی متوسط: نسبت مسافت پيموده شده به مدت زمان حركت است و از رابطۀ زير محاسبه می شود:

 ½k{ï½j¼µÃQ  SÎIv¶

·I¶pïRk¶

( / )

( )
( )

m s

av
m
s

s
t

­ ®
®

= 

D

s
tav = 

D
2 است؛ بنابراين با استفاده از رابطۀ 5/ s 20 يا

8
s با توجه به نمودار مكان ـ زمان، هر واحد از محور t برابر با

تندی متوسط متحرک را در بازه های زمانی داده شده به دست می آوريم (چون يكای x مشخص نيست، هر خانه روی محور قائم را ۱ واحد در 
s :(۱)نظر می گيريم):

t
sav, /

/ /
1

1

1

8

12 5
0 64= = =



D
 keH»

 keH»

(۲): s
t

sav, /
/ /

2

2

2

13

17 5
0 74= =

�
�

D
 keH»

 keH»

(۳): s
t

sav, /
/ /

3

3

3

13

17 5
0 74= = =



D
 keH»

 keH»

(۴): s
t

sav, /
/ /

4

4

4

7

7 5
0 93= = =



D
 keH»

 keH»      

20s بيشتر از ساير بازه های زمانی است. 12 تا 5/ sيعنی تندی متوسط متحرک در بازۀ زمانی sav,4 پس

۵۲ تست و پاسخ 
نمودار مكان ـ زمان دو متحرک A و B كه در راستای محور x حركت می كنند، به شكل مقابل است. 

t برابر چند متر است؟ s== 5 فاصلۀ اين دو متحرک در لحظۀ

۲۰ (۲   ۱۰ (۱
37 5/ (۴    22 5/ (۳

پاسخ: گزینه 

 اين سؤال را با کمک هندسه هم می توانيم پاسخ بدهيم. حتماً روش تکنيکی را ببينيد.

فیزیک دوازدهم: فیزیک (۳): صفحه های ۱ تا ۷۷

t st s=t s5t s5t s فاصلۀ دو متحرک در لحظۀ فاصلۀ دو متحرک در لحظۀ 
x است. xA Bx xA Bx xx x-x xx xA Bx x-x xA Bx x برابر 
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t با هم  s= 2  معادلۀ مكان ـ زمان دو متحرک A و B را بنويسيد و با توجه به اين كه مكان دو متحرک در لحظۀ
t به دست آوريد. s= 5 برابر است، فاصلۀ آن ها از هم را در لحظۀ

 معادلۀ مكان ـ زمان متحركی كه با سرعت ثابت حركت می كند، به صورت زير است:
¥odT¶  Søow

¾Ã²»H ·I¥odT¶ ·I§¶

·I¶p

 

( / )

( )( )

( )

m s

mm x v t x

s

¬ ®= +
­

¯
0 §§¶

km h m s/ //
/

¸

´
¾ ®¾¾¬ ¾¾¾

3 6

3 6

m و برعكس به صورت روبه رو عمل می كنيم:   s/ km به h/  برای تبديل

 چون شيب نمودار مكان ـ زمان دو متحرک A و B ثابت است، پس حركت آن ها به صورت سرعت ثابت است؛ بنابراين 
معادلۀ مكان ـ زمان آن ها برابر است با:

x vt x
x v t x x v t

x v t x
A A A

x m
A A

B B B
x m

A

B
= + Þ

= + ¾ ®¾¾¾¾ = -

= + ¾

=-

=0

0

15

0

0

0

0

15

®®¾¾¾ = +

ì
í
ï

îï x v tB B 0

t يكسان است؛ بنابراين با توجه به معادلۀ مكان ـ زمان آن ها داريم: s= 2 مكان دو متحرک A و B در لحظۀ
x x v v v v m sA B A B A B= Þ - = Þ - =2 15 2 7 5/ /

t بيشتر از مكان متحرک B است؛ بنابراين فاصلۀ آن ها در اين لحظه برابر  s= 5 با توجه به نمودار مكان ـ زمان، مكان متحرک A در لحظۀ
xاست با: x v v x x mA B A B

v v m s
A B

A B- = - - ¾ ®¾¾¾¾¾ - = - =- =
5 15 5 37 5 15 22 5

7 5/ / / /

t را به دست بياوريم: s= 5  را به دست بياوريم: را به دست بياوريم: می توانيم با استفاده از تشابه مثلث ها، فاصلۀ دو متحرک در لحظۀ

Þ نسبت ارتفاع ها = نسبت قاعده ها = - Þ = =x x m
15

5 2

2

45

2
22 5/

۵۳ تست و پاسخ 
دو متحرک A و B در راستای محور x در حال حركت هستند. نمودار مكان ـ زمان

متحرک A به شكل (الف) و نمودار سرعت ـ زمان متحرک B  به شكل (ب) 

A چند برابر اندازۀ  است. در ۱۰ ثانيۀ نخست، اندازۀ شتاب متوسط متحرک 

شتاب متوسط متحرک B است؟
1

5
(۲   ۵ (۱

  5
3

(۴    3
5

(۳

پاسخ: گزینه 

 شما بايد ويژگی های هر نمودار را بلد باشيد. اين سؤال تمرين خوبی برای محک زدن مهارتتان در نمودارها است.

(الف) (ب)
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t با استفاده از شيب نمودار مكان ـ زمان به دست بياوريد و  s=10 t و s=0  سرعت متحرک A را در دو لحظۀ

a شتاب متوسط آن را محاسبه كنيد. (سرعت متحرک B هم که معلومه!) v
tav = D

D
با استفاده از رابطۀ

v2 باشد، آن گاه شتاب متوسط آن از  t2 برابر با v1 و در لحظۀ t1 برابر با شتاب متوسط: اگر سرعت متحركی در لحظۀ

رابطۀ زير به دست می آيد:

a v
tav

m s

m s

s

¯

­

¯

= =

ôw¼T¶  JIT{

Søow  RHoÃÃûU

·I¶pïRk¶

( / )

( / )

( )2

D
D

vv v
t t
2 1

2 1

-
-

 شيب مماس بر نمودار مكان ـ زمان در هر لحظه بيانگر سرعت متحرک در آن لحظه است؛ بنابراين سرعت متحرک A در 
t برابر است با: s

2
10= t و s

1
0= لحظه های

v m st s( ) /
1 0

4 2

5 0

2

5
= = -

-
=

v m st s( ) /
2 10

0 4

10 5

4

5
= = -

-
= -

a
v
t

a m sav A
A

av A, , /= =
- -

-
Þ = -

D
D

4

5

2

5

10 0

3

25

2 حالا می توانيم شتاب متوسط متحرک A در ۱۰ ثانيۀ اول را به دست آوريم: 

t برابر است با: s
2

10= t و s
1

0= هم چنين با توجه به نمودار سرعت ـ زمان متحرک B، سرعت آن در لحظه های

v m s v m st s t s( ) ( )/ , /
1 20 10

2 0= == =

a
v
t

a m sav B
B

av B, , /= = -
-

Þ = -
D
D

0 2

10 0

2

10

2 بنابراين شتاب متوسط متحرک B در ۱۰ ثانيۀ اول را می توانيم به دست بياوريم: 

| | | |,

,

a
a
av A

av B
=

-

-
=

3

25

2

10

3

5
در آخر نسبت اندازۀ شتاب متوسط متحرک A به اندازۀ شتاب متوسط متحرک B را محاسبه می كنيم: 

۵۴ تست و پاسخ 
مسافت  می رساند.   ( / )6m s i



به  ( / )--4m s i


از را  خود  سرعت   5 s مدت در  می كند،  حركت   x محور  روی  ثابت  شتاب  با  كه  متحركی 

طی شده توسط متحرک در اين مدت چند متر است؟

۹ (۲   ۵ (۱
۲۵ (۴   ۱۳ (۳

پاسخ: گزینه 

 بهترين روش برای محاسبۀ مسافت يا جابه جايی طی شده توسط متحرک، رسم نمودار سرعت ـ زمان متحرک است. پس نمودار 
سرعت ـ زمان متحرک را رسم کنيد و سؤال را قلع و قمع کنيد.

 نمودار سرعت ـ زمان متحرک را رسم كنيد و با استفاده از مساحت بين نمودار و محور t، مقدار مسافت طی شده 
5 را به دست آوريد. s در مدت
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  : ( )v t-  محاسبۀ جابه جايی و مسافت طی شده توسط متحرک به كمک نمودار سرعت ـ زمان
۱) محاسبۀ جابه جايی: مساحت محصور بين نمودار و محور t در هر بازۀ زمانی بيانگر اندازۀ جابه جايی متحرک 

در آن بازۀ زمانی است.  

اگر نمودار بالای محور t باشد، جابه جايی متحرک، مثبت و اگر نمودار زير محور t باشد، جابه جايی متحرک، منفی است. برای مثال در نمودار 
tبالا داريم:

t x S

 n¼d¶  Á¯IM  nHj¼µº

 IU  ÂºI¶p â½pIM nj ÂÄI]ï¾MI]:
1 1

0 D = +
­

11

2 1 2 2

2
0

t t x S
t

 IU   ÂºI¶p â½pIM  nj ÂÄI]ï¾MI]

 IU   ÂºI¶p

: D = -
Þ

¯

ââ½pIM nj ÂÄI]ï¾MI]:

 n¼d¶  ¸ÃÄIQ  nHj¼µº

D D Dx x x S S

t

= + = -
1 2 1 2

۲) محاسبۀ مسافت طی شده:
مسافت طی شده توسط متحرک همواره مثبت است؛ بنابراين برای نمودار بالا داريم:

t l S
t t
1 1 1

2 1

0 IU  ÂºI¶p â½pIM nj ½k{ïÂö SÎIv¶

 IU  ÂºI¶p â½pIM n

: = +
jj ½k{ïÂö SÎIv¶

 IU    ÂºI¶p  â½pIM  nj  ½k{ïÂö  S

: l S
t

2 2

2
0

= +
Þ ÎÎIv¶: l l l S S= + = +

1 2 1 2

¢ با يكديگر متشابه باشند، آن گاه نسبت اضلاع متناظر آن ها با يكديگر برابر است. ¢ ¢AB C  اگر دو مثلثABC و

         

¾MIzU  SLvº

AB
A B

BC
B C

AC
A C

k¢ ¢ = ¢ ¢ = ¢ ¢ =
­

S
S

kABC

AB C¢ ¢ ¢
= 2 هم چنين نسبت مساحت دو مثلث متشابه، برابر با مربع نسبت تشابه است.

اين مدت  6 رسيده است، پس شتاب آن در  m s/ به  -4m s/ از  چون سرعت متحرک 
مثبت بوده و نمودار سرعت ـ زمان به صورت مقابل است:  

با استفاده از تشابه مثلث های (۱) و (۲)، مقدار t را به دست می آوريم:

Þ نسبت ارتفاع ها = نسبت قاعده ها - = Þ = - Þ = Þ =5 6

4
3 10 2 5 10 2

t
t

t t t t s

برای محاسبۀ مسافت طی شده در اين ۵ ثانيه، كافی است مساحت بين نمودار سرعت ـ زمان و محور t در اين 
مدت را به دست بياوريم:

 = ´ + - Þ = + =4 2

2

5 2 6

2
4 9 13

( ) ( ) m

۵۵ تست و پاسخ 
) در حال حركت است. اگر در بازۀ زمانی صفر تا T، مسافت طی شده توسط متحرک / )--2 2m s i



متحركی در راستای محور x با شتاب ثابت

T چند متر بر ثانيه است؟
2 ) باشد، اندازۀ سرعت متوسط متحرک در بازۀ زمانی صفر تا )200m



i 250 و جابه جايی آن برابر m

۳۰ (۴ ۲۰ (۳ ۱۵ (۲ ۱۰ (۱

پاسخ: گزینه 

x برای حل اين سؤال بايد حرکت متحرک را تحليل و بررسی کنيد. مثلاً متحرک تغيير جهت داده است و ابتدا در جهت محور 
حرکت کرده است و ... .

t
1

v

t
t
2

0
SS

22

SSSS
11

مسافت طی شده توسط متحرک

متحرک تغيير 
جهت می دهد.

( )( )20( )( )0( )( )m( )


i 250 و جابه جايی آن برابر m
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 ابتدا مسير حركت رفت و برگشت متحرک را بر روی محور x رسم كنيد، سپس با كمک معادلۀ مكان ـ زمان در 

v به دست آوريد. x
tav = D

D
حركت با شتاب ثابت، مدت زمان حركت را محاسبه كنيد و در آخر سرعت متوسط متحرک را با استفاده از رابطۀ

سرعت متوسط: نسبت جابه جايی به مدت زمان حركت است و از رابطۀ زير محاسبه می شود: (۱ôw¼T¶  Søow

 ÂÄI]ï¾MI]

·I¶pïRk¶

( / )

( )
( )

m s

av
m
s

v x
t

­ ®
®

= D
D

۲) معادلۀ مكان ـ زمان متحركی كه با شتاب ثابت بر روی مسيری مستقيم حركت می كند، به صورت زير است:

·I¶p â¾Ã²»H  ·I§¶

 ¥odT¶( ) ( )s m

x a t v t x x at
↙ ↘

= + + Þ = +
¯

­

¯

­
1

2

1

2

2

0 0

2D vv t

m m s m s

0

2

·I§¶

 ¥odT¶

¥odT¶  JIT{ â¾Ã²»H  Søow

 ¥odT¶

Â

( ) ( / ) ( / )
ÄÄI]ï¾MI]

 ¥odT¶( )m

۳) معادلۀ جابه جايی زمان به شكل مستقل از سرعت اوليه:
D = - +x at vt

m
s

1

2

2

( ) t
á
¾Êd² nj ¥odT¶ Søow

 چون مقدار مسافت طی شده توسط متحرک از اندازۀ جابه جايی آن بيشتر است، پس متحرک تغيير جهت داده است. از طرفی 
چون شتاب متحرک در خلاف جهت محور x است، پس متحرک بايد در جهت محور x حركت كند تا تغيير جهت رخ دهد. هم چنين با توجه به 

200m است. مسير رفت و برگشت آن به صورت شكل «الف» است: 250m و اندازۀ جابه جايی آن اين كه مسافت طی شده توسط متحرک

t3 تا لحظۀ حالا با توجه به شكل (الف) و با استفاده از معادلۀ جابه جايی ـ زمان در حركت با شتاب ثابت، مدت زمان حركت متحرک از لحظۀ
را به دست می آوريم: t4

D D D Dx a t v t t tv m s
a m s1 1

2

0 1

0

2
1

2

1

1

2
25

1

2
2 50

2
= + D ¾ ®¾¾¾¾ - = - Þ ==

=-

/
/

( ) ss

t3 هم به اندازۀ ۵ ثانيه طول می كشد. حالا معادلۀ جابه جايی ـ زمان  t2 تا t4 به اندازۀ ۵ ثانيه طول می كشد، پس از لحظۀ t3 تا چون از لحظۀ

t3 می نويسيم: t1 تا به صورت مستقل از سرعت اوليه در حركت با شتاب ثابت را از لحظۀ

D D D Dx a t v t t tv m s
a m s2 2

2

2

0

2
2

2

2

1

2
225

1

2
20

2
= - + D ¾ ®¾¾¾¾ = - - Þ ==

=-

/
/

( ) 115 s

بنابراين مدت زمان حركت در طی مسير، مطابق شكل «ب» است: 

، ۲۰۰ متر جابه جا شده است؛ بنابراين سرعت متوسط آن در اين بازۀ زمانی برابر است با: T s
2

10= t تا لحظۀ s
1

0= متحرک از لحظۀ

v x
t

v m sav av= Þ =
-

=D
D

200

10 0
20 /

(الف)

(ب)
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۵۶ تست و پاسخ 
نمودار مكان ـ زمان متحركی كه با شتاب ثابت در راستای محور x حركت می كند، به شكل 

چند برابر اندازۀ جابه جايی آن در  زير است. مسافت طی شده توسط متحرک در ۲ ثانيۀ سوم

است؟ ۳ ثانيۀ دوم

5

4
(۴ 4

5
(۳ 3

4
(۲ 4

3
(۱

پاسخ: گزینه 

 با روش های مختلفی می توانيد به اين سؤال پاسخ بدهيد اما بهترين روش، رسم نمودار سرعت ـ زمان آن است.

 ،t نمودار سرعت ـ زمان متحرک را رسم كنيد، سپس با استفاده از تشابه مثلث ها و مساحت بين نمودار و محور 
مسافت و جابه جايی خواسته شده را به دست بياوريد.

۱) شيب خط مماس بر نمودار مكان ـ زمان متحرک در هر لحظه بيانگر سرعت متحرک در آن 
لحظه است. 

         
L v tôi KÃ{ = ( )1

هم چنين می دانيد كه اندازۀ سرعت متحرک در هر لحظه همان تندی متحرک در آن لحظه است.
۲) درس نامه و يادآوری رياضی تست ۵۴ را بخوانيد.

 با توجه به شيب مماس بر نمودار مكان ـ زمان، سرعت متحرک در ۴ ثانيۀ اول مثبت، در 
t منفی است. هم چنين چون متحرک با شتاب ثابت حركت  s= 4 t برابر با صفر و پس از لحظۀ s= 4 لحظۀ

می كند، پس نمودار سرعت ـ زمان آن به صورت يک خط شيبدار مطابق شكل «الف» است:

t است؛ بنابراين با توجه  s
4

6= t تا s3 3= t و ۳ ثانيۀ دوم از لحظۀ s
2

6= t تا s
1

4= ۲ ثانيۀ سوم از لحظۀ
به شكل «ب» و با استفاده از تشابه مثلث ها برای اين دو بازۀ زمانی می توانيم بنويسيم:

S
S

S S2

1

2

2 1

6 4

4 3
4= -

-
Þ =( )

-3
1

S S يا  S
1 2

- S2 و جابه جايی آن در ۳ ثانيۀ دوم برابر با مسافت طی شده توسط متحرک در ۲ ثانيۀ سوم برابر با
است؛ پس داريم:

 

| | | |D Dx
S
S x

S
S

S S= ¾ ®¾¾¾ = ==2

1

4 1

1
3

4

3

4

3

2 1

۵۷ تست و پاسخ 
نمودار سرعت ـ زمان متحركی كه روی محور x حركت می كند، به شكل مقابل است. اگر تندی 

11m باشد، شتاب متوسط متحرک  s/ t برابر s2 10== t تا s1 2== متوسط متحرک در بازۀ زمانی

در اين بازۀ زمانی چند متر بر مربع ثانيه است؟

-0 5/


i (۲    0 5/


i (۱
-0 25/



i (۴    0 25/


i (۳

پاسخ: گزینه 

( , )4 6( ,4 6( ,s s4 6s s4 6( ,4 6( ,s s( ,4 6( ,
زير است. مسافت طی شده توسط متحرک در ۲ ثانيۀ سوم

( , )3 6( ,3 6( ,s s3 6s s3 6( ,3 6( ,s s( ,3 6( , ۳ ثانيۀ دوم

(الف)

(ب)

t مساحت بين اين نمودار و محور
برابر با جابه جايی متحرک است.
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 اگر اين سؤال را به درستی پاسخ داديد، يعنی به تسلط خوبی در اين درس رسيديد.

t s
2

10= t و s
1

2=  شتاب متحرک در مرحلۀ اول و آخر را با يكديگر مقايسه كنيد و سرعت آن را در دو لحظۀ
محاسبه كنيد، سپس با استفاده از مساحت بين نمودار و محور t، شتاب متحرک در مرحلۀ اول حركت را به دست بياوريد و به كمک آن، 

a شتاب متوسط متحرک  v
tav = D

D
t را پيدا كنيد و در آخر با استفاده از رابطۀ s

2
10= t و s

1
2= مقدار سرعت متحرک در دو لحظۀ

در اين بازۀ زمانی را به دست آوريد.

۱) درس نامۀ تست ۵۳ و درس نامۀ تست ۵۴ را بخوانيد.
۲) معادلۀ سرعت ـ زمان متحركی كه با شتاب ثابت بر روی خط راست حركت می كند، به صورت روبه رو است:

¥odT¶  Søow

 ¾Êd²  oÀ  nj

·I¶p

¥odT¶  JIT{

( / ) ( )m s s

v a t v
­

¯

­
= +

0



(( / ) ( / )m s m s2

â¾Ã²»H  Søow

 ¥odT¶

ابتدا با توجه به شكل (الف) شتاب متحرک در مرحلۀ اول و آخر را به دست می آوريم:

a a v
t

a v v

a v v
a aav = = Þ

= -
-

=

= -
-

= -

ì

í
ï

î
ï

Þ = -D
D

1

2

2 1

0

3 0 3

0

12 8 4

3

4

(الف)
t را با استفاده از معادلۀ سرعت ـ زمان به دست می آوريم: s

2
10= t و s

1
2= حالا سرعت متحرک در لحظه های

v at v
v a v a

v a v v
a a
v a

= + Þ
= + Þ =

= - + ¾ ®¾¾¾
=-

=

0

2 1 2 1

10 2

3

4

3

2 0 2

10 8
2 1

1

( )

( )
110 1 1 10 1

3

4
2 3 1 5= - ´ + Þ =

ì

í
ï

î
ï a a v a/

s می توانيم بنويسيم:
tav = 

D
11m است؛ بنابراين با استفاده از رابطۀ s/ t برابر با s

2
10= t تا لحظۀ s

1
2= از طرفی تندی متوسط متحرک از لحظۀ

s
t

mav
s m s
t s
av= ¾ ®¾¾¾¾ = Þ ==
= - =

 



D D
11

10 2 8
11

8
88

/

t را محاسبه می كنيم. (شكل ب) s
2

11= t تا s
1

2= با توجه به مساحت بين نمودار و محور t، مسافت طی شده از لحظۀ

 = + + Þ =
+

+ - +
+

S S S
a a

a
a a

1 2 3

1 1

1

1 1
3 2 1

2
8 3 3

3 1 5 2

2

( ) ( )
( ) ( )

( / ) ( )

=¾ ®¾¾¾ = + + Þ = Þ =88

1 1 1 1 1

2
88 2 5 15 4 5 22 88 4

m a a a a a m s/ / /

(ب)

t را به دست آوريم: s
2

10= t و s
1

2= حالا می توانيم سرعت در لحظه های
v a v m sa m s
2 1

4

2
2 2 4 81

2

= ¾ ®¾¾¾¾ = ´ == / /

v a v m sa m s
10 1

4

10
1 5 1 5 4 61

2

= ¾ ®¾¾¾¾ = ´ ==/ / //

) را محاسبه می كنيم: , )2 10s s در آخر شتاب متوسط متحرک در بازۀ زمانی

a v
t

a a m s a m s iav av av av= Þ = -
-

Þ = - = -D
D

6 8

10 2
0 25 0 25

2 2/ / ( / / )IÄ




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۵۸ تست و پاسخ 
در  اگر  است.  روبه رو  به شكل  x حركت می كند،  راستای محور  در  كه  متحركی  زمان  ـ  نمودار شتاب 

) باشد، تندی متوسط آن در بازۀ زمانی ای كه به صورت  / )3m s i


t سرعت متحرک برابر s== 8 لحظۀ

كندشونده حركت می كند، چند متر بر ثانيه است؟

۵ (۲    4 5/ (۱
2 5/ (۴    1 5/ (۳

پاسخ: گزینه 

 رسم نمودار سرعت ـ زمان از روی نمودار شتاب ـ زمان، کليد حل اين جور تست ها است. تنها چالش اين سؤال، به دست آوردن 
سرعت اوليۀ متحرک است که با کمک آن می توانيد نمودار سرعت ـ زمان آن را رسم کنيد.

 ابتدا سرعت اوليۀ متحرک را با توجه به نمودار شتاب ـ زمان به دست آوريد، سپس نمودار سرعت ـ زمان متحرک 
را با استفاده از مساحت بين نمودار شتاب ـ زمان و محور t رسم كنيد و در آخر تندی متوسط متحرک در بازۀ زمانی خواسته شده را با توجه 

به نمودار سرعت ـ زمان آن محاسبه كنيد.

۱) مساحت محصور بين نمودار شتاب ـ زمان و محور t برابر با اندازۀ تغييرات سرعت است. (شكل «الف»)

| |Dv S=

(الف)
۲) اگر نمودار شتاب ـ زمان بالای محور t باشد، علامت تغييرات سرعت مثبت و اگر پايين محور t باشد، علامت تغييرات سرعت منفی است. 

(شكل «ب»)

( , )0
1
t Dv :تغييرات سرعت در بازۀ زمانی S1 1=

( , )t t
1 2

Dv :تغييرات سرعت در بازۀ زمانی S2 2= -

(ب)
۳) تشخيص تندشونده يا كندشونده بودن حركت به كمک نمودار سرعت ـ زمان  

ÜÜ تندی (اندازۀ سرعت) متحرک در حال كاهش است.   اگر نمودار به محور زمان نزديک شود
ÜÜ حركت متحرک كندشونده است. 

t1 حركت متحرک كندشونده است. برای مثال در نمودار بالا در بازۀ زمانی صفر تا
ÜÜ حركت متحرک تندشونده است. ÜÜ تندی (اندازۀ سرعت) متحرک در حال افزايش است.  اگر نمودار از محور زمان دور شود

t حركت متحرک تندشونده است. t
2 1

IU برای مثال در نمودار بالا در بازۀ زمانی

3m+ است؛ بنابراين با توجه به  s/ t برابر با s= 8 سرعت متحرک در لحظۀ
مساحت بين نمودار شتاب ـ زمان و محور t (شكل «الف») می توانيم سرعت اوليۀ آن را محاسبه كنيم:

Dv v v S S v v v m s= - Þ - + = - Þ - ´ + ´ = Þ = -
8 0 1 2 0 0 0

3 2 4 3 4 3 1( ) ( ) /

(الف)
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حالا می‌توانیم نمودار سرعت ـ زمان متحرک را رسم کنیم )شکل »ب«(:

t به صورت کندشونده در خلاف جهت محور x حرکت می‌کند؛ t2 = t تا لحظهء s
1

4=  متحرک از لحظهء

پس تندی متوسط آن در این بازهء زمانی برابر است با:

 s
t

t

t
s m sav av= =

-

-
= Þ =

D

9 4

2

4

9

2
4 5

( )

( )
/ / �

تست و پاسخ  59
90 در مسیر مستقیمی در حال حرکت است. رانندهء خودرو، مانع ساکنی را در  km h/ خودرویی با تندی ثابت

 18 km h/ 0 باشد، خودرو با سرعت 8/ s فاصلهء ‌80متری از خود می‌بیند و ترمز می‌کند. اگر زمان واکنش راننده

به مانع برخورد می‌کند. برای این‌که خودرو به مانع برخورد نکند، راننده باید زمان واکنش خود را حداقل چند 

ثانیه کاهش دهد؟ )اندازهء شتاب خودرو در حین ترمزکردن، در دو حالت ثابت و یکسان است.(

 0 7/ )4 	 0 6/ )3 	 0 2/ )2 	 0 1/ )1

پاسخ: گزینه 

 مقدار جابه‌جایی طی‌شده در مدت‌زمان واکنش راننده را محاسبه کنید، سپس با استفاده از رابطهء مستقل از زمان، 
شتاب خودرو را به دست بیاورید. در آخر با استفاده از رابطهء مستقل از زمان و معادلهء مکان ـ زمان در حرکت با سرعت ثابت، زمان واکنش 

راننده در حالت دوم را محاسبه کنید.

v1 از مکانx1 و با   1( رابطهء مستقل از زمان: اگر متحرکی بر روی مسیر مستقیم و با شتاب ثابت a حرکت کند و با سرعت
x2 عبور کند، آن‌گاه رابطهء زیر برقرار است )به این رابطه، مستقل از زمان می‌گن، چون t توی رابطه نیست.(: v2 از مکان سرعت

  v v a

m s m s

2

2

1

2
2

¯ ¯

­
- =

¾Ä¼ºIY  Søow ¾Ã²»H  Søow

¥odT¶  JIT{

( / ) ( / )

(mm s

m m

x x

/ )

( ) ( )

( )

2

2 1

¯ ¯
-

¾Ä¼ºIY  ·I§¶ ¾Ã²»H  ·I§¶

�

2( درس‌نامهء تست 52 را بخوانید.

0 ثانیه است؛ پس جابه‌جایی خودرو  8/  گام اول: مدت‌زمانی که طول می‌کشد تا راننده پس از دیدن مانع ترمز کند، برابر با
در این مدت را به دست می‌آوریم:

 D D DDx v t x m
v m s

t s= ¾ ®¾¾¾¾¾¾ = ´ =
= ´ =

=
1 90

10

36
25

0 8
25 0 8 20

/
/ / �

) جابه‌جا می‌شود )شکل الف(؛  )80 20 60- = m گام دوم: از لحظه‌ای که راننده ترمز می‌کند تا لحظه‌ای که به مانع برخورد می‌کند، به اندازهء

بنابراین می‌توانیم شتاب متحرک را با استفاده از رابطهء مستقل از زمان به دست آوریم:

      

v v a x a

a m s

x m
2

2

1

2

1

60

2

2 25 625 2 60

5

1- = ¾ ®¾¾¾ - =

Þ = -

=D D ( )

/

، پس داریم: ( / )v m s
2

0= گام سوم: برای این‌که خودرو به مانع برخورد نکند، باید در جلوی مانع بایستد

 v v a x x x m
2

2

1

2

2 2 2
2 0 625 2 5 62 5- = Þ - = - Þ =D D D( ) / �

)ب(

25m s/

5m s/
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62 جابه جا می شود؛ بنابراين جابه جايی خودرو در مدت زمان واكنش راننده برابر با 5/ m يعنی خودرو از لحظۀ ترمز تا لحظۀ توقف به اندازۀ

است و مدت زمان واكنش راننده در اين مدت برابر است با: 17 5/ mيعنی ( / )80 62 5-

D D D DDx v t t t sx m
v m s= ¾ ®¾¾¾¾ = Þ ==

=1 2

17 5

25 2 2
1

17 5 25 0 7
/
/ / /

0 مدت زمان واكنش خود را كاهش دهد. 1/ sيعنی ( / / )0 8 0 7- گام چهارم: پس راننده حداقل بايد

۶۰ تست و پاسخ 
30m روی يک ريل مستقيم در حال حركت  s/ 150 با تندی ثابت m قطار A به طول

شكل  مطابق  است.  ساكن  مجاور  مستقيم  ريل  روی   200 m طول به   B قطار  است. 

4 می رسد، قطار B  با شتابی 5/ km روبه رو، در لحظه ای كه فاصلۀ ابتدای دو قطار به 

40m می رساند و با همان سرعت به حركت خود ادامه می دهد.  s/ 2 به سمت قطار A شروع به حركت كرده، تندی خود را به 2m s/ به بزرگی

چند ثانيه پس از شروع حركت قطار B، دو قطار به طور كامل از كنار هم عبور می كنند؟ (جهت حركت قطارها مخالف يكديگر است.) 

۷۵ (۴ ۷۰ (۳ ۵۵ (۲ ۵۰ (۱

پاسخ: گزینه 

 سؤالات مربوط به قطار، در کنکور سراسری چندين بار آمده است. پس به سادگی از اين سؤال (و تمام سؤال های ذهنتان) 
رد نشويد!

 وضعيت قطارها را بر روی محور x مشخص كنيد، سپس مدت زمان و جابه جايی قطار B را هنگامی كه با شتاب 
ثابت حركت می كند، محاسبه كنيد و در آخر با توجه به جابه جايی قطار A در اين مدت و با استفاده از معادلۀ مكان ـ زمان، خواستۀ سؤال 

را پيدا كنيد.

درس نامۀ تست ۵۲ و درس نامۀ تست ۵۳ را بخوانيد.

x مشخص می كنيم (شكل «الف»): t بر روی محور s=0 روش اول: ابتدا وضعيت قطارها را در لحظۀ

برسد،   40m s/ B به تا سرعت قطار  را كه طول می كشد  مدت زمانی 
به دست می آوريم:

a v
t t

t sav = Þ = -
¢ -

Þ ¢ =D
D

2
40 0

0
20

¢ محاسبه می كنيم: =t s20 حالا جابه جايی قطارهای A و B را تا لحظۀ

D Dx a t v t xB B B
v m s

a m s t s B
B

B
= ¢ + ¢ ¾ ®¾¾¾¾¾¾ = ´ ´=

= ¢=

1

2

1

2
2

2

0

0

2 20

0

2

/
/ ,

(220 400
2) = m

D Dx v t x mA A
t s

v m s AA
= ¢ ¾ ®¾¾¾¾ = - ´ = -¢=

=-
20

30
30 20 600/

¢ به صورت شكل «ب» است: =t s20 بنابراين وضعيت قطارها در لحظۀ
x بشود.  xM N= قطار B وقتی به طور كامل از قطار A عبور می كند كه
40m s/ ¢ با سرعت ثابت =t s20 با توجه به اين كه قطار B پس از لحظۀ

حركت می كند، داريم:

x x v t x v t xM N B B A A
v m s v m s
x m x m
B A
A B

= Þ + = + ¾ = =-
= =0 0

40 30

4050 2000 0

/ , /
, ®®¾¾¾¾¾¾¾¾ + = - +40 200 30 4050t t

Þ = Þ =70 3850 55t t s
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بنابراین مدت‌زمانی که طول می‌کشد تا قطار B پس از شروع حرکت از قطار A به طور کامل عبور کند، برابر است با:

 t t t t st s
t s®¨ ®¨

= ¢ + ¾ ®¾¾ = + =¢=
=
20

55
20 55 75 �

روش دوم: باید مجموع مسافت‌هایی که دو انتهای قطارها طی می‌کنند با مجموع اندازۀ مساحت‌های زیر نمودار سرعت ـ زمان آن‌ها برابر باشد.

¢ را به دست می‌اوریم. =t s20 مشابه روش اول

             
200 4500 150

4850
20 40

2
40 20 30

1 2 3
+ + = + +

= ´ + - +

S S S

t t( ) ( ) �

               

Þ = + - +
= ® =

4850 400 40 800 30

5250 70 75

t t
t t s

�

تست و پاسخ  61
در شرایط خلأ، گلوله‌ای را از بالای برجی از حال سکون رها می‌کنیم. اگر در نیم‌ثانیهء آخر سقوط، انرژی جنبشی گلوله 44 درصد افزایش یابد، 

  ( / / )g m s== 9 8
2 ‌ارتفاع برج چند متر است؟

44/1 )2 		 39/2 )1
 88/2 )4 		 78/4 )3

پاسخ: گزینه  

g مشکل  m s=9 8
2/ / با با کنکور تجربی داخل 89 و ریاضی داخل 96 تشابه مفهومی دارد. اگر در این سؤال   این سؤال 

g را در نظر گرفته و جواب نهایی را با تقریب به دست آورید. m s10
2/ محاسباتی دارید، می‌توانید

0 ثانیهء آخر  5/  ابتدا به کمک معادلهء سرعت ـ زمان در حرکت سقوط آزاد، اختلاف سرعت گلوله در ابتدا و انتهای
0 ثانیهء آخر، سرعت گلوله را در  5/ حرکت را به دست آورید. سپس به کمک رابطهء انرژی جنبشی و نسبت سرعت گلوله در ابتدا و انتهای

این دو لحظه به دست آورید و در نهایت به کمک معادلهء مستقل از زمان، h را به دست آورید.

g- حرکت می‌کند و اصطلاحاً در حال   1( اگر تنها نیرویی که بر جسم اثر می‌کند، نیروی گرانش باشد، جسم با شتاب
سقوط آزاد است. 

دو مورد از معادله‌های سقوط آزاد: 
:معادلهء سرعت ـ زمان v gt v= - + 0 �

:مستقل از زمان v v g y2

0

2
2- = - D �
K به‌دست می‌آید. mv= 1

2

2 2( انرژی جنبشی جسمی به جرم m که با تندی v حرکت می‌کند از رابطۀ

 گام اول: ابتدا به کمک معادلهء سرعت ـ زمان در حرکت سقوط آزاد، رابطهء سرعت گلوله در 
0 ثانیهء آخر را به دست می‌آوریم: 5/ ابتدا و انتهای

 v gt v v v v v
2 1 2 1 2 1

9 8 0 5 4 9= - + Þ = - ´ + Þ = -/ / / (m/ s) �

K K K K
2 1 1 1

44

100

144

100
= + = v0 0=
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v2 را به دست می آوريم:   v1 و گام دوم: با توجه به رابطۀ انرژی جنبشی، سرعت های

K mv
K
K

v
v

m K K K K
= ¾ ®¾¾ = ¾ ®¾¾¾¾¾

= + =1

2

2 2

1

2

1

2

44

100

144

100
2 1 1 1: ( )SMIY ¾¾¾ = ¾ ®¾¾¾¾¾ =

-= -144

100

12

10

4 9
2

1

2 4 9 1

1

2 1( )
// (m/s)v

v
v
v

v v

Þ = - Þ = - Þ = - Þ = - - = -12 10 49 2 49 24 5 24 5 4 9 29 4
1 1 1 1 2
v v v v m s v m s/ / / / / /

، به كمک معادلۀ مستقل از زمان، h را به دست می آوريم:   v0 و v2 گام سوم: با داشتن

v v g y y h v
v m s2

2

0

2 0

29 4

2
2 29 4 0 2 9 80

2

- = - ¾ ®¾¾¾¾¾ - - = -=- =
=-D D ,

/ / ( / ) ( / ))( ) / /
/

/- Þ = ´
´

=h h m29 4 29 4

2 9 8
44 1    

۶۲ تست و پاسخ 
70 برسد،  m فاصلۀ دو گلوله به 2 پس از رهاشدن گلولۀ دوم، 5/ s در شرايط خلأ، دو گلوله به فاصلۀ زمانی t از يک نقطه رها می شوند. اگر

( / )g m s== 10
2 t چند ثانيه است؟

۴/۵ (۴   ۳ (۳ ۲ (۲ ۱/۵ (۱
پاسخ: گزینه 

 اين سؤال با کنکور رياضی داخل ۹۱ تشابه مفهومی دارد. يکی از مواردی که ممکن است دانش آموز در پاسخ به اين تست به 
اشتباه ناديده بگيرد، جابه جايی گلولۀ اول در مدتی است که گلولۀ دوم هنوز رها نشده است.

 معادلۀ جابه جايی ـ زمان در سقوط آزاد را برای هر دو گلوله نوشته و اختلاف آن ها را برابر فاصلۀ دو گلوله نسبت 
به يكديگر قرار دهيد.

v0 0= D است، اگر جسم رها شده باشد، = - +y gt v t1

2

2

0
 معادلۀ جابه جايی ـ زمان يک جسم در سقوط آزاد به صورت

D به كار می رود. = -y gt1

2

2 بوده و معادلۀ فوق به صورت

 معادلۀ جابه جايی زمان را برای هر دو گلوله می نويسيم و آن ها را از هم كم می كنيم. بايد توجه داشت كه چون سوی مثبت 
محور y روبه بالا است، پس جابه جايی ها منفی هستند.

2 ثانيه است، زمان سقوط گلولۀ اول 5/  وقتی زمان سقوط گلولۀ دوم
) ثانيه است.  / )t + 2 5D - D = -y y

1 2
70

- + - - =1

2
2 5

1

2
2 5 70

2 2g t g( / ) ( ( / ) )

- + + ´ = -5 2 5 5 2 5 70
2 2( / ) ( / )t

( / ) ( / )t + - =2 5 2 5 14
2 2

t t2 2 2
5 2 5 2 5 14+ + - =( / ) ( / )

t t t t
t
t

2
5 14 0 2 7 0

2

7
+ - = ® - + =

=
= -

ì
í
î

( )( )
�

�

۶۳ تست و پاسخ 
، اندازۀ شتاب جسم ۲۰ درصد كاهش می يابد. نسبت F1 F2 وارد می شود. با حذف نيروی F1 و به جسمی، تنها دو نيروی عمود بر هم، به اندازه های

 كدام است؟
F
F
1

2

3

4
(۴ 4

3
(۳ 4

5
(۲ 5

4
(۱

پاسخ: گزینه 

گلولۀ دوم پس از رهاشدن گلولۀ دوم پس از رهاشدن گلولۀ دوم، 2 5/ s2 5/ s2 5

t حرکت کرده است. st s+t s2 5t s2 5t s/ (t s/ (t s2 5/ (2 5t s2 5t s/ (t s2 5t s) گلولۀ اول به مدت

، F1F1F با حذف نيروی وارد می شود. با حذف نيروی وارد می شود. با حذف نيروی
F2F2F بر جسم وارد می شود. فقط نيروی
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 برای بهتر فهميدن سؤال، شکل مناسبی از آن را رسم کنيد. اين کار به شما کمک می کند تا راحت تر بتوانيد به سؤال پاسخ بدهيد.

F2 بر هم عمود باشند، اندازۀ برايند آن ها از رابطۀ فيثاغورس به دست می آيد:   F1 و ۱) اگر دو نيروی

F F FT = +
1

2

2

2

قانون دوم نيوتون: اگر بر جسمی نيروی خالص غير صفری وارد شود، جسم تحت تأثير اين نيرو شتاب می گيرد. اين شتاب با نيروی خالص  (۲
وارد بر جسم نسبت مستقيم و هم جهت با آن است، اما با جرم جسم نسبت وارون دارد.





a
F
m

m s

net

kg

N

¯

­

¯

=

´v] JIT{

}²Ii Á»oÃº

´v] ³o]

( / ) ( )

( )

2

F2 بر جسم وارد می شود، جسم در  و F1  در حالت اول كه دو نيروی عمود بر هم
جهت برايند اين دو نيرو شتاب می گيرد: (شكل «الف»)

F2 شتاب می گيرد (شكل «ب»). با توجه به اين كه  F2 بر جسم اثر می كند و جسم در جهت نيروی F1 حذف می شود، فقط نيروی وقتی نيروی
اندازۀ شتاب جسم در اين حالت ۲۰ درصد كاهش می يابد، می توانيم بنويسيم:

از طرفی با استفاده از رابطۀ (۱)، (۲) و (۳) می توانيم بنويسيم:

F F F m a F m a F m a FT
F maT2

1

2

2

2 2 2

1

2 2 2

1

2 2 2

1
0 64 0 36 0 6= + ¾ ®¾¾¾ = + Þ = Þ == / / / mma

F
F

ma
ma

1

2

0 6

0 8

3

4
= =/
/

F را به دست می آوريم: 
F
1

2

حالا نسبت

۶۴ تست و پاسخ 
25 مطابق شكل زير درون يک ناوۀ بدون اصطكاک قرار دارد. اگر نيرويی كه كره به ديوارۀ (۱) وارد می كند برابر kg كرۀ همگنی به جرم

( / )g N kg== 10  باشد، اندازۀ نيرويی كه كره به ديوارۀ (۲) وارد می كند، چند نيوتون است؟
  

F N i N j== -- ++ --( ) ( )120 160

۱۶۰ (۲   ۹۰ (۱
۱۵۰ (۴   ۲۰۰ (۳

پاسخ: گزینه 

قانون سوم نيوتون:

اگر جسم (۱) به جسم (۲) نيروی F را وارد كند، جسم (۲) نيز نيرويی هم اندازه و هم راستا اما در خلاف جهت نيروی F به جسم (۱) وارد می كند.
 

F F
12 21

= -

F F F F maT T= + =
1

2

2

2
1 2( ) , ( )

(الف)

F ma F ma
a a a a

2 2

20

100
0 8

2

2

0 8 3= ¾ ®¾¾¾¾¾ =
= - = /

/ ( )

(ب)
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طبق قانون سوم نيوتون، نيرويی كه كره به ديوارۀ (۱) وارد می كند، هم اندازه، 
هم راستا و در خلاف جهت نيرويی است كه ديوارۀ (۱) به كره وارد می كند (شكل «الف»)؛ بنابراين 

بردار نيرويی كه ديوارۀ (۱) به كره وارد می كند، برابر است با:


 

¢ = +F N i N j
1

120 160( ) ( )

از طرفی ديوارۀ (۲) نيز به كره نيرو وارد می كند كه اين نيرو از دو مؤلفه كه يكی در خلاف جهت محور x و ديگری در جهت محور y است، 
تشكيل شده است. هم چنين نيروی وزن نيز به كره وارد می شود كه در خلاف جهت محور y است. (شكل «ب»)

چون كره ساكن است، پس برايند نيروها در راستای x و y بايد صفر باشد؛ بنابراين داريم:

F F F Nnet x x x, = Þ - = Þ =0 120 0 120

F F F Nnet y y y, = Þ + - = Þ =0 160 250 0 90


 

¢ = - +F N i N j
2

120 90( ) ( ) پس بردار نيرويی كه ديوارۀ (۲) به كره وارد می كند، برابر است با: 


 

F N i N j
2

120 90= -( ) ( ) طبق قانون سوم نيوتون، بردار نيرويی كه كره به ديوارۀ (۲) وارد می كند، برابر است با: 
در آخر اندازۀ نيرويی را كه كره به ديوارۀ (۲) وارد می كند به دست می آوريم:

F N
2

2 2 2 2
120 90 3 40 3 30 3 50 150= + = ´ + ´ = ´ =( ) ( )

۶۵ تست و پاسخ 

۳ برابر شود، نيروی وزن آن ۷۵ درصد كاهش می يابد. h چند  ماهواره ای در فاصلۀ h از سطح زمين قرار دارد. اگر فاصلۀ ماهواره از سطح زمين

برابر شعاع زمين است؟

۴ (۴ 1

2
(۳ ۲ (۲ ۱ (۱

پاسخ: گزینه 

 اگر چند سؤال از اين مبحث حل کرده باشيد، متوجه تکرارپذيربودن سؤالات اين مبحث می شويد. پس امتياز اين سؤالات 
را از دست ندهيد.

 كافی است نسبت وزن جسم در دو حالت را به دست آوريد.

نيروی گرانشی كه زمين به يک جسم وارد می كند، وزن نام دارد و از رابطۀ زير به دست می آيد:

W
GM m
r

GM m
R h

e e

e
= =

+2 2( )

 در حالت اول، ماهواره در فاصلۀ h از سطح زمين قرار دارد (شكل «الف»). در حالت دوم، فاصلۀ ماهواره از سطح زمين ۳
برابر می شود (شكل «ب»)؛ يعنی: 

h h
2

3=

(الف)

(ب)

از سطح زمين قرار دارد. اگر فاصلۀ ماهواره از سطح زمين قرار دارد. اگر فاصلۀ ماهواره از سطح زمين ماهواره ای در فاصلۀ h از سطح زمين

 به فاصلۀ از «سطح زمين» توجه کنيد.

(الف)(ب)
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با توجه به شكل های «الف» و «ب»، نسبت وزن در حالت دوم به حالت اول را به دست می آوريم:

W
GM m
R h

W
W

R h
R h

e

e

e

e

W W W W
h h=

+
Þ =

+
+

= - =

=( )
( ) ,2

2

1

1

2

2

75

100

25

100
2 1 1 1

1 hh h
e

e

W

W
R h
R h2 3

1

1

2

25

100

3=¾ ®¾¾¾¾¾¾¾ =
+
+

( )

Þ + = + Þ =R h R h h Re e e3 2 2

۶۶ تست و پاسخ 
2 را در راستای قائم به سمت بالا پرتاب می كنيم. اگر اندازۀ شتاب گلوله در يک ارتفاع معين، در مسير رفت و مسير  kg گلوله ای به جرم

( / )g m s== 10
2 16 و a باشد، كدام مورد دربارۀ a درست است؟ 2m s/ برگشت به ترتيب

a m s= 4
2/ (۲    a m s< 4

2/ (۱

a m s>10 2/ (۴   4 10
2 2m s a m s/ /< < (۳

پاسخ: گزینه 

 تا حالا به حرکت پرتابی جسم در راستای قائم فکر کرده بوديد؟ در عين سادگی پر از پيچيدگی است. به قول هاتف اصفهانی: 
«دل هر ذره را که بشکافی، آفتابيش در ميان بينی». ما هم در پاسخ نامه دل ذره را شکافتيم.

 زمانی كه يک جسم داخل شاره (�از يا مايع) حركت می كند، به دليل برخورد مولكول های شاره با جسم، نيرويی در خلاف 
 نمايش می دهيم.



fD جهت حركت جسم به آن وارد می شود كه آن را نيروی مقاومت شاره می ناميم و با

 شكل «الف» مسير رفت (۱) و برگشت (۲) گلوله را نشان می دهد:

(الف)
دو نيروی وزن و مقاومت هوا بر گلوله وارد می شود؛ بنابراين طبق قانون دوم نيوتون برای مسير رفت گلوله می توانيم بنويسيم:

mg f ma f f ND
m kg

a m s g m s D D+ = ¾ ®¾¾¾¾¾¾¾ ´ + = ´ Þ ==
= =

2

16 10
2 2

2 10 2 16 12
/ , /

(ب)

وقتی گلوله از ارتفاع h به نقطۀ اوج می رسد و مجدداً به ارتفاع h برمی گردد، مقداری از انرژی مكانيكی آن به گرما تبديل می شود (به اصطلاح تلف 
می شود)؛ بنابراين چون انرژی پتانسيل گرانشی آن در دو حالت (۱) و (۲) يكسان و انرژی مكانيكی آن در حالت (۲) كم تر از حالت (۱) است، پس 
انرژی جنبشی آن در حالت (۲) كم تر از انرژی جنبشی آن در حالت (۱) بوده و در نتيجه تندی آن در حالت (۲) كم تر از تندی آن در حالت (۱) است. 

از طرفی چون نيروی مقاومت هوای وارد بر گلوله به تندی گلوله بستگی دارد، پس نيروی مقاومت هوا در حالت (۲) كم تر از حالت (۱) 
است؛ بنابراين با استفاده از قانون دوم نيوتون برای حالت (۲) می توانيم بنويسيم:

mg f ma f a a m sD
m kg
g m s D

f ND- ¢ = ¾ ®¾¾¾¾ ´ - ¢ = ¾ ®¾¾¾ >=
=

¢ <2

10

12 2

2
2 10 2 4

/
/ (( )1

10
2m s/ از طرفی اگر گلوله در شرايط خلأ سقوط می كرد (مقاومت هوا وجود نداشت)، آن گاه شتاب گلوله برابر با شتاب جاذبۀ گرانش يعنی

4 است. 10
2 2m s a m s/ /< < بود؛ بنابراين

(ب)
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۶۷ تست و پاسخ 

2 به  2m s/ 400 از سقف يک آسانسور آويزان است. وقتی آسانسور با شتابی به بزرگی N m/ 4 توسط يک فنر با ثابت kg جسمی به جرم

3 به صورت كندشونده به سمت  2m s/ 1 و وقتی آسانسور با شتابی به بزرگی صورت تندشونده به سمت پايين حركت می كند، طول فنر به

( / )g N kg== 10  برحسب سانتی متر كدام است؟ 1 2-- 2 می رسد. پايين حركت می كند، طول فنر به

-5 (۴ ۵ (۳ -1 (۲ ۱ (۱

پاسخ: گزینه 

 قانون دوم نيوتون را با توجه به قانون هوک، برای هر دو حالت بنويسيد و با يكديگر مقايسه كنيد.

نيروی کشسانی فنر:

اگر فنری را به اندازۀ x نسبت به طول عادی آن بكشيم يا فشرده كنيم، آن گاه اندازۀ نيروی كشسانی فنر 
Fاز رابطۀ مقابل به دست می آيد (قانون هوک): k xe

N

N m

¯

­

¯
=

ÂºIvz¨  Á»oÃº

 o¹Î

o¹Î  SMIY

o¹Î  Ï¼ö  oÃÃûU

 

( )

( / )

ÏÏ¼ö ¾M SLvº

 ÁjIø ( )m

گام اول: با توجه به شكل «الف»، قانون دوم نيوتون را می نويسيم:

F ma mg F ma kx m g anet e
F kx

k N m N cm
a m s

e= Þ - = ¾ ®¾¾¾ = -=

= =
=

| |

/ /
/

( )
400 4

2
2

¾¾ ®¾¾¾¾¾¾¾ - = -4 4 10 2
1 0
( ) ( ) 

Þ - = 

1 0
8 1cm ( )

              (الف)
گام دوم: با توجه به شكل «ب»، قانون دوم نيوتون را می نويسيم:

F ma mg F ma kx m g anet e
F kx

k N m
a m s

e= Þ - = - ¾ ®¾¾¾ = +

¾ ®¾¾¾¾

=

=
=

| |

/c
/

( )
4

3
2

44 4 10 3
2 0

( ) ( ) - = +

Þ - = 

2 0
13 2cm ( )

               (ب)

گام سوم: حالا با استفاده از دو رابطۀ (۱) و (۲) می توانيم بنويسيم: 

 

 

1 0

2 0

1 2

8

13
8 13 5

- =
- =

ì
í
î

Þ - = - = - cm

D

D D D D

F ma ma
F k m cm

= - = ´ - ´ - =

= ® = ® = =
-

1 2

2 1

4 2 4 3 20

20 400 0 05 5

( ) N
/  

  == ® - = -5 5
1 2
  cm

400 N m/N m/N m

4 N cm/N c/N c
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۶۸ تست و پاسخ 
3 روی يک سطح افقی با ضريب اصطكاک جنبشی ثابت در حال  kg در شكل روبه رو، جسمی به جرم

حركت است. اگر اندازۀ نيروی F نصف شود، اندازۀ نيرويی كه سطح به جسم وارد می كند چند برابر شده

( / )g N kg== 10 و زاويۀ بين اين نيرو و سطح افقی چگونه تغيير می كند؟

، تغيير نمی كند. 2
5

(۲ ، كاهش می يابد.   2
5

(۱

، تغيير نمی كند.  4
5

(۴ ، كاهش می يابد.   4
5

(۳

پاسخ: گزینه 

R به دست می آيد كه  f Fk N= +2 2  نيرويی كه سطح به جسمی كه در حال حركت است، وارد می كند، از رابطۀ

R است، اين نيرو را در دو حالت مختلف بيان شده در صورت تست، به دست آوريد، سپس زاويه ای  FN k= +1 2m ساده شدۀ آن به صورت

كه نيروی سطح (R) با سطح افقی ايجاد می كند را در دو حالت به دست آوريد.

f Fs s N,max = m ۱) نيروی اصطكاک آستانۀ حركت يا بيشينۀ نيروی اصطكاک ايستايی از رابطۀ مقابل به دست می آيد:  
fs فقط يک معيار برای تشخيص ساكن بودن يا حركت كردن جسم است و هيچ گاه برای محاسبۀ شتاب از آن استفاده نمی كنيم: ,max

F اگر f f F as s¥od¶ ¥od¶
.kºI¶ïÂ¶  ¸¨Iw  ´v]< Þ = =,max , , 0

F اگر f f Fs s¥od¶ ¥od
.(SwH S¨oe á¾ºITwA nj) kºI¶ïÂ¶ ¸¨Iw ´v]= Þ =,max ,max,

¶¶
,a =0

F اگر f f Fs k k N¥od¶
.k¹¨ïÂ¶  S¨oe  ´v]> Þ =,max , m

R به دست می آيد كه f بيانگر نيروی اصطكاک است. f FN= +2 2 ۲) نيروی واكنش سطح (R) در حالت كلی از رابطۀ

محاسبۀ نيروی سطح در حالت های مختلف 

R f Fs N= +2 2 جسم ساكن باشد و در آستانۀ حركت نباشد:

R FN s= +1 2m جسم در آستانۀ حركت باشد:

R FN k= +1 2m جسم در حال حركت باشد:

گام اول: مطابق شكل روبه رو، نيروهای وارد بر جسم را مشخص می كنيم و قانون دوم 

( )F F F mg F Fnet y N N= Þ - - = Þ = +0 0 30 نيوتون را در راستای محور y می نويسيم:  

F است به دست می آوريم: N= 20 ) را زمانی كه )R1 گام دوم: اندازۀ نيرويی كه سطح به جسم وارد می كند

R f F F F F Rk N k N N N k
F F
F N k
N

1

2 2 2 2 2 30

20 1
1 50 1= + = + = + ¾ ®¾¾¾ = += +

=( ) ( )m m m22

F است به دست می آوريم: N=10 ) را زمانی كه )R2 گام سوم: اندازۀ نيرويی كه سطح به جسم وارد می كند

R F RN k
F F
F N k
N

2

2 30

10 2

2
1 40 1= + ¾ ®¾¾¾ = += +

=m m

R
R

k

k

2

1

2

2

40 1

50 1

4

5
=

+

+
=

m

m
گام چهارم: نسبت نيروی سطح در حالت دوم به حالت اول را به دست می آوريم: 

R fR f Fk NFk NF= +R f= +R fR f= +R fk N= +k NR fk NR f= +R fk NR f 2 2F2 2F= +2 2= +

اندازۀ نيرويی كه سطح به جسم وارد می كند نصف شود، اندازۀ نيرويی كه سطح به جسم وارد می كنداندازۀ نيرويی كه سطح به جسم وارد می كند چند برابر شده

tan
k

q
m

= 1

زاويۀ بين اين نيرو و سطح افقی چگونه

محاسبۀ نيروی سطح در حالت های مختلف 
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) از رابطۀ زير به دست می آيد كه فقط به ضريب اصطكاک جنبشی وابسته است، پس  )q گام پنجم: زاويه ای كه نيروی سطح با افق می سازد

ثابت می ماند:
tanq

m m
= = =
F
f

F
F

N

k

N

k N k

1

۶۹ تست و پاسخ 
0 است. اندازۀ نيروی F برحسب نيوتون با چه تعداد از  8/ در شكل زير جسم ساكن و ضريب اصطكاک ايستايی بين جسم و ديواره برابر

مقادير زير نمی تواند برابر باشد؟ 

پ) ۷۶  ت) ۸۰ ب) ۳۱  الف) ۲۴ 

۱ (۴ ۲ (۳ ۳ (۲ ۴ (۱

پاسخ: گزینه 

 ابتدا از بين نيروهای وارد بر جسم، نيروی وزن و نيروی عمودی تكيه گاه را به دست آوريد، سپس در دو حالت 
جسم را در آستانۀ حركت رو به بالا و رو به پايين تحليل كنيد و محدودۀ نيروی F را به دست آوريد.

درس نامۀ تست ۶۸ را بخوانيد.

گام اول: حداقل و حداكثر نيروی F برای اين كه جسم ساكن باشد را به دست می آوريم، ابتدا نيروی اصطكاک ايستايی 

بيشينه را محاسبه می كنيم:
( )Fnet x =0
F NN = 30

f F Ns s N,max /= = ´ =m 0 8 30 24

گام دوم: يک بار جسم را در آستانۀ حركت رو به پايين بررسی می كنيم:
  ( )Fnet y =0

F f mgs+ - =,max 0
F + - =24 50 0

F N= 26

گام سوم: جسم را در آستانۀ حركت رو به بالا تحليل می كنيم:

  ( )Fnet y =0
F f mgs- - =,max 0
F F N- - = Þ =24 50 0 74

74 باشد؛ بنابراين مقادير ارائه شده در قسمت های (الف)، (پ) و  N 26 و N گام چهارم: برای اين كه جسم در حالت ساكن بماند، نيروی F بايد بين

(ت) قابل قبول نيست.

۷۰ تست و پاسخ 

 در حال حركت است. نيروی خالص و


v m s i== ( / )5 20 با سرعت ثابت kg جسمی به جرم

 به مدت چند ثانيه بر جسم اثر كند تا اندازۀ تكانۀ آن دو برابر شود؟
 

F N inet == --( )4 ثابت

۷۵ (۴ ۵۰ (۳ ۲۵ (۲ ۱۰۰ (۱
پاسخ: گزینه 

| || | | |
p
| |
p
| |
p
| |
p
| |

v
| |
v
| |
v

v
v

2| |2| |
1

2| |2| |
1

2

1

2 2
2

2 2
2= =| |= =| || |= =| | 2 2Þ =2 22 2Þ =2 2
2

2 2
2Þ =2

2 2
2 ±2 2±2 2

اندازۀ تكانۀ آن دو برابر
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D به دست آوريد. از آن جا كه نيروی خالص در خلاف جهت  D
 p m v=  ابتدا تغييرات تكانۀ جسم را از رابطۀ

، مدت زمانی كه  D D




p F tnet= محور x است، شتاب هم در خلاف جهت محور x است، پس سرعت ثانويه منفی است. با استفاده از رابطۀ
نيروی خالص بايد اثر كند را به دست آوريد.

 به دست می آيد. به برداری بودن كميت تكانه در حل مسائل بايد توجه  p mv= تكانه كميتی برداری است و از رابطۀ
v2 برمی گردد در محاسبات تغييرات تكانه داريم: v1 به ديوار برخورد كرده و با تندی كنيم؛ به عنوان مثال در شكل زير كه توپ با تندی

D D
   p m v m v v= = -( )

2 1

Dp m v v= - -( )
2 1

 است، ابتدا شتاب جسم را به دست می آوريم:




F N inet = -( )4 گام اول: جسم تحت تأثير نيروی ثابت و خالص روش اول:


F ma a a m snet = Þ - = Þ = -4 20 0 2
2/ /

گام دوم: برای آن كه اندازۀ تكانۀ دو برابر شود، بايد تندی جسم دو برابر شود (جرم جسم ثابت است)؛ بنابراين داريم:

| | | | /
v
v

v v m s2

1

2 2
2 2 5 10 10= Þ = ´ = Þ = ±

10m- قابل قبول است. s/ با توجه به اين كه شتاب جسم منفی است، تنها سرعت

10m- را به دست می آوريم: s/ aگام سوم: مدت زمان رسيدن سرعت به v
t t

t s= Þ - = - - Þ = -
-

=D
D D

D0 2
10 5 15

0 2
75/ ( ) ( )

/

 اگر در محاسبات به علامت شتاب توجه نمی كرديد و با علامت مثبت مسئله را حل می كرديد،  منتظر شما بود.

روش دوم: گام اول: برای دو برابر شدن اندازۀ تكانه، بايد اندازۀ سرعت جسم، ۲ برابر شود؛ بنابراين:

v m s v v m s v m s
1 2 1 2

5 2 2 5 10 10= Þ = = ´ = Þ = ±/ | | / /

10m- قابل قبول است؛ بنابراين تغيير  s/ 10m+ نمی رسد و فقط s/ چون جهت نيرو در خلاف جهت محور  x است، سرعت متحرک به

D Dp m m ( ) ( ) .= = - = - - = -v v v kg m
s2 1

20 10 5 300
تكانۀ جسم برابر است با: 

F برابر با اندازۀ تغيير تكانۀ متحرک است، t را  tnet - F متحرک را رسم می كنيم. با توجه به اين كه سطح زير نمودار tnet - گام دوم: نمودار

به دست می آوريم:

S t s= Þ ´ = Þ = =| p | tD 4 300
300

4
75

۷۱ تست و پاسخ 
0 6/ 0 و ضريب اصطكاک جنبشی 8/ 5 روی يک سطح افقی به ضريب اصطكاک ايستايی kg جسمی به جرم

 به جسم وارد می شود. اگر نمودار اندازۀ اين نيرو برحسب زمان به 


F ساكن است. از مبدأ زمان نيروی افقی

( / )g N kg== 10 t اندازۀ تكانۀ جسم در SI چند واحد است؟ s== 10 شكل مقابل باشد، در لحظۀ

۹۰ (۲   ۲۵۰ (۱

۱۰۰ (۴   ۳۰ (۳

پاسخ: گزینه 

توجه کنيم مساحت محدود به نمودار نيروی 
خالص برحسب زمان، برابر تغييرات تکانۀ 
جسم است، نه نمودار نيرو برحسب زمان!

اگر نمودار اندازۀ اين نيرو برحسب زمان به 

شكل مقابل باشد، در لحظۀ
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 ابتدا نيروی اصطكاک ايستايی و جنبشی جسم را به دست آوريد. سپس نمودار نيروی خالص واردشده بر جسم را 
10s محاسبه كنيد تا تغييرات تكانه در ۱۰ ثانيۀ  برحسب زمان رسم كنيد. مساحت محدود به نمودار نيروی خالص برحسب زمان را تا لحظۀ

ابتدايی را به دست آوريد.

۱) مساحت محدود به نمودار نيروی خالص ـ زمان، برابر تغييرات تكانه است:

Dp St t( )1 2- =

m v v S( )
2 1

- =

۲) درس نامۀ تست ۶۸ را بخوانيد.

) و نيروی اصطكاک جنبشی را  ),maxfs گام اول: نيروی اصطكاک ايستايی بيشينه

برای جسم به دست می آوريم، در شكل مقابل نيروهای وارد بر جسم مشخص شده است:
f F Ns s N,max /= = ´ =m 0 8 50 40

f F Nk k N= = ´ =m 0 6 50 30/

) برحسب زمان را رسم می كنيم. حداقل نيروی افقی لازم برای )Fnet گام دوم: نمودار نيروی خالص

دست  به  را  می رسد   40N به افقی  نيروی  كه  زمانی  ابتدا  است،   40N جسم درآوردن  حركت  به 
t¢ در نمودار): می آوريم (لحظۀ

Þ = ¢ Þ ¢ =50

10

40
8

t
t s

) خلاف جهت  )fk ، جسم شروع به حركت می كند و نيروی اصطكاک جنبشی ¢ =t s8 پس از لحظۀ
نيروی F به جسم وارد می شود. در اين صورت نمودار نيروی خالص برحسب زمان به صورت روبه رو 

خواهد شد:

، برابر تغييرات تكانه است. ( )F tnet - گام سوم: مساحت محدود به نمودار

10s به دست می آوريم:  Dpحال، تغييرات تكانه را تا S=

D Dp p kg m
s

= + ´ Þ =( ) .10 20 2

2
30               p p p kg m

s
p

2 1

0

2
30 301- = ¾ ®¾¾ == .

۷۲ تست و پاسخ 

t2 چتر را باز كرده و  t1 به تندی حدی خود می رسد. سپس در لحظۀ چتربازی در مبدأ زمان از يک بلندی رها شده و در لحظۀ

t3 به تندی حدی در وضعيتی كهچترش باز است می رسد. چه تعداد از عبارت های زير دربارۀ اين چترباز درست است؟ در لحظۀ

t3 اندازۀ نيروی مقاومت هوای وارد بر چترباز در حال افزايش است. t2 تا الف) در بازۀ زمانی

t2 برابر است. t1 تا t3 با اندازۀ اين نيرو در بازۀ زمانی ب) اندازۀ نيروی مقاومت هوای وارد بر چترباز بعد از لحظۀ

t1 رو به پايين و اندازۀ آن در حال كاهش است. پ) شتاب چترباز در بازۀ زمانی صفر تا

كندشونده است. t3 t2 تا تندشونده و در بازۀ زمانی t1 ت) حركت چترباز در بازۀ زمانی صفر تا

۱ (۴ ۲ (۳ ۳ (۲ ۴ (۱

پاسخ: گزینه 

)تندی حدی به تندی حدیتندی حدی خود می رسد. سپس در لحظۀ )f mgD 1 =

( )f mgD 2 =
تندی حدی در وضعيتی كه به تندی حدی در وضعيتی كهتندی حدی در وضعيتی كهچترش باز است می رسد. چه تعداد از عبارت های زير دربارۀ اين چترباز درست است؟

آيا تندی يا مساحت مؤثر 
در حال افزايش است؟

 هوای وارد بر چترباز در حال افزايش است.

كندشونده
av <0

تندشونده
av >0

www.konkur.in

Telegram: @konkur_in

www.konkur.in
https://t.me/konkur_in


٧٠

فیزیک

ی
ض

ریا
ه 

شت
ر

ضوری
ن چهارم ح

آزمــو

 برای حل اين تست، مرحله به مرحله نيروهای واردشده بر جسم و وضعيت جسم را مشخص كنيد.

۱. عوامل مؤثر بر نيروي مقاومت شاره

۱) تندی جسم: هر چه تندی جسم بيشتر باشد، مولكول های شاره مقاومت بيشتری از خود نشان می دهند.
۲) سطح مؤثر جسم: هر چه سطح بيشتری با تعداد مولكول های شاره برخورد داشته باشد، شاره مقاومت بيشتری از خود نشان می دهد.

۳) چگالی: هر چه چگالی شاره بيشتر باشد، تعداد مولكول های بيشتری با جسم برخورد دارند.
۲. تندى حدى

مطابق شكل زير، فرض كنيم جسمی از ارتفاع بسيار زياد رها می شود. در لحظۀ رهاشدن، تندی جسم صفر است؛ بنابراين نيروی مقاومت 
هوا هم صفر است و تنها نيروی مؤثر، نيروی وزن است. (شكل «الف»)

پس از مدتی به دليل نيروی وزن رو به پايين، حركت جسم شتابدار شده و باعث افزايش تندی جسم می شود و در نتيجه نيروی مقاومت هوا 
افزايش می يابد. (شكل «ب»)

روند افزايش تندی به همين صورت ادامه دارد تا جايی كه نيروی مقاومت هوا هم افزايش می يابد و برابر با نيروی 
وزن می شود. از اين جا به بعد نيروهای وارد بر جسم متوازن شده و شتاب حركت صفر می شود و تندی جسم به 

v می رسد. (شكل «پ»)
Áke

«تندی حدی» يا

شكل روبه رو مسير حركت چترباز و نيروهای وارد بر آن را نمايش می دهد.

       t =0

، رفته رفته مقاومت هوا افزايش می يابد تا برابر با نيروی وزن شود. t1 t تا  از0=

a به دست می آيد. g
f
m
D= - شتاب از رابطۀ

       mg f tD= ®( )1 1 t2 با تندی ثابت حركت می كند. t1 تا ¬ شخص به تندی حدی می رسد و از t1

(الف)

(ب)

(پ)
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¬ با بازشدن چتر در اين لحظه و افزايش سطح مؤثر، نيروی مقاومت هوا افزايش می يابد. t2 به بعد

    

a به دست می آيد. g
f
m
D= - t3 رفته رفته مقاومت هوا كاهش می يابد تا در نهايت برابر نيروی وزن شود. شتاب از رابطۀ t2 تا از

t2 تندی كم تری دارد، چون سطح مؤثر بيشتر است. t1 تا ¬ شخص با تندی ثابت حركت می كند، اما نسبت به بازۀ t3

mg f tD= ®( )3 3

نمودار تندی چترباز برحسب زمان به صورت روبه رو است.

 حال، تمامی عبارت ها را بررسی می كنيم:
، اندازۀ نيروی مقاومت هوا در حال كاهش است. (نادرستی عبارت الف) t3 t2 تا عبارت (الف): در بازۀ

، شخص با تندی حدی و ثابت حركت می كند (البته تندی حدی ها در اين دو مرحله با هم برابر  t3 t2 و بعد از لحظۀ t1 تا عبارت (ب): در بازۀ
نيست)؛ بنابراين نيروی مقاومت هوا با نيروی وزن برابر است. (درستی عبارت ب)

a به دست می آيد كه در اين بازه  g
f
m
D= - ، شتاب رو به پايين است و همان طور كه ديديم، شتاب از رابطۀ t1 عبارت (پ): در بازۀ صفر تا

رفته رفته با افزايش نيروی مقاومت هوا، اندازۀ شتاب در حال كاهش است. (درستی عبارت پ)
، تندی چترباز كاهش  t3 t2 تا ، تندی چترباز افزايش می يابد، پس حركت در اين بازه، تندشونده است و در بازۀ t1 عبارت (ت): در بازۀ صفر تا

می يابد، پس حركت در اين بازه كندشونده است. (درستی عبارت ت)
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۷۳ تست و پاسخ 
،A می  چرخد. اگر بردار سرعت ذره در نقطۀ 1200 rpmبا آهنگ مطابق شكل زير، ذره ای روی مسيری دايره ای شكل و در جهت نشان داده  شده

( )pp2
10== باشد، بردار شتاب آن در اين نقطه كدام است؟ v m s i

 

== ( / )4pp

( / )400
2m s i


(۱

( / )-400 2m s j


(۲

( / )1600
2m s i


(۳

A i
�

j
�

( / )-1600 2m s j


(۴

پاسخ: گزینه   

 اين سؤال با کنکور رياضی داخل ۱۴۰۰ تشابه مفهومی دارد. يکی از مواردی که ممکن است دانش آموزان در حل اين سؤال 
است  ممکن  نکنند  دقت  نکته  اين  به  اگر  و  است  ساعتگرد  صورت  به  دايره  روی  بر  ذره  حرکت  جهت  که  است  اين  بگيرند،  ناديده 

(دام تستی) را به اشتباه انتخاب کنند.

 ابتدا دورۀ تناوب ذره را به دست آورده و با داشتن دورۀ تناوب و تندی ذره، شعاع دوران آن را حساب كنيد. در 
نهايت با داشتن r و v، شتاب مركزگرا را به دست آوريد.

حرکت دايره ای يکنواخت 
حركتی است با تندی ثابت كه در يک مسير دايره ای انجام می شود.

دورة حرکت دايره ای
مدت زمان پيمودن يک دور كامل مسير دايره ای: 

( )
( )

( / )
s

m

m s
T r

v
 KveoM  ½n»j

 KveoM ½oÄHj  ÌI÷{

 KveoM  Á

¬
®

®
= 2p

HHï½oÄHj  S¨oe  SMIY  Ák¹U

Þ =v r
T
( )2p

( )
( )

s
s n

T t
n KveoM  ½n»j

 KveoM  n»j  ·jo¨ïÂö  ·I¶pïRk¶

 n

¬
®

®
=

»»j  jHk÷U

از طرفی: 

rpm چيست؟ تعداد دور در يک دقيقه 
¾ÃºIY  KveoM  ½n»j

 (¾£Ã¤j  oM  n»j)  KveoM

¬
®

=T
rpm
60 برای به دست  آوردن دورۀ تناوب از روی rpm داريم:  

شتاب مرکزگرا 
بزرگی اين شتاب در حركت دايره ای يكنواخت، ثابت و جهت آن متغير بوده و همواره به سمت مركز دايره و عمود بر سرعت لحظه ای متحرک است: 

a v
r

a r
Tc

v r T
c= ¾ ®¾¾¾ =

=2 2
22( )

( )
p

p

در حركت دايره ای يكنواخت، بردار سرعت مماس بر مسير و بردار شتاب عمود بر بردار سرعت و به سمت مركز دايره است. 

گام اول: ابتدا دورۀ تناوب حركت را به دست می آوريم:

T t
n

T srpm t s n= ¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾¾ = =Þ = =1200 60 1200 60

1200

1

20

,

1200 rpm

20= ١٢٠٠ دور بر دقيقه
دور بر ثانيه

به صورت ساعتگرد

جهت نشان داده  شدهر جهت نشان داده  شدهر جهت نشان داده  شده

v m s i
 

v m=v mv m=v mv m=v m=v m=v m( /v m( /v m )s i)s i( /4( /v m( /v m4v m( /v m( /p( /v m( /v mpv m( /v m( /p( /v m( /v mpv m( /v m( /p( /p( /p( /v m( /v mpv m( /v mpv m( /v mpv m( /v m

جهت حرکت به سمت راست
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گام دوم: به كمک دورۀ تناوب و تندی متحرک، شعاع دوران را به دست می آوريم:

T r
v

r r m
T s v m s

= ¾ ®¾¾¾¾¾¾ = Þ =
= =2 1

20

2

4
0 1

1

20
4p p

p
p, /

/

گام سوم: به كمک r و تندی حركت، شتاب مركزگرا را به دست می آوريم: 

a v
r

a a mc
v m s
r m c c= ¾ ®¾¾¾ = = ¾ ®¾¾ ==
=

=
2

4

0 1

2
2 104

0 1
160 1600

2p pp p/
/

( )
/

// s2

گام چهارم: با داشتن بردار سرعت و اين كه می دانيم بردار شتاب در حركت دايره ای عمود بر بردار سرعت و به سمت مركز دايره است، داريم:

۷۴ تست و پاسخ 
اگر جرم ماهوارۀ A، ۴ برابر جرم ماهوارۀ  B و دورۀ تناوب ماهوارۀ B، ۸ برابر دورۀ تناوب ماهوارۀ A باشد، اندازۀ تكانۀ ماهوارۀ A چند برابر 

اندازۀ تكانۀ ماهوارۀ B است؟ (ماهواره های A و B در مدارهای ثابتی در حال چرخيدن به دور كرۀ زمين اند.) 
1

2
(۴ ۲ (۳ 1

8
(۲ ۸ (۱

پاسخ: گزینه 

v را به اشتباه 
v
A

B
 در اين سؤال دانش آموز بايد رابطۀ نسبی بين دورۀ تناوب و تندی ماهواره را بداند. در صورتی که نسبت

1 به دست آوريد در دام  می افتيد.
2

به جای ۲،

 ابتدا با توجه به رابطۀ دورۀ تناوب با تندی ماهواره، نسبت تندی ماهواره ها را به دست آورده و سپس با داشتن 
نسبت تندی ها و جرم ها، نسبت تكانۀ دو ماهواره را به دست آوريد.

در حركت دايره ای ماهواره، نيروی مركزگرا همان نيروی گرانشی است، از طرفی رابطۀ تندی ماهواره با دورۀ تناوب حركت آن 
به صورت روبه رو است:

T
v

T
T

v
v

µ Þ =1

3

2

1

1

2

3( )

تکانه: حاصل ضرب جرم در سرعت جسم 
( )

( .

kg

kg m
s

P mv

 KveoM  ´v]  ³o]

¾ºI§U  nHjoM

) KveoM

Søow





¯

­

¯
=

   nHjoM

 KveoM( / )m s

           
Þ = ´

P
P

m
m

v
v

2

1

2

1

2

1

گام اول: ابتدا با توجه به اين كه دورۀ تناوب ماهواره با مكعب (توان سوم) تندی حركت آن رابطۀ معكوس دارد؛ داريم:

T
T

v
v

v
v

v
v

B

A

A

B

T T A

B

A

B

B A= ¾ ®¾¾¾ = Þ ==( ) ( )3 8 38

1
2

گام دوم: با داشتن نسبت تندی و جرم ماهواره ها، نسبت تكانۀ دو ماهواره را به دست می آوريم:

P mv
P
P

m
m

v
v

P
P

A

B

A

B

A

B

m m
v v

A

B

A B
A B

= Þ = ´ ¾ ®¾¾¾¾ = ´ ==
=
4

2

4

1

2

1
8
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۷۵  تست و پاسخ 

روی سطح افقی بدون اصطكاكی، در يک مسير دايره ای به طور يكنواخت  2 m طول در شكل زير، شخص يک چهارچرخه را توسط طنابی به

25 باشد، انرژی جنبشی چهارچرخه چند ژول است؟  N نيروی كشش طناب می چرخاند. اگر

۲۵ (۲    12 5/ (۱
۱۰۰ (۴   ۵۰ (۳

پاسخ: گزینه   

 اين سؤال با کنکور رياضی خارج ۹۳ تشابه مفهومی دارد.  در اين تست دام است برای کسانی که در محاسبات اشتباه 
1 را فراموش می کنند.

2

می کنند و در رابطۀ انرژی جنبشی ضرب

 ابتدا با داشتن طول طناب و نيروی كشش طناب، رابطۀ بين جرم و تندی را به دست آورده و سپس رابطۀ به دست 
آمده را در رابطۀ انرژی جنبشی جای گذاری كنيد تا انرژی جنبشی چهارچرخه را به دست آوريد.

درس نامۀ تست ۷۳ را بخوانيد.
نيروی مرکزگرا: در حركت دايره ای يكنواخت نيروی خالص وارد بر جسم به سمت مركز دايره است و با توجه به قانون دوم نيوتون داريم:

F ma F m v
r

mr
Tnet

a a v
r

F F c
c

net c
= ¾ ®¾¾¾ = =

= =

=

2
2 22( )p

نيروی مرکزگرا می تواند چه نيروهايی باشد؟

نيروی اصطكاک ايستايی  در حركت اتومبيل در پيچ جاده يا جسم بر روی يک ديسک گردان
نيروی كشش نخ  جسمی كه حول يک نقطه توسط طنابی می چرخد. 

نيروی الكتريكی  جاذبۀ هسته بر الكترون (چرخش الكترون دور هسته) 
نيروی عمودی سطح  حركت دورانی استوانۀ قائم 

نيروی گرانش  حركت ماهواره به دور زمين 

 با توجه به طول طناب و نيروی كشش طناب كه همان نيروی مركزگرا است، داريم:

F mv
r

mv mv Nmc
F T N
r L m
c= ¾ ®¾¾¾¾ = Þ == =
= =

2
25

2

2
2

25
2

50 .

K mv K Jmv= ¾ ®¾¾¾ = ´ ==1

2

1

2
50 25

2 50
2

از طرفی طبق رابطۀ انرژی جنبشی داريم: 

۷۶ تست و پاسخ 

نوسانگر هماهنگ ساده ای روی محور x و حول مبدأ در حال نوسان است. كدام يک از عبارت های زير دربارۀ اين نوسانگر درست است؟

در لحظه ای كه جهت نيروی خالص وارد بر نوسانگر تغيير می كند، اندازۀ تكانۀ آن بيشينه است. الف)

در بازۀ زمانی ای كه انرژی پتانسيل كشسانی نوسانگر در حال افزايش است، اندازۀ شتاب آن كاهش می يابد. ب)

پ) هنگامی كه نوسانگر در حال دور شدن از نقطۀ تعادل است، انرژی جنبشی آن كاهش می يابد.

در لحظه ای كه اندازۀ تكانۀ نوسانگر بيشينه است، جهت حركت نوسانگر تغيير می كند. ت)

۴) پ و ت ۳) ب و ت  ۲) الف و پ  ۱) الف و ب 

پاسخ: گزینه 

بدون اصطكاكیروی سطح افقی بدون اصطكاكیروی سطح افقی بدون اصطكاكی، 2 m طول
شعاع دايره

نيروی خالص (نيروی مرکز گرا) 
نيروی کشش طناب است.

نيروی مرکز گرا

نيروی كشش طناب

در لحظه ای كه جهت نيروی خالص وارد بر نوسانگر تغيير می كند، اندازۀ تكانۀ آن بيشينه است.
عبور از مبدأ (نقطه تعادل)

در بازۀ زمانی ای كه انرژی پتانسيل كشسانی نوسانگر در حال افزايش است
دور شدن از نقطۀ تعادل

در لحظه ای كه اندازۀ تكانۀ نوسانگر بيشينه است
مبدأ (نقطۀ تعادل)
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بررسی وضعيت كميت ها در يک نوسان كامل:

 همۀ عبارت ها را مورد بررسی قرار می دهيم:
بررسی عبارت (الف): با عبور نوسانگر از مركز نوسان (نقطۀ تعادل)، جهت نيروی خالص تغيير می كند كه در اين لحظه اندازۀ سرعت و تكانه 

بيشينه است. (درست)
) نزديک می شود، انرژی پتانسيل كشسانی نوسانگر افزايش می يابد، هم چنين  )x A= ± بررسی عبارت (ب): زمانی كه نوسانگر به نقاط بازگشت

a با دورشدن از مركز نوسان اندازۀ شتاب نيز افزايش می يابد. (نادرست) x= -w2 طبق رابطۀ
) دور می شود، تندی نوسانگر در حال كاهش است؛ بنابراين انرژی جنبشی هم در  )x =0 بررسی عبارت (پ): زمانی كه نوسانگر از نقطۀ تعادل

حال كاهش است. (درست)
بررسی عبارت (ت): اندازۀ تكانۀ نوسانگر مانند تندی، زمانی بيشينه است كه نوسانگر از وضع تعادل عبور كند؛ در اين نقطه جهت حركت تغيير 

نمی كند. (نادرست)
با توجه به بررسی عبارت ها،  صحيح است.

۷۷ تست و پاسخ 
در مدت زمان معينی، آونگ های A و B به ترتيب ۳۶ و ۶۰ نوسان كامل انجام می دهند. به ترتيب از راست به چپ، بسامد و طول آونگ A چند 

برابر بسامد و طول آونگ B است؟ 
9

25
، 5
3

(۴   25
9

، 3
5

(۳   3
5

، 5
3

(۲ 5

3
، 3
5

(۱

پاسخ: گزینه 

B و A رابطۀ بين دورۀ تناوب و تعداد نوسان های انجام شده توسط آونگ های ،T N t´ = D  با استفاده از رابطۀ

T، رابطۀ بين طول های آونگ های A و B را مشخص كنيد. L
g

= 2p را مشخص كنيد، سپس از رابطۀ

، N نوسان كامل انجام می دهد، رابطۀ روبه رو برقرار است: Dt Tدر يک نوسانگر ساده، با دورۀ تناوب T كه در مدت زمان N t´ =D

به گلولۀ كوچک كه از يک نخ سبک آويزان است، آونگ ساده می گوييم. اگر زاويۀ نخ آونگ با راستای قائم كم باشد، حركت آونگ از نوع هماهنگ 
ساده است؛ در اين صورت داريم:

     ( rad
s

g
L

) ÁH ¾Ä»Hp k¶IvM ¬ =w     (s T L
g

) J»I¹U á½n»j ¬ = 2p     (Hz f g
L

) k¶IvM ¬ = 1

2p

TN، نسبت بسامد دو آونگ A و B را به دست می آوريم: t= D گام اول: از رابطۀ

T N T N t T T
T
T

f
fA A B B A B

B

A

T f A

B
= = Þ ´ = ´ Þ = ¾ ®¾¾ = =

µ
D 36 60

36

60

36

60

3

5

1

1 متناسب است؛ بنابراين داريم:
L

fگام دوم: بسامد آونگ ساده با
f

L
L

L
L

L
L

A

B

B

A

B

A

A

B
= = Þ = Þ =3

5

9

25

25

9
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۷۸ تست و پاسخ 
t1 برحسب ثانيه كدام است؟ نمودار مكان ـ زمان نوسانگر هماهنگ ساده ای به شكل مقابل است. لحظۀ

0 08/ (۲    0 04/ (۱

x(cm)

t(s)
t
1

A

A�
2

0&3
0

0 12/ (۴    0 06/ (۳

پاسخ: گزینه 

x می توان نشان داد كه نوسانگر  A t= cos( )w از معادلۀ با استفاده 

T طی 
12

+ تا مبدأ را در مدت A
2 T و فاصلۀ

6 + را در مدت A
2 A+ تا ساده حد فاصل

می كند. در شكل روبه رو اين جابه جايی ها و زمان ها مشخص شده است:

0، دورۀ تناوب را به دست می آوريم: 3/ s گام اول: با توجه به نمودار مكان ـ زمان نوسانگر و زمان

5

4
0 3

1 2

5
0 24

T T s= Þ = =/ / /

x را به دست می آوريم: cm= -2 گام دوم: مدت زمان لازم برای رسيدن نوسانگر تا

t T T T s
1

4 12 3

0 24

3
0 08= + = = =/ /

0 06 0 12
1

/ /< <t  با توجه به نمودار داده شده در سؤال بايد:

۷۹ تست و پاسخ 
نوسانگر هماهنگ ساده ای روی محور x و حول مبدأ (نقطۀ تعادل) با دامنۀ A نوسان می كند. نوسانگر در لحظه ای در خلاف جهت محور x از مكان

حداقل چند ثانيه طول  1 باشد، 5/ s DDt برابر x می گذرد. اگر كمينۀ A2

3

2
== -- DDt در جهت محور x از مكان عبور كرده و بعد از مدت x A

1 2
==

می كشد تا نوسانگر از مبدأ به نقطۀ بازگشت برسد؟ 

1 8/ (۴   0 9/ (۳ ۳ (۲ 1 5/ (۱

پاسخ: گزینه 

T
12

A+ را در مدت زمان 3

2
A+ تا  نوسانگر هماهنگ ساده مسافت

T طی می كند، در شكل مقابل اين جابه جايی ها 
6 A تا مبدأ را در مدت زمان 3

2
و فاصلۀ

مشخص شده است.

گام اول: مطابق شكل، نمودار مكان ـ زمان نوسانگر ساده با دامنۀ نوسان A رسم 

t2 را در نمودار مشخص می كنيم: t1 و شده است. لحظه های

x در خلاف جهت محور x عبور می كند. A= 2 t1 نوسانگر از مكان

x در جهت محور x عبور می كند. A= - 3

2
t1 از مكان t2 نوسانگر برای اولين بار بعد از

حداقل چند ثانيه طول 

T
4 = ?

می كشد تا نوسانگر از مبدأ به نقطۀ بازگشت برسد؟ 
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گام دوم: دورۀ تناوب حركت نوسانگر را به دست می آوريم:
Dt t t T T T T T s= - = + + = Þ = Þ =

2 1
12 4 12

1 5
5

12

3

2
3 6/ /

0 است. 9/ s T است كه برابر
4 گام سوم: كم ترين زمانی كه لازم است تا نوسانگر از مبدأ به نقطۀ بازگشت برسد، 

۸۰ تست و پاسخ 
می دهد.  انجام  ساده  هماهنگ  حركت   5 cm دامنۀ با  مبدأ  حول  و   x محور  روی  نوسانگری 

مكان از  نوسانگر   t1 لحظۀ در  می كند. طی  را  نوسان  پاره خط  بار   ۳۰ دقيقه  هر  در  نوسانگر  اين 

t1 تا x عبور كرده و انرژی پتانسيل كشسانی آن در حال افزايش است. در بازۀ زمانی cm1 3== ++

t (برحسب ثانيه) به ترتيب بزرگی سرعت متوسط و تندی متوسط نوسانگر چند سانتی متر  t2 1 2== ++

بر ثانيه هستند؟

۱۰ ،۳ (۴ ۵ ،۳ (۳ ۲) صفر، ۱۰ ۱) صفر، ۵

پاسخ: گزینه 

t1 تا T، دورۀ تناوب نوسانگر را به دست آوريد، سپس وضعيت نوسانگر را از لحظۀ N t´ = D  با استفاده از رابطۀ
t2 دنبال كنيد تا در نهايت سرعت متوسط و تندی متوسط را به دست آوريد.

Dt طی می كند،  n T= 2 ۱) در حركت هماهنگ ساده با دامنۀ نوسان A و دورۀ تناوب T، مسافتی كه نوسانگر در بازۀ

) است. تفاوت ندارد مكان ابتدايی نوسانگر در كجای پاره خط نوسان باشد. )2nA برابر
Dt T A= Þ =2 2

Dt T T A A= = Þ = ´ =2
2

2 2 4( )               
n =0 1 2 3, , , , ...

۲) درس نامۀ تست های ۵۱ و ۵۵ را بخوانيد.

، ۳۰ بار پاره خط نوسان را طی می كند به عبارتی ۱۵ نوسان كامل انجام می دهد؛  ( )60s گام اول: نوسانگر در هر دقيقه

بنابراين دورۀ تناوب برابر است با:
T N t T T sN t s´ = ¾ ®¾¾¾¾¾ ´ = Þ == =D D15 60

15 60 4
,

t1 مشخص می كنيم. انرژی  گام دوم: مكان و جهت حركت نوسانگر را در لحظۀ

پتانسيل كشسانی نوسانگر در حال افزايش است، پس نوسانگر به نقطۀ بازگشت 
نزديک می شود:

t2 مشخص می كنيم. گام سوم: مكان نوسانگر را در لحظۀ

2A را طی خواهد كرد: Dt مسافتی به اندازۀ s= 2 Dt است، نوسانگر در مدت T s= =2 2 از آن جا كه

گام چهارم: سرعت متوسط و تندی متوسط را به دست می آوريم:

v
x x
t t

cm s v cm sav av=
-
-

= - - = - Þ =2 1

2 1

3 3

2
3 3

( ) ( ) / | | /   

s
t

A
T

cm sav = = = ´ =

D
2

2

2 5

2
5

( )
/

١٥ نوسان کامل انجام می دهد.
می كند. طی  را  نوسان  پاره خط  بار   ۳۰

در حال نزديک شدن به نقطۀ 
بازگشت است. انرژی  عبور كرده و انرژی پتانسيل كشسانی آن در حال افزايش است.انرژی پتانسيل كشسانی آن در حال افزايش است.انرژی پتانسيل كشسانی آن در حال افزايش است.

www.konkur.in

Telegram: @konkur_in

www.konkur.in
https://t.me/konkur_in


٧٨

فیزیک

ی
ض

ریا
ه 

شت
ر

ضوری
ن چهارم ح

آزمــو

۸۱ تست و پاسخ 
x A
1 2

== t1 به صورت كندشونده از مكان دامنۀ نوسانگر هماهنک ساده ای برابر A است. نوسانگر در لحظۀ

تندی متوسط  x عبور می كند. A
2 2== -- t2 به صورت تندشونده از مكان و پس از يک بار عبور از مبدأ، در لحظۀ

t2 چند برابر تندی بيشينۀ آن در اين مدت است؟ (نوسانگر بر روی محور x و حول  t1 تا نوسانگر در بازۀ زمانی

مبدأ نوسان می كند.)

3
p

(۴   2
p

(۳   9

4p
(۲ 9

5p
(۱

پاسخ: گزینه 

 در سؤالات هماهنگ ساده ای، که حرف از مکان و زمان شده است يکی از بهترين کارها رسم نمودار مکان ـ زمان نوسانگر يا 
مشخص کردن مکان جسم بر روی محور مکان است تا به راحتی بتوانيم مسير حرکت و وضعيت جسم را مشخص کنيم.

درس نامۀ تست های ۷۸ و ۷۹ را بخوانيد.

گام اول: شكل مقابل، نمودار مكان ـ زمان نوسانگر هماهنگ ساده ای با 

) حركت  )x A= ± دامنۀ A را نمايش می دهد. زمانی كه متحرک به سمت نقاط بازگشت
( )x =0 نوسان مركز  سمت  به  متحرک  كه  زمانی  و  كندشونده  نوع  از  حركت  می كند، 

t2 كه بلافاصله  t1 و سپس لحظۀ حركت می كند، حركت از نوع تندشونده است. ابتدا لحظۀ
بعد از آن رخ داده است را مشخص می كنيم:

t2 به دست می آوريم: t1 تا گام دوم: تندی متوسط نوسانگر را در بازۀ
s

t

A A A A

T T T
A
T

A
Tav = =

+ + +

+ +
= =

D
2 2

6 2 6

3

5

6

18

5

) محاسبه می كنيم: )maxv A= w t2 را به تندی بيشينه t1 تا گام سوم: نسبت تندی متوسط در بازۀ
s
v

A
T

A T

av

max
=

´
= =

18

5

2

18

10

9

5p p p

۸۲ تست و پاسخ 

180 متصل است و روی سطح افقی بدون اصطكاكی قرار دارد.  N m/ 2 به فنری با ثابت kg جرم وزنه ای به

و رها كنيم، وزنه به نوسان درمی آيد. كم ترين مسافتی كه اين وزنه در يک بازۀ زمانی  8 كشيده cm اگر فنر را

( , / , / )pp2
10 3 1 7 2 1 4==   ثانيه ای طی می كند، چند سانتی متر است؟ 1

9
دلخواه

۸ (۴ ۴ (۳ 2 4/ (۲ 4 8/ (۱

پاسخ: گزینه 

 در سؤالات نوسانگر هماهنگ 
ساده برای يافتن كم ترين مسافت و بيشترين 
Dt به صورت روبه رو  مسافت طی شده در بازۀ

رفتار می كنيم:

x A
1 2

===== t1 به صورت كندشونده از مكان به سمت نقاط بازگشت انگر در لحظۀ
حرکت می کند.

به مرکز نوسان 
نزديک می شود.

تندی متوسط  x عبور می كند. A
2 2== -== -= -= --= - صورت تندشونده از مكان به صورت تندشونده از مكان به صورت تندشونده از مكان t2 در لحظۀو پس از يک بار عبور از مبدأ، در لحظۀو پس از يک بار عبور از مبدأ، در لحظۀ

180 متصل است و روی سطح افقی بدون اصطكاكی قرار دارد.  N m/N m/N m 2 به فنری با ثابت kg Tجرم m
k

= 2p

كم ترين مسافتی كه اين وزنه در يک بازۀ زمانی 

در اطراف نقطۀ بازگشت، مسافت به 
کم ترين مقدار خود می رسد.

و رها كنيم، وزنه به نوسان درمی آيد.  8 كشيده cm Aفنر را cm= 8

ثانيه ای طی می كند، چند سانتی متر است؟ 1
9

دلخواه

كم ترين مسافتبيشترين مسافت
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Þ سامانۀ جرم ـ فنربسامد طبيعی برای سامانۀ جرم ـ فنر به صورت روبه رو به دست می آيد: =f k
m0

1

2p

گام اول: دورۀ تناوب نوسانگر را به دست می آوريم:
T m

k
s= = = =2 2

2

180

2

3 10

2

3
p p p

D Dt
T

t T= = Þ =

1

9

2

3

1

6 6
Dt را برحسب دورۀ تناوب به دست می آوريم: s= 1

9
گام دوم: بازۀ زمانی

T را قبل از 
12

، قبل و بعد از نقطۀ بازگشت رخ می دهد، به طوری كه نوسانگر Dt T= 6 كم ترين مسافت طی شده توسط نوسانگر در بازۀ دلخواه

T را بعد از نقطۀ بازگشت طی كند.
12

رسيدن به نقطۀ بازگشت و

گام سوم: مسافت طی شده را به دست می آوريم. شكل مقابل مسير حركت مطلوب را در بازۀ زمانی

Dt نمايش می دهد:   T= 6
= مسافت - = - = - = = ´ =2

3

2
2 3 2 3 0 3 0 3 8 2 4( ) ( ) / / /A A A A A A cm

۸۳ تست و پاسخ 
جابه جايی در  می كند.  حركت   O نقطۀ  حول   x محور  روی  ساده ای  نوسانگر  زير،  شكل  در 

انرژی جنبشی  و  نوسانگر ۸۰ درصد كاهش  پتانسيل  انرژی   ،N نقطۀ  تا   M نقطۀ  از  نوسانگر 

درصد افزايش می يابد. تندی نوسانگر در نقطۀ M چند برابر تندی بيشينۀ آن است؟  آن ۴۰

2

3
(۴   p

3 (۳   2
2 (۲ 3

3 (۱

پاسخ: گزینه 

 انرژی مكانيكی در نقطۀ M و نقطۀ N با هم برابر است. با توجه به رابطۀ بين انرژی پتانسيل و انرژی جنبشی 
نقاط M و N، رابطه ای بين انرژی جنبشی نقطۀ N و انرژی جنبشی مركز نوسانگر پيدا كنيد.

انرژی پتانسيل، انرژی جنبشی و انرژی مكانيكی در حركت هماهنگ ساده به صورت زير می باشد:
  

انرژی پتانسيل، انرژی جنبشی و انرژی مكانيكی در حركت هماهنگ ساده به صورت زير می باشد:

E E U K U KM N M M N N= Þ + = +

E kA mA mA f= = =1

2

1

2
2

2 2 2 2 2 2w p       

گام اول: هرچه نوسانگر به مركز نوسان نزديک تر باشد، انرژی پتانسيل آن كم تر و انرژی جنبشی آن بيشتر می شود؛ بنابراين، 

 ، ( )K KN M> ) و انرژی جنبشی در نقطۀ N بيشتر از نقطۀ M است )U UM N> انرژی پتانسيل در نقطۀ M بيشتر از نقطۀ N است
در نتيجه به صورت رابطۀ رياضی روابط مقابل برقرار است:

U U U U UN M M M M= - = =80

100

20

100
0 2/

K K K K KN M M M M= + = =40

100

140

100
1 4/

U UN MU UN MU UU U=U UU UN MU U=U UN MU UU U0 2U UN M0 2N MU UN MU U0 2U UN MU U/U U/U UU U0 2U U/U U0 2U UU UN MU U0 2U UN MU U/U UN MU U0 2U UN MU U
K KN MK KN MK KK K=K KK KN MK K=K KN MK KK K1 4K KN M1 4N MK KN MK K1 4K KN MK K/K K/K KK K1 4K K/K K1 4K KN M1 4N M/N M1 4N MK KN MK K1 4K KN MK K/K KN MK K1 4K KN MK K

جابه جايی

انرژی جنبشی  و  نوسانگر ۸۰ درصد كاهش  پتانسيل  انرژی   ،N نقطۀ  تا   M نقطۀ  از  نوسانگر 
v Amav Amav Axv Axv A= wv A= wv A برابر تندی بيشينۀ درصد افزايش می يابد. آن ۴۰

x
MA� A�O N
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E است: EM N= گام دوم: طبق قانون پايستگی انرژی مكانيكی،

E E U K U K U K U K U K U
K

M N M M N N M M M M M M M
M= Þ + = + Þ + = + Þ = Þ =0 2 1 4 0 8 0 4
2

/ / / /

E است: K= max گام سوم: انرژی مكانيكی نوسانگر در طول مسير ثابت و برابر

E K U K K
K

K KM M M
U K

M
M

M
M

= Þ + = ¾ ®¾¾¾¾ + =
=

max max max
2

2

Þ = Þ ´ = Þ =3

2

3

2

1

2

1

2

2

3

2 2K K mv mv v vM M Mmax max max( )

۸۴ تست و پاسخ 
نمودار تغييرات انرژی نوسانگر ساده ای برحسب مكان به شكل مقابل است. اگر در لحظه ای كه انرژی جنبشی 

4 باشد، حداقل زمان لازم برای آن كه  2pp cm s/ و انرژی پتانسيل نوسانگر برابر هستند، تندی نوسانگر

برسد، چند ثانيه است؟ 40mJ انرژی جنبشی نوسانگر از صفر به
1

4
(۲    1

8
(۱

۱ (۴    1
2

(۳

پاسخ: گزینه 

بيشينه تندی  برابر   2
2 نوسانگر تندی  است،  برابر  نوسانگر  پتانسيل  انرژی  و  جنبشی  انرژی  كه  زمانی   

4 كه در صورت سؤال داده شده است و نمودار مطرح شده، بسامد زاويه ای و در نهايت  2p cm s/ ) است، با استفاده از تندی )maxv A= w

دورۀ تناوب را به دست آوريد تا به خواستۀ سؤال برسيد.

 در نمودار انرژی پتانسيل و انرژی جنبشی برحسب مکان نوسانگر، مهم ترين نقطۀ کليدی برخورد اين دو نمودار است، اين 
نقطه سه ويژگی مهم دارد:

v A= 2

2

w U                  ۳) تندی: K E K U
= = = =

2 2 2

max max x                 ۲) انرژی: A= ± 2

2

۱) مکان: 

 نمودار انرژی برحسب مكان نوسانگر هماهنگ ساده:

2 برابر تندی بيشينه است؛ 
2 گام اول: در زمانی كه انرژی جنبشی و انرژی پتانسيل نوسانگر برابر می شوند، تندی نوسانگر

بنابراين داريم:
v v v cm s= = Þ =4 2

2

2
8p pmax max /

2 است؛ بنابراين بسامد زاويه ای و دورۀ تناوب را به دست می آوريم: cm گام دوم: با توجه به نمودار تغييرات انرژی نوسانگر برحسب مكان، دامنۀ نوسان

v cm s rad sv A A cm
max

,/ /max= ¾ ®¾¾¾¾¾¾ ´ = Þ == =
8 2 8 4

2p w p w pw

w p p p= Þ = Þ =2
4

2 1

2T T
T s

حداقل زمان لازم برای آن كه 

T
4 = ?

دامنۀ نوسان

K U E= =K U= =K U 2

برسد 40mJ انرژی جنبشی نوسانگر از صفر به
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40mJ است. 40mJ است.گام سوم: با توجه به نمودار تغييرات انرژی نوسانگر برحسب مكان، انرژی مكانيكی نوسانگر برابر با توجه به نمودار تغييرات انرژی نوسانگر برحسب مكان، انرژی مكانيكی نوسانگر برابر

Dt T s= =
4

1

8
T است؛ بنابراين داريم:

4 ) برسد، برابر )40mJ گام چهارم: كم ترين زمان برای اين كه انرژی جنبشی از صفر به حداكثر مقدار خود

۸۵ تست و پاسخ 
. اگر ميله با بسامد  2 4/ m 1 و 6/ m ، 1 2/ m ، 0 8/ m ، 0 4/ m طول تعدادی آونگ ساده كه از يک ميلۀ افقی آويزان هستند، عبارت اند از:

  ( / )g N kg== 10 4 نوسان هايی افقی انجام دهد، برای چه تعداد از آونگ ها تشديد رخ می دهد؟ rad s/ 2 تا rad s/ زاويه ای در گسترۀ

۳ (۲   ۴ (۱
۱ (۴   ۲ (۳

پاسخ: گزینه

را انتخاب كنيد. 4 rad s/ 2 تا rad s/  بسامد زاويه ای آونگ ها را به دست آوريد و آن هايی كه در محدودۀ

w به دست می آيند. = g
L

f و بسامد زاويه ای آن از رابطۀ
n
g
L0

1

2
= ۱) بسامد طبيعی آونگ ساده از رابطۀ

) شروع به نوسان  )f0 ۲) اگر جسمی را كه بتواند نوسان كند، از حالت تعادل خارج و رها كنيم، با يک بسامد معين به نام بسامد طبيعی
می كند. اگر بسامد واداشته با بسامد طبيعی برابر باشد، پديدۀ تشديد يا رزونانس به وجود می آيد و نوسان با بيشترين حالت دامنه رخ می دهد.

w به دست می آوريم: = g
L

گام اول: بسامد زاويه ای طبيعی هر يک از آونگ ها را از رابطۀ

L m rad s
1 1

0 4
10

0 4
5= Þ = =/

/
/w

L m rad s rad s
2 2

0 8
10

0 8

5 2

2
3 5= Þ = =/

/
/ / /w 

L m rad s rad s
3 3

1 2
10

1 2

5 3

3
2 8= Þ = =/

/
/ / /w 

L m rad s
4 4

1 6
10

1 6
2 5= Þ = =/

/
/ /w

L m rad s rad s
5 5

2 4
10

2 4

5 6

6
2 04= Þ = =/

/
/ / /w 

4 دارند و در نتيجه در اين  rad s/ 2 تا rad s/ گام دوم: از بين آونگ هايی كه از ميله آويزان هستند، ۴ آونگ بسامد زاويه ای در محدودۀ

آونگ ها پديدۀ تشديد رخ می دهد.
زاويه ای بسامد  با  كه  را  آونگ هايی  طول  محدودۀ  می توانيم  دوم:  روش 

4 تشديد می شوند را حساب كنيم: rad s/ 2 تا rad s/
w

w

w
w

1

1

1

1

2 2

2

2

2

2

2 2

10

2

2 5

10

4

0 625

= Þ = = =

= Þ = = =

g
L

L g m

g
L

L g m

( )
/

( )
/

2 قرار دارند، تشديد می شوند. 5/ m 0 تا 625/ m پس آونگ هايی كه طول آن ها در محدودۀ

چه تعداد از آونگ ها، بسامد زاويه ای طبيعی در 
دارند؟ 4 rad sd s/d s 2 تا rad sd s/d s محدودۀ

)kg برای چه تعداد از آونگ ها تشديد رخ می دهد؟
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۸۶ تست و پاسخ 
جرم دو طناب A و B برابر و طول طناب A، ۲۸ درصد كم تر از طول طناب B است. اگر نيروی كشش 

A باشد، مدتی كه طول می كشد تا موج عرضی طول طناب B ۲ برابر نيروی كشش طناب ،A طناب

را طی كند، چند برابر مدتی است كه موج عرضی طول طناب B را طی می كند؟ 
3

5
(۴ 5

3
(۳ 3

10
(۲ 10

3
(۱

پاسخ: گزینه 

 در اين سؤال يکی از مواردی که ممکن است دانش آموزان اشتباه کنند، اين است که نسبت ها را جابه جا به دست آورند به 
همين دليل  دام تستی است.

 ابتدا رابطۀ بين تندی انتشار موج دو طناب A و B را به دست آوريد. سپس با داشتن نسبت تندی انتشار موج در 
طناب ها و طول طناب ها، نسبت مدت زمانی  كه موج عرضی طول طناب ها را طی می كند، به دست آوريد.

تندی انتشار موج عرضی در تار يا ريسمان يا فنر: 
v F N

m s

=
m

( )

( / )

 KveoM JI¹ö  yz¨  Á»oÃº

Z¼¶  nIzTºH  Ák¹U

 KveoM   Âòoø

³o] Âõi Â²I«a

(nIU  ¦Ä  Ï¼ö  keH»  ³o])

 KveoM( / )kg m

m=
®
®¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾ =

m
L

kg
m v FL

m

( )
( )

KveoM  nIU  ³o]

KveoM  nIU  Ï¼ö

v به دست می آيد. L
t

=
D

، مسافت L را طی كند، تندی انتشار موج از رابطۀ Dt  اگر جبهۀ موج در مدت

گام اول: ابتدا تندی انتشار موج در دو طناب A و B را با هم مقايسه می كنيم:

v FL
m

v
v

F
F

L
L

m
m

A

B

A

B

A

B

B

A

F F L L L L
m m

A B A B B B

A
= Þ = ´ ´

= = - =

=
. ,2

28

100

72

100

BB

v
v
A

B
¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾ = ´ ´2

1

72

100
1

Þ = = Þ =
v
v

v vA

B
A B

144

100
1 2 1 2/ /

گام دوم: با داشتن نسبت تندی انتشار موج در طناب های A و B و نيز نسبت طول طناب ها، نسبت مدت زمانی كه موج عرضی طول طناب ها 

را می پيمايد به دست می آوريم:
v L

t
t L
v

t
t

L
L

v
v

t
t

A

B

A

B

B

A

L L
v v

A

B

A B

A B
= Þ = Þ = ´ ¾ ®¾¾¾¾

=

=D
D

D
D

D
D

72

100

1 2/ == ´ =72

100

1

1 2

3

5/

۸۷ تست و پاسخ 
انجام  عمود بر سطح آب  در يک تشت موج، يک گوی با حركت هماهنگ ساده در هر دقيقه ۸۰ نوسان

می دهد. شكل مقابل تصويری از امواج دايره ای تشكيل شده در سطح آب اين تشت موج را در يک لحظه نشان 

چند سانتی متر است؟ (دايره های B و A 0 باشد، فاصلۀ دو نقطۀ 4/ /m sمی دهد. اگر تندی انتشار اين موج

ممتد جبهه های موج برآمده و دايره های خط چين جبهه های موج فرورفتۀ سطح آب را نشان می  دهد.) 

۴۵ (۲   ۲۲/۵ (۱
۹۰ (۴   ۶۰ (۳

پاسخ: گزینه   

، ۲۸ درصد كم تر از طول طناب B است. اگ
L L L LL LA BL LA BL L B BL LB BL L= -L L= -L LA B= -A BL LA BL L= -L LA BL L L L=L LL LB BL L=L LB BL L28

100

72L L72L L
100

B B
100

B B

در يک تشت موج، يک گوی با حركت هماهنگ ساده در هر دقيقه ۸۰ نوسان

دوره به دست 
می آيد.

چند سانتی متر است؟ (دايره های B و B و B A فاصلۀ دو نقطۀA فاصلۀ دو نقطۀA فاصلۀ دو نقطۀ ، فاصلۀ دو نقطۀ ،   باشد

MB= l
2AM = l

مجموع فاصلۀ بين دو برآمدگی متوالی و فاصلۀ يک برآمدگی از فرورفتگی مجاور
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 يکی از اشتباهات دانش آموز در اين سؤال اين است که فاصلۀ بين دو دايره با خطوط ممتد و نقطه چين را برابر با طول موج در 
نظر بگيرد و در نهايت به اشتباه  (دام تستی) را انتخاب کند.

 ابتدا دورۀ تناوب چشمه را به دست آورده و با كمک تندی انتشار موج، طول موج را به دست آوريد. در انتها با 
توجه به نسبت فاصلۀ A تا B برحسب طول موج، فاصلۀ A تا B را به دست آوريد.

 اگر چشمه يا هر ذره از محيط انتشار يک موج مكانيكی، در مدت t ثانيه n نوسان كامل انجام دهد، داريم: 

( )s T t
n

½n»j = به برآمدگی های ايجادشده در موج، قله و به فرورفتگی های آن، دره می گوييم.
): مسافتی كه موج در مدت زمان يک دورۀ تناوب چشمه طی می كند.  )l vطول موج

t
v

T
vTt T= ¾ ®¾¾ = Þ ==

=




D D
l l l

فاصلۀ بين دو برآمدگی (قله) مجاور يا دو فرورفتگی (دره) مجاور برابر با طول موج و فاصلۀ يک قله از درۀ مجاور برابر با نصف طول موج است.

T t
n

T st s
n= ¾ ®¾¾ = ==

=
60

80

60

80

3

4

گام اول: ابتدا دورۀ تناوب چشمه را به دست می آوريم: 

گام دوم: با داشتن دورۀ تناوب چشمه و تندی انتشار موج، طول موج را به دست می آوريم:

l l= ¾ ®¾¾¾ = ´ ==

=
vT mv m s

T s

0 4

3

4

0 4
3

4
0 3

/ / / /

، داريم: ( )l
2 ) و يک قله از درۀ مجاور )l گام سوم: با توجه به اين كه فاصلۀ A تا B برابر است با مجموع فاصلۀ دو قلۀ مجاور

d d cmAB
m cm

AB= + = ¾ ®¾¾¾¾¾ = ´ == =l l l l

2

3

2

3

2
30 45

0 3 30/

۸۸ تست و پاسخ 
در طنابی منتشر  v m s i

 

== ( / )2 با سرعت شكل روبه رو تصوير لحظه ای موج سينوسی را كه

از D و C، B، A نقاط شده است، در مبدأ زمان نشان می دهد. كدام يک از عبارت های زير دربارۀ

طناب درست است؟ 

) است. / / )0 12m s j


ثانيۀ اول برابر الف) سرعت متوسط ذرۀ A در

) است. / / )--0 6
2ppm s j


ثانيۀ اول برابر ب) شتاب متوسط ذرۀ B در

1 است. 2/ /m s نيم ثانيۀ اول برابر پ) تندی متوسط ذرۀ C در

است. تندشونده 0 7/ sمجموعاً به مدت D 1 ثانيۀ اول، حركت ذرۀ 5/ ت) در 

۴) پ و ت  ۳) ب و ت  ۲) الف و پ  ۱) الف و ب 

پاسخ: گزینه   

درس  برای  باقی مانده  زمان  به  حواستان  بايد  دهيد  پاسخ  تست  اين  به  می خواهيد  اگر  و  است  زمانبر  تست  يک  سؤال  اين   
فيزيک باشد. تا حدودی با کنکور تجربی داخل ۱۴۰۱ تشابه مفهومی دارد.

 ابتدا با توجه به شكل نمودار، طول موج و دورۀ  تناوب را به دست آورده و سپس عبارت های داده شده را بررسی كنيد.

 درس نامۀ تست های ۸۷ و ۵۱ و ۵۳ را بخوانيد.

جهت انتشار موج به 
سمت راست

در طنابی منتشر  v m s i
 

v m=v mv m=v mv m=v m=v m=v m( /v m( /v m )s i)s i( /2( /v m( /v m2v m( /v m با سرعت

اين نقاط حرکت هماهنگ ساده انجام می دهند.

از D و D و D C، B، A نقاط دربارۀ

l
4A

جهت انتشار موج به 

Dt st s=t s1t s1t s
ثانيۀ اول  در

Dt st s=t s1t s1t s
ثانيۀ اول

Dt st s=t s0 5t s0 5t s/t s/t st s0 5t s/t s0 5t s
نيم ثانيۀ اول

نزديک شدن به وسط پاره خط
تندشونده 0 7

Dt st s=t s1 5t s1 5t s/t s/t st s1 5t s/t s1 5t s
1 ثانيۀ اول،  5/1 5/1 5 ت) در 
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نقش موج: شكل موج (طناب يا فنر يا ...) در هر لحظۀ انتشار موج

l = فاصلۀ دو قلۀ مجاور
l = فاصلۀ  دو درۀ مجاور

l
2 = فاصلۀ يک قله از درۀ مجاور

l
4 = فاصلۀ يک قله يا دره از نقطۀ تعادل مجاور

v Amax = w
بيشينۀ تندی ذرات محيط در نقطۀ تعادل بوده و برابر است با: 

تعيين جهت حرکت ذرات، در محيط انتشار موج عرضی:

اگر موج روی محور x به سمت راست حركت كند، آشفتگی ها از سمت چپ به راست حركت 
می كنند، يعنی هر ذره از محيط با گذشت زمان، وضعيت مشابه با نقاط سمت چپ خود 

را خواهد داشت.

اگر موج روی محور x به سمت چپ حركت كند، آشفتگی ها از سمت راست به چپ حركت 
می كنند، يعنی هر ذره از محيط با گذشت زمان، وضعيت مشابه با نقاط سمت راست خود 

را خواهد داشت.

20cm است، بنابراين با داشتن طول  ) برابر با )l
4  با توجه به نمودار x ـ y موج، درمی يابيم فاصلۀ  يک قله از نقطۀ تعادل مجاورش

موج و تندی انتشار موج، دورۀ تناوب را به دست می آوريم:
l l

l l
= Þ = ¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾¾ = =

= Þ = =

=vT T
v

T s
cm cm m

v m s
4

20 80 0 8

2

0 8

2
0 4

/
/

/ /

از طرفی با توجه به اين كه جهت انتشار موج در جهت مثبت محور x است؛ بنابراين آشفتگی های موج از سمت چپ به راست منتشر می شود و 
هر ذره در لحظۀ بعد در موقعيت ذرۀ سمت چپ خود قرار می گيرد.

بررسی عبارت ها:
عبارت «الف»: نادرست

2 است، يعنی ذرۀ A پس از ۲ دورۀ تناوب دوباره به  5/ T 1s برابر با 0 است، بنابراين مدت زمان 4/ s با توجه به اين كه دورۀ تناوب هر ذره،

+A T به سمت پايين (وضعيت مشابه نقاط سمت چپ) حركت می كند كه در اثر آن از مكان
2 محل اوليه اش برمی گردد و پس از آن به مدت

A- جابه جا می شود. داريم: به مكان
v d

t
vav A

d A A A d m
t s av A,

/
,

/= ¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾ = - ==- - =- Þ =-
=D D

2 0 24

1

0 24

1
--0 24/ /m s

عبارت «ب»: نادرست 
، دوباره  T

2 2T به مكان اوليه بازگشته و در مدت زمان 2 است، بنابراين ذره پس از 5/ T 1s معادل با با توجه به بررسی عبارت «الف»، مدت زمان

به محل تعادل می رسد با اين تفاوت كه جهت سرعتش خلاف جهت سرعت اوليه بوده و در خلاف جهت محور است. از طرفی می دانيم بيشينۀ 
v است. داريم: Amax = w تندی ذره در نقطۀ تعادل بوده و برابر با

a
v v

tav B
B B v A m s

v v m s
B

B B,
/ / / /
/ / ,=

- = = ´ =

=- =-
2 1

0 12
2

0 4
0 6

0 6

1

2 1D
w p p

p DDt s av Ba m s=¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾¾ = - - = -
1

20 6 0 6

1
1 2,

/ / / /p p p
عبارت «پ»: درست

T نيز 
4 4A را طی كرده و به مكان اوليه می رسد و در مدت زمان 5 است؛ بنابراين ذرۀ C پس از مدت T مسافت

4
T 0 معادل با 5/ s با توجه به اين كه

به اندازۀ A از انتهای پاره خط نوسان به نقطۀ تعادل می رسد. داريم: 
s

t
s mav C

A m
t s av C,
/ /
/ ,

/
/

/ /= ¾ ®¾¾¾¾¾¾ = == = ´ =
=




D D
5 5 0 12 0 6

0 5

0 6

0 5
1 2 ss
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عبارت «ت»: درست
3 است و اين كه در نصف هر دورۀ تناوب، ذره به صورت  75/ T 1 معادل با 5/ sبا توجه به اين كه مدت
0 ثانيه تندشونده  6/ s 3T است، ذرۀ D به مدت 1 كه معادل 2/ s تندشونده حركت می كند، در مدت
0 1/ s 0 آخر حركت درمی يابيم كه ذره 3/ s حركت می كند. از طرفی با توجه به محور نوسان ذرۀ D در

0 حركت ذرۀ D به صورت تندشونده بوده است.  7/ s تندشونده حركت كرده است كه در مجموع

۸۹ تست و پاسخ 
t1 نشان می دهد. اگر سرعت انتشار موج شكل روبه رو تصوير لحظه ای موج سينوسی را در لحظۀ 

به كدام شكل است؟   t t s2 1 0 6== ++ / باشد، تصوير موج در لحظۀ  ( / / )--2 5 m s i


 (۲  (۱

y

x(m)
2&5  (۴  (۳

پاسخ: گزینه 

 اين سؤال با کنکور تجربی خارج ۱۴۰۰ تشابه مفهومی دارد. دقت کنيد که تنها با بررسی نقطۀ مبدأ نمودار می توان به اين 
سؤال پاسخ داد.

y موج و تندی انتشار، دورۀ تناوب را به دست آوريد. سپس به كمک جهت انتشار موج،  ـ x  ابتدا به كمک نمودار
0 را رسم كنيد. 6/ s شكل موج پس از

 درس نامۀ تست های ۸۷ و ۸۸ را بخوانيد. 

گام اول: ابتدا به كمک نمودار x ـ y موج و تندی انتشار موج، دورۀ تناوب را به دست می آوريم:

l l
l l

= Þ = ¾ ®¾¾¾¾¾¾¾ = =
= Þ =

=vT T
v

T s
m m

v m s

3

4
1 5 2

2 5

2

2 5
0 8

/
/ / /

/

3 است و جهت انتشار موج در خلاف جهت محور x است، بايد وضعيت مبدأ (نقطۀ O)  پس از 
4

T 0 معادل 6/ s گام دوم: با توجه به اين كه مدت زمان

، معلوم شود. (دقت كنيد كه حركت آشفتگی از سمت راست به چپ است، پس ذرۀ مبدأ بايد شبيه ذره های سمت راست خود شود.) 3
4

T گذشت

3

4

l

0 بعد 6/ s0 6/ s0 6

t t s2 1t t2 1t t 0 6t t=t tt t2 1t t=t t2 1t t= +t t= +t t2 1= +2 1t t2 1t t= +t t2 1t tt t=t t= +t t=t tt t2 1t t=t t2 1t t= +t t2 1t t=t t2 1t t += ++= + /0 6/0 6  تصوير موج در لحظۀ 

جهت انتشار به سمت چپ

( / / )( /-( /( /-( /( /-( /-( /-( /2 5( /2 5( / m s/ )m s/ ) i

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۹۰ تست و پاسخ 
تصوير يک موج الكترومغناطيسی كه در خلأ منتشر می شود در لحظه ای معين به شكل زير است. بسامد اين موج چند هرتز و جهت انتشار آن 

3 است.)  10
8´́ m s/ كدام است؟ (تندی انتشار موج الكترومغناطيسی در خلأ 

x 1، در جهت محور 25 10
13/ ´  (۱

x 1، در خلاف جهت محور 25 10
13/ ´  (۲

x 2، در جهت محور 5 10
13/ ´  (۳

x 2، در خلاف جهت محور 5 10
13/ ´  (۴

پاسخ: گزینه 

 اين سؤال با کنکور رياضی داخل ۹۷ تشابه مفهومی دارد. قاعدۀ دست راست برای تعيين جهت انتشار موج الکترومغناطيسی 
موضوع مهمی برای طرح سؤال است.

 ابتدا با توجه به نمودار موج الكترومغناطيسی، طول موج را به دست آوريد. سپس به كمک تندی انتشار موج، بسامد 
را به دست آوريد. از طرفی به كمک قاعدۀ دست راست جهت انتشار موج را به دست آوريد.

امواج الکترومغناطيسی 
امواجی كه از رابطۀ متقابل ميدان های الكتريكی و مغناطيسی و تغييرات هم زمان اين دو ميدان به وجود می آيند.

رابطۀ بين طول موج، بسامد و تندی انتشار امواج الكترومغناطيسی به صورت زير است:
Z¼¶  nIzTºH  Ák¹U

á°i  nj  ÂvÃöI¹û¶»oT§²H

Z¼¶  ßZ¼¶

( / )m s

c
f

l =

  Ï¼ö

 ÂvÃöI¹û¶»oT§²H

Z¼¶  k¶IvM

 ÂvÃöI¹û¶»oT§²H( ) ( )m Hz
جهت انتشار موج الکترومغناطيسی

به كمک قاعدۀ دست راست، جهت انتشار موج الكترومغناطيسی را به دست می آوريم:
) از كف دست خارج شود. در  )



B ) قرار می دهيم كه ميدان مغناطيسی )E
��

چهار انگشت دست راست را طوری در جهت ميدان الكتريكی
اين حالت شست دست راست، جهت انتشار موج الكترومغناطيسی را نشان می دهد.

گام اول: ابتدا با توجه به نمودار موج الكترومغناطيسی، طول موج را به دست می آوريم:

l m l m
2

12 24 24 10
6= Þ = = ´ -m m m

گام دوم: با داشتن طول موج و تندی انتشار موج الكترومغناطيسی، بسامد موج الكترومغناطيسی را به دست می آوريم:

l
l l

= Þ = ¾ ®¾¾¾¾ = ´
´

= ´ == ´
= ´ --

c
f

f c fc m s
m

3 10

24 10

8

6

14
8

6

3 10

24 10

1

8
10

/
11 25 10

13/ ´ Hz

گام سوم: به كمک قاعدۀ دست راست، جهت انتشار موج الكترومغناطيسی را به دست می آوريم: 

بنابراين موج الكترومغناطيسی در خلاف جهت محور x منتشر می شود. 

l
2
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شیمی دوازدهم: شیمی (۳): صفحه های ۱ تا ۶۴

۹۱ تست و پاسخ 
است. بـا توجه به ساخـتار اين تركيب، كـدام مطلـب دربارۀ آن نادرست است؟ گلـوكز عـسل حـاوی قنـدی بـه نام

  ( , , , : . )O N C H g mol== == == == --
16 14 12 1

1

است. اتيلن گليكول 2 برابر شمار اين گروه ها در ساختار 5/ گروه های هيدروكسيل در آن، ۱) شمار
توانايی تشكيل پيوند هيدروژنی با مولكول های آب را دارد. ۲) همانند اتانول،

است. اوره ۳) جرم مولی آن، سه برابر جرم مولی
۴) شمار پيوندهای اشتراكی در آن با شمار پيوندهای اشتراكی در بنزين برابر است. 

پاسخ: گزینه 

 برای پاسخ به اين سؤال، بايد فرمول و ساختار ترکيب های جديدی (اتيلن گليکول، اوره و ...) که در صفحه های اوليۀ کتاب 
درسی شيمی دوازدهم اومده رو به خوبی بلد باشين! 

 بررسی گزينه ها:
) با ساختار داده شده دارای ۵ گروه  )C H O

6 12 6
) و گلوكز )-OH ) با ساختار زير دارای ۲ گروه هيدروكسيل )C H O

2 6 2
 اتيلن گليكول

5 برابر شمار اين گروه ها در اتيلن گليكول است.
2

2 5= / ) است؛ بنابراين شمار گروه های هيدروكسيل در گلوكز، )-OH هيدروكسيل 

O هستند و می توانند با مولكول های آب، پيوند هيدروژنی برقرار كنند. H- ) و گلوكز، هر دو دارای پيوند )C H OH
2 5

 اتانول

F وجود دارد (يعنی H متصل  H- N يا  H-  ،O H-  در شيمی دهم خوانديم كه بين مولكول هايی كه در ساختار آن ها پيوند 
به N ،O يا F دارند)، می تواند پيوند هيدروژنی برقرار شود. 

( ) ( ) ( ) ( ) .C H O g mol
6 12 6

1
6 12 12 1 6 16 180 q¨¼±¬  Â²¼¶  ³o] = ´ + ´ + ´ = -

(( ( ) ) ( ) ( ) ( ) (CH N O CO NH
4 2 2 2

1 12 4 1 2 14 1IÄ  ½n»H  Â²¼¶  ³o] = ´ + ´ + ´ + ´́ =

ü
ý
ï

þï
-

16 60
1) .g mol

Þ = =
q¨¼±¬  Â²¼¶  ³o]

½n»H  Â²¼¶  ³o]

180

60
3

 برای تعيين شمار پيوندهای اشتراكی در تركيب های آلی می توانيد از فرمول زير استفاده كنيد:
  Â¨HoT{H ÁIÀkº¼ÃQ nIµ{

¸
 ÁIÀï´UH  ÁHnHj ÂLÃ¨oU nj

 »  ,  ,N O H C
=
( MMo¨ ÁIÀï´UH nIµ{ ·r»nkÃÀ ÁIÀï´UH nIµ{ ·sÃv¨H  ÁIÀï´UH´ + ´ +4 1) ( ) (    nIµ{ ·r»oTÃº  ÁIÀï´UH  nIµ{´ + ´2 3

2

) ( )

C به صورت زير محاسبه می شود:  H O
6 12 6

C و گلوكز با فرمول H
8 18

با توجه به نكتۀ بالا، شمار پيوندهای اشتراكی در بنزين با فرمول

( ) ( ) (C H O

C

6 12 6

6 4 12 1
 q¨¼±¬  nj  Â¨HoT{H  ÁIÀkº¼ÃQ  nIµ{ = ´ + ´

�
)) ( )

H O��� �
+ ´ = =6 2

2

48

2
24

( ) ( ) ( )C H

C H

8 18

8 4 18 1
 ¸Äq¹M  nj  Â¨HoT{H  ÁIÀkº¼ÃQ  nIµ{ = ´ + ´

� ����

2

50

2
25= =

بنابراين می توان گفت كه شمار پيوندهای اشتراكی در گلوكز، كم تر از شمار پيوندهای اشتراكی در بنزين است. 

شیمی دوازدهم: شیمی (۳): صفحه های ۱ تا ۶۴

گلـوكز

C H O
6 1
C H
6 1
C H

2 6
O
2 6
O

اتيلن گليكول 2 برابر شمار اين گروه ها در ساختار 5 OH-گروه های هيدروكسيل در آن، گروه عاملی

C H OH
2 5
C H
2 5
C H

) همانند اتانول
اوره

CO( )NH( )NH2 2( )2 2( )  در بنزين
C H
8 1
C H
8 1
C H

8
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۹۲ تست و پاسخ 

برابر ۳۲۲ و با زنجير هيدروكربنی سيرشده، يک صابون مايع حاوی اتم فلزی اگر جرم مولی

اسيد چرب سازندۀ اين صابون گرم بر مول باشد، مجموع عدد اكسايش اتم های كربن در

  ( , , , , : . )K Na O C H g mol== == == == == --
39 23 16 12 1

1 كدام است؟

-33 (۲    -35 (۱
-30(۴    -32 (۳

پاسخ: گزینه 

 صابون های سديم، جامدند و صابون های پتاسيم يا آمونيوم، به حالت مايع هستند. 

 :صابون جامد:صابون مايع

) هستند كه فقط   صابون های مايع، همان نمک پتاسيم يا آمونيوم اسيدهای چرب ( و 

) باشد، خواهيم داشت: )C Hn n2 1+ در صابون پتاسيم دار، اتم فلزی وجود دارد. اگر گروه R، سيرشده

C H COOK n n n nn n2 1
12 2 1 12 2 16 39 14 84 14 84 3+ = + + + + + = + Þ + = Â²¼¶  ³o] ( ) 222 17Þ =n

C است. H O K
18 35 2

C يا H COOK
17 35

بنابراين فرمول شيميايی صابون مورد نظر به صورت
برای تبديل فرمول صابون به فرمول اسيد چرب سازندۀ آن، كافی است كاتيون موجود در فرمول شيميايی صابون را با اتم هيدروژن جايگزين 

C است كه تركيبی خنثی است و مجموع عدد  H O
18 36 2

C يا H COOH
17 35

كنيم؛ بنابراين فرمول اسيد چرب سازندۀ صابون مورد نظر،

C H O C C
18 36 2

18 36 1 2 2 0 18 32: ( ) ( )+ + + - = Þ = - اكسايش اتم ها در آن برابر صفر است؛ در نتيجه خواهيم داشت:   

۹۳ تست و پاسخ 
چند مورد از مطالب زير، دربارۀ سوسپانسيون ها درست است؟

.همانند كلوئيدها، ناپايدارند و با گذشت زمان، ذرات سازندۀ آن ها ته نشين می شوند

.آب گل آلود و سس مايونز، نمونه هايی از اين مخلوط ها هستند

.مسير عبور نور از ميان آن ها قابل ديدن است برخلاف محلول ها،

.رفتار آن ها را می توان رفتاری بين محلول ها و كلوئيدها در نظر گرفت

۴) چهار ۳) سه  ۲) دو  ۱) يک 

پاسخ: گزینه 

 فقط عبارت سوم درست است. 
بررسی عبارت ها:

عبارت اول: سوسپانسيون ها ناپايدارند و با گذشت زمان، ذرات سازندۀ آن ها ته نشين می شوند. ولی كلوئيدها پايدارند و ذرات سازندۀ آن ها ته نشين نمی شوند.
عبارت دوم: آب گل آلود، نمونه ای از سوسپانسيون ها و سس مايونز، نمونه ای از كلوئيدها است.

عبارت سوم: سوسپانسيون ها همانند كلوئيدها و برخلاف محلول ها، نور را پخش می كنند؛ يعنی مسير عبور پرتوهای نور در آن ها قابل مشاهده است.
عبارت چهارم: از آن جا كه كلوئيدها در برخی رفتارها شبيه محلول ها و در برخی ديگر شبيه سوسپانسيون ها هستند؛ می توان رفتار كلوئيدها را 

رفتاری بين محلول ها و سوسپانسيون ها در نظر گرفت.

C Hn nC Hn nC H
2 1n n2 1n n2 1+2 1

زنجير هيدروكربنی سيرشده،و با زنجير هيدروكربنی سيرشده،و با زنجير هيدروكربنی سيرشده،
RCOOK

و با  يک صابون مايع حاوی اتم فلزی

C H COOHn nC Hn nC H
2 1n n2 1n n2 1+2 1

اسيد چرب سازندۀ اين صابون

 نور را پخش می کنند.
مسير عبور نور از ميان آن ها قابل ديدن است
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نوع مخلوط

ويژگی
محلولکلوئيدسوسپانسيون

نور را عبور می دهد.نور را پخش می کنند.نور را پخش می کنند.رفتار در برابر نور

همگنناهمگنناهمگنهمگن بودن

پايدار است/ ته نشين نمی شود.پايدار است/ ته نشين نمی شود.ناپايدار است/ ته نشين می شود.پايداری

يون ها يا مولکول هاتوده های مولکولی با اندازه های متفاوتذره های ريز مادهذره های سازنده

شربت معده، شربت خاکشير، مثال
آب گل آلود

شير، ژله، سس مايونز، رنگ های پوششی، 
مخلوط آب، روغن و صابون

مخلوط مس (II) سولفات و آب، 
آب قند

۹۴ تست و پاسخ 

12 8/ برابر صابون جامد با زنجير هيدروكربنی سيرشده درصد جرمی اكسيژن در نوعی

) كه غلظت يون های  . )d g mL== --1 1 است. اگر ۱۸ گرم از اين صابون به ۲ ليتر آب سخت

تنها ۲۰ درصد از صابون  منيزيم و كلسيم در آن برحسب ppm با هم برابر است، اضافه شود،

ppm غلظت يون كلسيم در اين نمونه آب، چند خاصيت پاک كنندگی خود را حفظ می كند.

( , , , , , : . )Ca Mg Na O C H g mol== == == == == == --
40 24 23 16 12 1

1 است؟

RCOONa aq X aq RCOO X s Na aq X Ca Mg( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( : , )++ ®® ++++ ++2
2 (معادله موازنه شود.)  

۲۱۶ (۴ ۶۱۲ (۳ ۲۶۱ (۲ ۶۲۱ (۱

پاسخ: گزینه 

 اين تيپ سؤالات رسوب صابون در آب های سخت در کنکورهای سال های اخير پرتکرار بوده است. 

گام اول: ابتدا به كمک درصد جرمی اكسيژن در صابون، فرمول شيميايی صابون را به دست می آوريم. فرمول شيميايی 

C است: H COONan n2 1+ صابون  جامد با زنجير هيدروكربنی سيرشده به صورت

C H COONa n n n g moln n2 1

1
12 2 1 12 2 16 23 14 68+

-= + + + + ´ + = +Â²¼¶ ³o] ( ) ( ) .

·¼MIÅ  nj  ·sÃv¨ H  Â¶o]  kÅnj

·sÃv¨ H  ÁIÀï´UH  ³o]

·¼MIÅ  ®

=
¨̈  ³o]

´ Þ ´
+

´ =100
2 16

14 68
100 12 8n /

Þ
+

= Þ + = Þ =32

14 68

128

1000
14 68 250 13

1 4

n
n n

Þ ·¼MIÅ  Ï¼¶oÎ :C H COONa
13 27

+Ca2 در آب را حساب می كنيم:  +Mg2 و ، مجموع شمار مول های ( / )80

100
18 14 4´ = g گام دوم: به كمک جرم صابون رسوب كرده

2 2
13 27

2

13 27 2
C H COONa aq X aq C H COO X s Na aq X Ca Mg( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ,+ ® + =+ +

14 4
1

250

1

2
13 27

13 27

13 27

2

/ gC H COONa molC H COONa
gC H COONa

molX
mo´ ´

+

llC H COONa molX

Mg Ca
13 27

2

2 2

0 0

0 0

288

288

= +

+ +Þ + =

/

/Ï¼¶ Ï¼¶

R با زنجير هيدروكربنی سيرشده C Hn nHn nHR C=R C
2 1n n2 1n n+2 1+

صابون جامد
RCOONa

۲۰تنها ۲۰تنها ۲۰ درصد از صابون  ،
٨٠ درصد صابون رسوب می کند.

خاصيت پاک كنندگی خود را حفظ می كند.
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+Ca2 موجود در آب را حساب می كنيم. با توجه به اين كه غلظت ppm يون های منيزيم و كلسيم در آب برابر است،  گام سوم: شمار مول های

+Ca2 را به ترتيب x و y در نظر بگيريم، خواهيم داشت: +Mg2 و بايد جرم آن ها در آب برابر باشد. اگر تعداد مول

IÀï·¼Ä Ï¼¶ jHk÷U Ì¼µ\¶

³o] ³o]

: x y

Mg Ca x y x

+ =

= Þ = Þ =+ +

0 /0288

24 40
102 2

66

5

3

5

3

3

3
2880 0

y y
y y

=

ü
ý
ï

þï
Þ + = /

Þ = ´ = +y molCa3 0 0288

8
1080 0

2/ /

Ca mol g
mol g2 3

0 0108
40

1
4 108 10

+ -= ´ = ´ ´³o] / +Ca2 برحسب ppm را حساب می كنيم:  گام چهارم: غلظت يون

= جرم آب ´ ´ =2
1000

1

1

1
2000L mL

L
g
mL

g

ppm = ´ = ´ ´
´

´ = ´ =
-

½kº¼{ï®e ³o]

Ï¼±d¶ ³o]
10

4 108 10

2 10

10 2 108 216
6

3

3

6

۹۵ تست و پاسخ 
با توجه به ساختار پاک كنندۀ داده شده (تركيب A)، كدام مقايسه درست است؟ 

A تركيب = ۱) شمار جفت الكترون های ناپيوندی: گوگرد تری اكسيد
< وازلين A ۲) نسبت شمار اتم های هيدروژن به كربن: تركيب

A ۳) عدد اكسايش گوگرد: هيدروژن سولفيد > تركيب
> سديم هيدروكسيد A ۴) خاصيت خورندگی: تركيب

پاسخ: گزینه 

 بررسی گزينه ها:
، ۸ جفت الكترون ناپيوندی وجود دارد. (SO )3  با توجه به ساختارهای زير، در تركيب A، ۹ جفت الكترون  ناپيوندی و در گوگرد تری اكسيد

A تركيب Þ

   

Þ =Ákº¼ÃQIº  ÁIÀï·»oT§²HïSÿ]  nIµ{ 9

گوگرد تری اكسيد Þ Þ =Ákº¼ÃQIº  ÁIÀï·»oT§²HïSÿ]  nIµ{ 8

 در همۀ تركيب ها، لزوماً اتم اكسيژن، دو جفت  الكترون ناپيوندی ندارد. مثلاً در اين جا ديديد، هر اتم اكسيژن در پاک كننده های 
غيرصابونی، دارای ۳ جفت الكترون ناپيوندی است.

29 (�م تر از ۲) است.
18

52 (بزرگ تر از ۲) بيشتر از
25

C است. حاصل H
25 52

C و فرمول مولكولی وازلين، H SO Na
18 29 3

،A فرمول مولكولی تركيب 

        
A S
H S

 KÃ¨oU nj  yÄIv¨H  jkø

 kÃÿ²¼w  ·r»nkÃÀ

= - = +
Þ + +

6 2 4

2 1
2

( ) ( ) SS S= Þ = -0 2yÄIv¨H  jkø

 تركيب A (پاک كنندۀ غيرصابونی) خاصيت خورندگی ندارد، در حالی كه سديم هيدروكسيد يک باز قوی و خورنده است.

(A تركيب)
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۹۶ تست و پاسخ 
كدام مطلب درست است؟ 

pH (۱ محلول هايی به حجم يكسان از ليتيم اكسيد و كلسيم اكسيد كه از انحلال مول های برابری از اين دو ماده در آب به دست آمده، 
با هم برابر است.

۲) در مقايسۀ دو محلول، محلولی اسيدی تر است كه جرم يون هيدرونيوم در آن بيشتر باشد.
0 مول دی نيتروژن پنتااكسيد در آب، ۲ يون توليد می شود. 5/ همانند انحلال 0 مول آهک 5/ ۳) با انحلال

۴) با انحلال گاز گوگرد تری اكسيد همانند انحلال كربن دی اكسيد در آب، يک اسيد قوی حاصل می شود.

پاسخ: گزینه 

،Li O s H O l Li aq OH aq2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )+ ® ++ - ) در آب طبق واكنش )Li O2  در صورت انحلال يک مول ليتيم اكسيد
) توليـد می شـود و در صـورت انحـلال يـک مـول كلسـيم اكسـيد (CaO) در آب طبـق واكنـش )OH- دو مـول يـون هيدروكسـيد
محلول هايی  بنابراين  می شود؛  توليد   ( )OH- هيدروكسيد يون  مول  دو  نيز   ،CaO s H O l Ca aq OH aq( ) ( ) ( ) ( )+ ® ++ -

2
2 2

از يون هيدروكسيد برابری  اين دو ماده در آب به دست می آيند؛ تعداد مول های  از  برابری  انحلال تعداد مول های  از  با حجم يكسان، كه 
است.  برابر  هم  با  آن ها   pH بنابراين  می كنند؛  توليد   ( )OH-

بررسی ساير گزينه ها:
) در آن بيشتر باشد؛ پس علاوه بر جرم يون  هيدرونيوم )H O3

+  در مقايسۀ دو محلول، محلولی اسيدی تر است كه غلظت يون  هيدرونيوم
) موجود در محلول، حجم محلول نيز تأثيرگذار است. )H O3

+

CaO، ۳ مول  s H O l Ca aq OH aq( ) ( ) ( ) ( )+ ® ++ -
2

2 2  در صورت انحلال يک مول آهک يا كلسيم اكسيد (CaO) در آب طبق واكنش
 ،N O s H O l H aq NO aq

2 5 2 3
2 2( ) ( ) ( ) ( )+ ® ++ - ) در آب طبق واكنش )N O

2 5
يون و در صورت انحلال يک مول دی نيتروژن پنتااكسيد

۴ مول يون توليد می شود؛ بنابراين می توان گفت كه به ازای انحلال تعداد مول های برابری از اين دو ماده در آب، تعداد مول های يكسانی يون توليد نمی شود؛ 
پس عبارت داده شده نيز نادرست است.

) توليد  )H SO
2 4

SO، سولفوريک اسيد g H O H SO aq
3 2 2 4
( ) (l) ( )+ ® ) در آب طبق واكنش )SO3  با انحلال گاز گوگرد تری اكسيد

 ،CO g H O l H CO aq
2 2 2 3
( ) ( ) ( )+  ) در آب طبق واكنش )CO2 می شود كه يک اسيد قوی است ولی با انحلال گاز كربن دی اكسيد

) توليد می شود كه يک اسيد ضعيف است. )H CO
2 3

كربنيک اسيد

۹۷ تست و پاسخ 
با توجه به نمودارهای داده شده كه غلظت نسبی گونه ها در 

می دهند،  نشان  يونش  از  پس  و  پيش  را  اسيد  دو  محلول 

كدام موارد از مطالب زير درست است؟

سولفوريک اسيد كم تر و از هيدروبرميک اسيد بيشتر است.  الف) در دمای يكسان، ثابت يونش اسيد HA از

ب) در دما و غلظت يكسان، رسانايی الكتريكی محلول هر دو اسيد از رسانايی الكتريكی محلول شكر در آب بيشتر است.

0 مولار سديم هيدروكسيد، كم تر از ۱۲ واحد است. 1/ 0  مولار HA و 1/ پ) در دمای اتاق، تفاوت pH محلول های

ت) اگر حجم و غلظت دو محلول برابر باشد، با افزودن مقدار يكسانی آب خالص به آن ها، pH محلول ها به يک ميزان افزايش می يابد.

۲) ب ـ پ ۱) الف ـ ت  
۴) ب ـ ت ۳) الف ـ پ  

 محلول هايی به حجم يكسان از ليتيم اكسيد و كلسيم اكسيد كه از انحلال مول های برابری از اين دو ماده در آب به دست آمده، 

CaO Li O2

N O
2 5
N O
2 5
N O

CaO
آهک مول آهک مول آهک مول دی نيتروژن پنتااكسيد در آب، 

SO3

كربن دی اكسيد در انحلال كربن دی اكسيد در انحلال كربن دی اكسيد در
CO2

گوگرد تری اكسيد ) با انحلال گاز گوگرد تری اكسيد ) با انحلال گاز گوگرد تری اكسيد 

اسيد قوی

اسيد ضعيف

HBr هيدروبرميک اسيد بيشتر سولفوريک اسيد 

H SO
2 4
H S
2 4
H SO
2 4
O

نارسانا  رسانايی الكتريكی محلول شكر در آب بيشتر است.
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پاسخ: گزینه 

 عبارت های «ب» و «پ» درست هستند. 
با توجه به نمودارهای داده شده، HA يک اسيد ضعيف است؛ زيرا بر اثر حل شدن در آب به طور جزئی يونش می يابد و بيشتر مولكول های آن 
به صورت يونش نيافته در محلول باقی می مانند و فقط تعداد كمی از مولكول های آن به يون تبديل می شوند. ولی HX يک اسيد قوی است؛ 
زيرا مولكول های آن بر اثر حل شدن در آب، به طور كامل يونش می يابند و غلظت هر يک از يون های توليدشده در محلول اسيد، با غلظت اوليۀ 

اسيد برابر است. 
بررسی عبارت ها:

الف) اسيد HA يک اسيد ضعيف است كه به طور جزئی در آب يونش می يابد؛ پس در دمای يكسان، ثابت يونش آن از هر دو اسيد قوی 
) كم تر است. )HBr ) و هيدروبرميک اسيد )H SO

2 4
سولفوريک اسيد

ب) به طور كلی اسيدها و بازها (چه قوی و چه ضعيف) بر اثر انحلال در آب، يون ايجاد می كنند؛ بنابراين محلول آن ها، محلول الكتروليت بوده 
و رسانای الكتريكی هستند ولی انحلال شكر در آب، به صورت كاملاً مولكولی بوده و يون ايجاد نمی كند؛ بنابراين محلول آن، غيرالكتروليت بوده 

و رسانای الكتريكی نيست. 
پ) سديم هيدروكسيد (NaOH) يک باز قوی است و غلظت يون هيدروكسيد در محلول آن با غلظت اوليۀ محلول برابر است: 

[ ] [ ] / .NaOH OH mol L= =- -
0 1

1

[ ][ ] [ ]
[ ]

[ ]
/

.H OH H
OH

H mol L+ - - +
-

-
+

-
- -= Þ = Þ = =10

10 10

0 1
10

14
14 14

13 1

pH H pH= - Þ = - =+ -log[ ] log( )10 13
13

0 مولار  1/ 0 مولار آن، كم تر از 1/ HA يک اسيد ضعيف است كه با انحلال در آب به طور جزئی يونش می يابد و غلظت يون هيدرونيوم در محلول

و در نتيجه pH آن بيشتر از ۱ است.
0 مولار اسيد HA كه بيشتر از ۱ است؛ كم تر از  1/ 0 مولار سديم هيدروكسيد كه برابر ۱۳ است با pH محلول 1/ بنابراين تفاوت pH محلول

۱۲ واحد می باشد.
ت) HX يک اسيد قوی است (درجۀ يونش اسيدهای قوی برابر ۱ است). غلظت يون  هيدرونيوم در اسيد قوی، تنها به غلظت اوليۀ اسيد 

1 برابر می شود. 
a

1 برابر و غلظت يون  هيدرونيوم نيز
a

. با a  برابر شدن حجم محلول اسيد، غلظت اوليۀ اسيد  ([ ] )H M+ = بستگی دارد

HA يک اسيد ضعيف بوده و درجۀ يونش آن كم تر از ۱ است. غلظت يون  هيدرونيوم در اسيد ضعيف، به غلظت اوليۀ اسيد و درجۀ يونش آن 

1 برابر می شود، اما درجۀ يونش اسيد نيز تغيير می كند؛ 
a

]) با a برابر شدن حجم محلول اسيد، غلظت اوليۀ اسيد  ] )H M+ = a بستگی دارد. 

] در محلول دو اسيد يكسان نيست، ميزان  ]H+ 1 برابر نمی شود. بنابراين با توجه به اين كه ميزان تغيير
a

پس غلظت يون هيدرونيوم در محلول

تغيير pH آن ها نيز يكسان نخواهد بود.

۹۸ تست و پاسخ 
19 باشد،  5/ 0 مولار اسيد ضعيف HA، نسبت شمار مولكول های يونيده نشدۀ HA به شمار يون های حاصل از يونش برابر با 1/ اگر در محلول

درصد يونش اسيد در محلول و ثابت يونش آن به ترتيب كدام است؟

2 5 10
4/ ´ - ۲) ۵ ـ    6 25 10

5/ ´ - 2 ـ 5/ (۱

2 5 10
4/ ´ - 2 ـ 5/ (۴    6 25 10

5/ ´ - ۳) ۵ ـ

پاسخ: گزینه 
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-A با هم برابر است؛  +H و -A توليد می كند؛ از طرفی غلظت +H و  هر مولكول اسيد ضعيف HA كه يونش می يابد؛ ۲ يون
بنابراين خواهيم داشت: 

HA
HA

 â½kzºï½kÃº¼Ä  ÁIÀïÏ¼§²¼¶  nIµ{

 yº¼Ä  pH  ®ÅIe  ÁIÀï·¼ÄÄ  nIµ{

ÂÄI¿º SÊ±ü

IÀï·¼Ä SÊ±ü Ì¼µ\¶
= = -

+

+

+ +

+

HA H
H H

H

0 1

2

/ [ ]
[ ] [ ]

[ ]
�� �� ��

= Þ = - Þ =+ + +
19 5 39 0 1 40 0 1/ [ ] / [ ] [ ] /H H H

Þ = =+ -[ ] / / .H mol L0 1

40
0 0025

1

%a a= ´ = ´ = ´ =
+

100 100
0 0025

0 1
100 2 5

[ ] /
/

/H
M

K H A
HA

H
Ha = =

-
=

-

+ - +

+
[ ][ ]
[ ]

[ ]
/ [ ]

( / )
/ /

/

2 2

0 1

0 1

0 0025

0 1 0 0025

�
� �� ��

== ´ = ´
-

-6 25 10

0 1
6 25 10

6
5/

/
/

۹۹ تست و پاسخ 
با توجه به نمودار داده شده كه غلظت يون های هيدرونيوم و هيدروكسيد را در دو محلول آبی در 

25 نشان می دهد، چند مورد از مطالب زير درست است؟ C دمای

.است Y از نظر خاصيت اسيدی و بازی، آب گازدار مانند محلول

.برقرار است pH a-- ==log 14 در محلول X، رابطۀ

.0 مولار سولفوريک اسيد باشد 01/ محلول X می تواند محلول

 .آب خالص است pH مجموع pH دو محلول، دو برابر

۴) دو ۳) چهار  ۲) سه  ۱) يک 

پاسخ: گزینه 

 فقط عبارت دوم درست است. 
بررسی عبارت ها:

] در محلول X، بيشتر است؛  ]OH- ] از غلظت يون  هيدروكسيد ]H+ عبارت اول: آب گازدار يک محلول اسيدی است. غلظت يون  هيدرونيوم
] در  ]H+ ] از غلظت يون  هيدرونيوم ]OH- بنابراين محلول X مانند آب گازدار، خاصيت اسيدی دارد. در صورتی كه غلظت يون  هيدروكسيد

محلول Y بيشتر است؛ پس محلول Y خاصيت بازی دارد. 
[ ] .H mol L+ - -=10 2 1 عبارت دوم: در محلول X خواهيم داشت: 

pH H= - = - =+ -log[ ] log10 2
2

a OH
H

mol L= = = =-
-

+

-

-
- -[ ]

[ ]
.10 10

10

10

14 14

2

12 1

log loga = = --
10 12

12 Þ - = - - =pH alog ( )2 12 14

0 مولار  01/ ] برابر ]H+ ،(HA) 0 مولار اسيدهای قوی تک پروتون دار 01/ ) مولار است. در محلول / )0 01 10
2- ] در محلول X برابر ]H+ عبارت سوم:

+H در محلول آن، با غلظت اوليۀ اسيد برابر نيست. ) يک اسيد قوی دو پروتون دار است و غلظت )H SO
2 4

است، اما سولفوريک اسيد

A-+H+
HA

۰۰0 :غلظت اوليه/1

[ ]H+[ ]H+
0 1/ [ ]- +Hغلظت نهايی:

اسيدی
محلول بازی آب گازدار از نظر خاصيت اسيدی و بازی، آب گازدار از نظر خاصيت اسيدی و بازی، آب گازدار 

محلول اسيدی
٧

pH آب خالص 
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) برابر ۷ است. pH دو محلول X و Y به صورت زير به دست می آيد: )25
C عبارت چهارم: pH آب خالص در دمای اتاق

[ ] . log[ ] logH mol L pH HX X X
+ - - + -= Þ = - = - =10 10 2

2 1 2

[ ] . [ ]
[ ]

.OH mol L H
OH

mol LY Y
Y

- - - +
-

-

-

-
- -= Þ = = =10

10 10

10

10
3 1

14 14

3

11 11

pH HY Y= - = - =+ -log[ ] log10 11
11

pH pH pH pH pHX Y X Y H O+ = + = Þ + ¹

=

2 11 13 2

13 2 7 14

2� �� �� ��� ��
( )

۱۰۰ تست و پاسخ 
0 مولار باشد، با  1/ HNO3 و HBr موجود است. اگر غلظت مولی دو اسيد در محلول يكسان و برابر ۲۰۰ ميلی ليتر محلول حاوی دو اسيد

HNO3 0 واحد تغيير می كند؟ (از تغيير حجم محلول در اثر اضافه شدن 4/ pH نسبت به حالت آغازی HNO3 به محلول، افزودن چند مول

صرف  نظر كنيد.)

0 08/ (۴ 0 06/ (۳    0 04/ (۲ 0 03/ (۱

پاسخ: گزینه 

pH آغازی و نهايی را حساب می كنيم: گام اول:

[ ] [ ]( ) [ ]( ) / / / .H H HNO H HBr mol L+ + + -= + = + =
¾Ã²»H 3

1
0 1 0 1 0 2

pH H
¾Ã²»H

= - = - ´ = - = - =+ -log[ ] log( ) log / /2 10 1 2 1 0 3 0 7
1

+H افزايش و در نتيجه pH محلول كاهش می يابد؛ بنابراين pH نهايی برابر است با: HNO3 به محلول، غلظت با افزودن
pH pH

ÂÄI¿º ¾Ã²»H
= - = - =0 4 0 7 0 4 0 3/ / / /

+H نهايی را به دست می آوريم: گام دوم: با توجه به pH نهايی و حجم محلول، تعداد مول

[ ] / ./ /H mol LpH+ - - - -= = = ´ =
ÂÄI¿º

10 10 10 10 0 5
0 3 1 0 7

5

1



+H نهايی = مول ´ =-
0 5 0 2 0 1

1/ . / /mol L L mol

HNO3 اضافه شده را حساب می كنيم:  +H و در نتيجه مول +H اوليه و نهايی، مول گام سوم: با توجه به تعداد مول

+H اوليه = مول ´ =-
0 2 0 2 0 04

1/ . / /mol L L mol

½k{ï¾ÎIòH   Ï¼¶ ½k{ï¾ÎIòH   Ï¼¶ ÂÄI¿º   Ï¼¶ ¾Ã²»H HNO H H
3

= = -+ +
   Ï¼¶H mol+ = - =0 10 0 04 0 06/ / /

۱۰۱ تست و پاسخ 
0 مولار اسيد ضعيف HA برابر باشد، ثابت يونش اسيد HA كدام است؟ 02/ 0 مولار اسيد قوی HX با pH محلول 001/ اگر pH محلول

5 10
6´ - (۲    2 5 10

6/ ´ - (۱

2 5 10
5/ ´ - (۴    5 10

5´ - (۳

پاسخ: گزینه 

0 مولار اسيد قوی  001/  با توجه به اين كه pH دو محلول برابر است، غلظت يون هيدرونيوم در دو محلول يكسان است. در محلول
10 قرار می دهيم. 3- 0 يا همان 001/ +H در آن را برابر 0 است. حالا رابطۀ ثابت يونش اسيد HA را نوشته و غلظت 001/ +H برابر HX، غلظت

K H
M H

H
Ma =

-
=

´
=

´
= ´

+

+

+ -

-

-

-
-[ ]

[ ]
[ ] ( )2 2 3 2

2

6

2

510

2 10

10

2 10

5 10

0 واحد تغيير می كند؟ (از تغيير حجم محلول در اثر اضافه شدن 4/0 4/0 pH نسبت به حالت آغازی4

0 واحد کم تر می شود. 4/0 4/0 4

[ ] [ ]H H[ ]H H[ ] [ ]H H[ ]HXH HHXH H HA
+ +[ ]+ +[ ] [ ]+ +[ ]H H+ +H H[ ]H H[ ]+ +[ ]H H[ ] [ ]H H[ ]+ +[ ]H H[ ]H H=H H

0 مولار اسيد ضعيف HA برابر باشد،  02/0 0/0 0 0 مولار اسيد قوی HX با pH محلول 001/ اگر pH محلول
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۱۰۲ تست و پاسخ 

در محلولی از باريم هيدروكسيد، در  يون هيدروكسيد به هيدرونيوم نسبت غلظت مولی

6 است. pH اين محلول كدام است و ۲۰۰ ميلی ليتر از آن  25 10
10/ ´́ برابر ، 25C دمای

به طور كامل واكنش می دهد؟ 6 گرم بر ليتر نيتريک اسيد 3/ با چند ميلی ليتر محلول

( , , : . )O N H g mol== == == --
16 14 1

1

12 ـ ۱۰۰ 4/ (۲ 12 ـ ۱۰۰   7/ (۱
12 ـ ۵۰ 7/ (۴ 12 ـ ۵۰   4/ (۳

پاسخ: گزینه 

pH و سپس   H+ يون  غلظت   ،[ ][ ]H OH+ - -=10 14 رابطۀ و  داده شده   [ ]
[ ]
OH
H

-

+
نسبت به  توجه  با  ابتدا   

HNO3 را پيدا كن! البته حواست به  محلول را به دست بيار! بعد با استفاده از رابطۀ خنثی شدن محلول های اسيد و باز، حجم محلول
) باشه! ( ) )Ba OH 2 ) و باز )HNO3 ظرفيت های اسيد

يون   غلظت  محلول،  در   ( )H+ هيدرونيوم به   ( )OH- هيدروكسيد يون  مولی  غلظت  نسبت  به  توجه  با  ابتدا  اول:  گام 
[ ]
[ ]

/ [ ] / [ ]OH
H

OH H
-

+
- += ´ Þ = ´6 25 10 6 25 10

10 10 هيدرونيوم را به دست می آوريم: 

[ ][ ] / [ ][ ] [ ]
/

H OH H H H+ - - + + - +
-

= Þ ´ = Þ =
´

10 6 25 10 10
10

6 25 10

14 10 14 2
14

110

26

16

10 100

6 25
= ´-

/

Þ = ´ Þ = ´ = ´+ - + - - - +[ ] [ ] . ,[ ] / [ ]H H mol L OH H2 26 13 1 10
16 10 4 10 6 25 10 Þ = ´- - -[ ] / .OH mol L2 5 10

2 1

، pH محلول را محاسبه كرد: ( ( ) )Ba OH 2 گام دوم: حالا می توان با استفاده از غلظت يون های هيدرونيوم موجود در محلول باريم هيدروكسيد

pH H pH= - Þ = - ´ = - = - =+ -log[ ] log( ) log / /4 10 13 4 13 0 6 12 4
13

گام سوم: در انتها با توجه به رابطۀ زير، حجم محلول باريم هيدروكسيد برای خنثی شدن كامل محلول نيتريک اسيد را، به دست می آوريم:

n M V n M Va a a b b b
¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯

=

´ ´ =

. . . .

SÃÎoË

kÃwH

SÊ±ü

kÃwH

´\e

kÃwH

SÃÎoË

pIM

´́ ´
SÊ±ü

pIM

´\e

pIM

( )
/

( )
HNO M

gHNO
LHNO aqa3

3

3

6 3

1
 kÃwH  ¦ÄoTÃº  Ï¼±d¶  Â²¼¶ SÊ±ü = = ´́ =

1

63
0 1

3

3

molHNO
gHNO

mol
L

/

( ( ) ) [ ( ) ] [Ba OH M Ba OH OHb2 2

1

2
 kÃv¨»nkÃÀ  ´ÄnIM  Ï¼±d¶  SÊ±ü = = = -- - - -Þ = ´ ´ = ´] / / .M mol Lb

1

2
2 5 10 1 25 10

2 2 1

Þ = Þ ´ ´ =n M V n M V VHNO HNO HNO Ba OH Ba OH Ba OH HNO3 3 3 2 2 2 3
1 0 1. . . . /( ) ( ) ( ) 22 1 25 10 200

2´ ´ ´-/

Þ = =V mLHNO3

5

0 1
50

/

هيدروكسيد باريم  محلول  مولی  غلظت  بايد   ، n M V n M Va a a b b b. . . .= رابطۀ در  كه  كرد  توجه  نكته  اين  به  بايد   
) در اين محلول است؛ زيرا ظرفيت اين باز برابر ۲ )OH- ) لحاظ شود كه اين غلظت نصف غلظت مولی يون  هيدروكسيد ( ) )Ba OH 2

) استفاده شود؛ پاسخ قسمت دوم سؤال، ۱۰۰ ميلی ليتر به دست می آيد:  )OH- Mb، از غلظت يون هيدروكسيد می باشد. اگر به جای

n M V n OH V V Va a a b b b a a. . .[ ] . / /
/

= Þ ´ ´ = ´ ´ ´ Þ = =- -
1 0 1 2 2 5 10 200

10

0 1
100

2 mmL

H O3H O3H O
+

يون هيدروكسيد به هيدرونيوم
OH-

در محلولی از باريم هيدروكسيد، در 

Ba( )OH( )OH 2  گرم بر ليتر نيتريک اسيد

HNO3
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تست و پاسخ  103
1 باشد، کدام مطلب درست است؟ 6/ pH برابر == 11 اگر در دمای اتاق، درصد یونش آمونیاک در محلولی از آن با

0 مول آمونیاک ‌حل شده است. 5/ 1( در 4 لیتر از این محلول،
1 است. 6 10

4/ ´ - 2( ثابت یونش آمونیاک در دمای اتاق برابر با
0/025 مولار اتانوئیک اسید به طور کامل واکنش می‌دهد. 3( دو لیتر از این محلول با 5 لیتر محلول

10 است. 7/ 0 مولار آمونیاک در دمای اتاق برابر با 25/ pH )4 محلول

پاسخ: گزینه 

 ابتدا با توجه به اطلاعات داده‌شده، غلظت مولی محلول آمونیاک را حساب می‌کنیم:

 pH H OH
H

= Þ = Þ = = =+ - -
-

+

-

-
-

11 10
10 10

10

10
11

14 14

11

3[ ] [ ]
[ ]

�

= درصد یونش ´ Þ = ´ Þ =
- -

-[ ] / .OH
M M M mol L100 1 6

10
100

1

16

3
1 �

حالا گزینه‌ها را به ترتیب بررسی می‌کنیم:

 4
1

16

1

1

4
0 25

3

3
L

molNH

L
molNH´ = = / �

 K OH
M OHb =

-
= ´ = ´

-

-

-
- -[ ]

[ ]
/

2 6
6 510

1

16

16 10 1 6 10 �

 n M V n M Va a a b b b. . . . /

kÃwH pIM

� �� �� � �� �� � �� ��= Þ ´ ´ =

´ =

1 5 0 025

5
1

40

1

8

11
1

16
2

1

8

´ ´
��� ��

        در واکنش بین اسیدها و بازها می‌توان از رابطهء روبه‌رو استفاده کرد: �

1 مولار( آمونیاک که غلیظ‌تر از محلول 
4

0 مولار ) 25/ 1 مولار برابر با 11 بوده است؛ بنابراین pH محلول
16

 pH محلول اولیه با غلظت
اولیه است، قطعاً بیشتر از 11 است. برای محاسبهء pH دقیق محلول، می‌توان از ثابت یونش آمونیاک استفاده کرد:

�

 

K OH OH OH Hb = = ´ = Þ = ´ Þ = ´ Þ =-
-

- - - - +
SMIY 1 6 10

1

4

4 10 2 10
5

2
2 6 3/ [ ] [ ] [ ] [ ] 110

2 10

5 10

12 5 12 0 7 11 3

14

3

12
-

-
-

´
= ´

Þ = - = - =pH log / /

تست و پاسخ  104

با توجه به شکل داده‌شده که نمای ذره‌ای از واکنش جوش‌شیرین با محلول هیدروکلریک 

اسید را نشان می‌دهد، کدام موارد از مطالب زیر نادرست است؟ 

، pH محلول A همانند pH مخلوط آب و  25C الف( در دمای

صابون، بزرگ‌تر از 7 است.

ب( محلول E یک محلول خنثی است و در آن، یون هیدرونیوم یا 

هیدروکسید وجود ندارد.

NaHCO3

HCl

CO2

NaCl

پ( عدد اکسایش کربن در مواد A و D با هم برابر است.�

pH نیاز است. == 1 ت( برای تولید 56 میلی‌لیتر گاز D در شرایط STP، به 50 میلی‌لیتر محلول X با

4( ب ـ پ ـ ت 3( الف ـ ت	 2( الف ـ ب ـ پ	 1( ب ـ ت	

CH COOH3

HCl aq( ) ( )NaHCO3 سدیم هیدروژن‌کربنات

NaHCO3
NaCl

CO2

NaHCO3

HCl CO2
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پاسخ: گزینه 

 عبارت های «ب» و «ت» نادرست اند. 
NaHCO3 با محلول هيدروكلريک اسيد (HCl) به صورت زير است: واكنش جوش شيرين يا همان سديم هيدروژن كربنات با فرمول

NaHCO aq HCl aq NaCl aq CO g H O l
A X E D

3 2 2� �� �� � � �( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ ® + +

بررسی عبارت ها:
) يا محلول جوش شيرين است كه نوعی ضد اسيد است؛ بنابراين خاصيت  )NaHCO3 الف) محلول A همان محلول سديم هيدروژن كربنات

pH آن همانند pH مخلوط آب و صابون، بزرگ تر از ۷ است. ( )25
C بازی دارد و در دمای اتاق

ب) محلول E همان محلول سديم كلريد (NaCl) است كه يک محلول خنثی است، اما دقت كنيد كه در همۀ محلول های آبی، يون های هيدرونيوم 
و هيدروكسيد وجود دارند.

CO2 است؛ بنابراين خواهيم داشت: ) و مادۀ D همان گاز )NaHCO3 پ) مادۀ A همان سديم هيدروژن كربنات

NaHCO C C
CO C C

NaHCO3

2

1 1 3 2 0 4

2 2 0 4

= + + + + + - = Þ = +
= + - = Þ = +

ü
ý
þ

Þ
( ) ( ) ( )
( ) 33 2

 nj  ¸Mo¨  yÄIv¨H  jkø  nj  ¸Mo¨  yÄIv¨H  jkø= CO

با محلول  واكنش جوش شيرين  موازنه شدۀ  معادلۀ  به  توجه  با  بنابراين  است؛   HCl X همان محلول  و محلول   CO2 گاز D همان  گاز  ت) 
هيدروكلريک اسيد خواهيم داشت: 

HCl 56 :تعداد مول های 1

22400

1

1
2 5 10

2

2

2 2

3mLCO
molCO
mLCO

molHCl
molCO

mol´ ´ = ´ -/

( . ) ( )mol L HCl HCl mol- =1
 Ï¼±d¶  Â²¼¶ SÊ±ü

 ÁIÀïÏ¼¶  jHk÷U 

Ï¼±d¶   ´\e ( )
/ / .L

mol

mL L
mL

mol L= ´

´
=

-
-2 5 10

50
1

1000

0 05

3
1

[ ] [ ] / .H HCl mol L+ -= =0 05
1

pH H pH= - Þ = - ´ = - = - = ¹+ -log[ ] log( ) log / /5 10 2 5 2 0 7 1 3 1
2

۱۰۵ تست و پاسخ 

pH به طور كامل واكنش  == 14 با ميلی ليتر محلول سديم هيدروكسيد با ۲۰۰ اسيد چرب  از يک ۴۸ گرم 

می شود؟ توليد  صابون گرم چند  فرايند،  اين  طی  و  است  كدام  چرب  اسيد  اين  مولكولی  فرمول  می دهد. 

( , , , : . )Na O C H g mol== == == == --
23 16 12 1

1

RCOOH s NaOH aq RCOONa aq H O l( ) ( ) ( ) ( )++ ®® ++ 2

52 4/ ،C H O
15 30 2

(۴   53 2/ ،C H O
15 30 2

(۳ 53 2/ ،C H O
15 28 2

(۲ 52 4/ ،C H O
15 28 2

(۱

پاسخ: گزینه 

گام اول: شمار مول های سديم هيدروكسيد (NaOH) را به دست می آوريم. 

[ ] [ ] .H H mol LpH+ - + - -= Þ =10 10
14 1

[ ][ ] [ ]
[ ]

[ ] .H OH OH
H

OH mol L+ - - -
-

+
-

-

-
-= Þ = Þ = =10

10 10

10

1
14

14 14

14

1

[ ] [ ] .NaOH OH mol L= =- -1 1

NaOH تعداد مول های = ´ =1 0 2 0 2
mol
L

L mol/ /

NaOH طور كامل واكنش محلول سديم هيدروكسيد aq( )aq( )aq RCOOHاسيد چرب
RCOONa صابون
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0 مول از RCOOH نيز مصرف می شود؛  2/ ،NaOH 0 مول 2/ گام دوم: با توجه به معادلۀ موازنه شدۀ واكنش توليد صابون، به ازای مصرف

بنابراين با توجه به جرم اسيد چرب داده شده و شمار مول های آن، می توان جرم مولی آن را محاسبه و سپس با امتحان كردن گزينه ها به فرمول 
RCOOH s NaOH aq RCOONa aq H O l( ) ( ) ( ) ( )+ ® + 2 مولكولی آن دست يافت:  
RCOOH تعداد مول های = NaOH 0= تعداد مول های 2/ mol

= تعداد مول ماده Þ = Þ
½jI¶  ³o]

½jI¶  Â²¼¶  ³o]  Â²¼¶  ³o]

 Â²¼¶0 2
48/

RCOOH
RCOOH    ³o] = = -48

0 2
240

1

/
.g mol

240 است. 1g mol. - حالا بايد ببينيم جرم مولی كدام اسيد چرب داده شده در گزينه ها، برابر با
C H O gmol
15 28 2

1
15 12 28 1 2 16 240 Â²¼¶  ³o] = ´ + ´ + ´ = -( ) ( ) ( ) . ( )

C H O gmol
15 30 2

1
15 12 30 1 2 16 242 Â²¼¶  ³o] = ´ + ´ + ´ = -( ) ( ) ( ) . ( )

0 مول سديم هيدروكسيد (NaOH) را با تكميل واكنش توليد صابون از اسيد  2/ گام سوم: در انتها می توان جرم صابون توليدشده با مصرف

C به دست آورد:  H COOH
14 27

چرب
C H COOH s NaOH aq C H COONa aq H O l
14 27 14 27 2

( ) ( ) ( ) ( )+ ® +

0 2
1

1

262

1

14 27 14 27

14

/ molNaOH
molC H COONa

molNaOH
gC H COONa

molC H
´ ´

227

14 27
52 4

COONa
gC H COONa= /

۱۰۶ تست و پاسخ 
چند مورد از مطالب زير، درست است؟

.را در خود حل كند درون معده يک محيط بسيار اسيدی است و حتی می تواند فلزهايی مانند مس

 در محلول به يون هيدرونيوم ۸۰ ميلی ليتر آب اضافه شود، غلظت محلول هيدرويديک اسيد اگر به ۱۰ ميلی ليتر از

يک سوم مقدار اوليۀ خود می رسد.

 در آب، پس از مدتی ميان مولكول های يونش نيافتۀ اسيد و يون های حاصل از يونش، تعادل در فرايند يونش نيترو اسيد

برقرار می شود. 

.آلومينيم هيدروكسيد است شير منيزی به شكل سوسپانسيون مصرف می شود و مادۀ اصلی موجود در آن

۲) دو ۱) يک  
۴) چهار  ۳) سه  

پاسخ: گزینه 

 فقط عبارت سوم درست است.
بررسی عبارت ها:

عبارت اول: درون معده يک محيط بسيار اسيدی است؛ به طوری كه می تواند برخی از فلزها مانند فلز روی (Zn) را در خود حل كند ولی 
) را نمی تواند در خود حل كند. ( / ) )E Cu Cu 2

0
+ > فلزهايی مانند مس (Cu) كه در سری الكتروشيميايی بالاتر از هيدروژن قرار دارند

Zn s HCl aq ZnCl aq H g( ) ( ) ( ) ( )+ ® +2 2 2

 در فصل دوم شيمی دوازدهم خوانديم كه پتانسيل كاهشی استاندارد فلزهای پايين تر از هيدروژن، منفی است. اين فلزها تمايل 
+H واكنش دهند و به كاتيون های فلزی تبديل  زيادی به از دست دادن الكترون و اكسيدشدن دارند؛ بنابراين اين فلزها می توانند با يون های
+H در معده، تمام فلزهای پايين تر از هيدروژن در سری الكتروشيميايی  شوند؛ بنابراين می توان نتيجه گرفت كه به علت وجود يون های

E منفی) می توانند در معده حل شوند.  (فلزهايی با

Cu درون معده يک محيط بسيار اسيدی است و حتی می تواند فلزهايی مانند مس

در Hيون هيدرونيوم O3H O3H O
+ محلول هيدرويديک اسيد

HI aq( )aq( )aq

HNO aq2( )aq( )aq

در نيترودر فرايند يونش نيترودر فرايند يونش نيترو اسيد

آلومينيم هيدروكسيد
Al( )OH( )OH 3
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عبارت دوم: شمار مول های يون هيدرونيوم در محلول اوليۀ هيدرويديک اسيد با محلول رقيق شدۀ آن با هم برابر است؛ بنابراين خواهيم داشت:

( ) ( )
( )

M n
V

 SÊ±ü

½kº¼{ï®e  ÁIÀïÏ¼¶  jHk÷U 

Ï¼±d¶  ´\e 

=

[ ]

[ ]
( )

[ ]
[ ]

H n
mL

H n
mL

H
H

n

n

+

+

+

+

=

=
+

ü

ý
ïï

þ
ï
ï

Þ = =
1

2

2

1

10

10 80

90

10

1

9

) يک اسيد ضعيف است؛ بنابراين انحلال آن در آب به صورت يک سامانۀ تعادلی می باشد؛ به طوری كه پس از  )HNO2 عبارت سوم: نيترو اسيد
مدتی، غلظت (تعادلی) گونه های موجود در محلول ثابت می ماند؛ پس ميان مولكول های يونش نيافتۀ اسيد و يون های حاصل از يونش آن تعادل 
HNO :فرايند يونش نيترو اسيد در آب aq H aq NO aq2 2( ) ( ) ( )

+ -+ برقرار می شود: 
عبارت چهارم: شير منيزی يكی از رايج ترين ضد اسيدها بوده و سوسپانسيون محسوب می شود. مادۀ اصلی موجود در آن، منيزيم هيدروكسيد

) است، نه آلومينيم هيدروكسيد! ( ) )Mg OH 2

۱۰۷ تست و پاسخ 
مطابق شكل های داده شده، در يک آزمايش، تيغۀ آلومينيمی درون محلول مس (II) سولفات قرار داده می شود و در آزمايشی ديگر، با استفاده 

( . )Al g mol== --
27

1 از الكترودهای آلومينيم و مس يک سلول گالوانی ساخته می شود. چند مورد از مطالب زير، درست است؟

 .2 گرم كاهش می يابد 7/ 0 مول الكترون، جرم تيغۀ آلومينيمی 3/ در هر دو آزمايش، با مبادلۀ

 .سولفات افزوده می شود (II) در آزمايش (ب)، با گذشت زمان به شدت رنگ آبی محلول مس

.در هر دو آزمايش، اتم های آلومينيم نقش كاهنده و اتم های مس، نقش اكسنده را ايفا می كنند

.ضمن انجام واكنش، قرينۀ يكديگر است ،(II) در آزمايش (الف)، شيب تغييرات غلظت يون های آلومينيم و مس

۴) سه ۳) دو  ۲) يک  ۱) صفر 

پاسخ: گزینه 

 همۀ عبارت ها نادرست هستند.
بررسی عبارت ها:

عبارت اول: در آزمايش قراردادن تيغۀ آلومينيمی درون محلول مس (II) سولفات (الف) همانند آزمايش سلول گالوانی آلومينيم ـ مس (ب)، واكنش 
2 انجام می شود كه در اين واكنش، به ازای مصرف ۲ مول فلز آلومينيم، ۶ مول  3 2 3

2 3Al s Cu aq Al aq Cu s( ) ( ) ( ) ( )+ ® ++ + كلی
0 مول الكترون، جرم فلز آلومينيم مصرف شده به صورت زير به دست می آيد: 3/ الكترون مبادله می شود؛ بنابراين در هر دو آزمايش با مبادلۀ

0 3
2

6

27

1
2 7/ /mole molAl

mole
gAl

molAl
gAl-

-
´ ´ =

2 گرم كاهش  7/ 0 مول الكترون، جرم تيغۀ آلومينيمی 3/ پس می توان گفت كه در سلول گالوانی آلومينيم ـ مس (آزمايش ب) با مبادلۀ
می يابد ولی در آزمايش تيغۀ آلومينيمی درون محلول مس (II) سولفات (آزمايش الف)، مقداری فلز مس روی تيغه می نشيند و تغيير جرم تيغۀ

آلومينيمی فقط مربوط به جرم فلز آلومينيم مصرف شده نمی باشد.

اکسنده

کاهنده
آند (کاهنده)آند (کاهنده) کاتد

اکسنده
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عبارت دوم: در سلول گالوانی آلومينيم ـ مس (ب)، در اثر مهاجرت الكترون های حاصل از اكسايش فلز آلومينيم به كاتد آن، كاتيون های مس 
موجود در محلول آبی رنگ مس (II) سولفات، كاهش می يابند و به فلز مس تبديل می شوند؛ بنابراين با گذشت زمان، غلظت يون های مس كاهش 

می يابد و از شدت رنگ آبی محلول كاسته می شود؛ زيرا اين يون ها باعث رنگ آبی محلول مس (II) سولفات هستند.
يون های مس طرفی  از  می شوند.  تبديل  آلومينيم  كاتيون های  به  و  می يابند  اكسايش  آلومينيم  فلز  اتم های  آزمايش،  دو  هر  در  سوم:  عبارت 
، كاهش می يابند و به اتم های فلز مس تبديل می شوند؛ بنابراين اتم های آلومينيم، نقش كاهنده و يون های مس (نه اتم های مس!)،  (Cu ( ))2+ aq

نقش اكسنده را ايفا می كنند.
2 انجام می شود؛ بنابراين می توان گفت  3 2 3

2 3Al s Cu aq Al aq Cu s( ) ( ) ( ) ( )+ ® ++ + عبارت چهارم: در هر دو آزمايش، واكنش كلی
- برابر  3

2
 ،Cu2+ +Al3 توليد می شود و شيب تغييرات غلظت يون های +Cu2، ۲ مول از يون های كه به ازای مصرف ۳ مول از يون های

+Al3 است. شيب تغييرات غلظت يون های

۱۰۸ تست و پاسخ 
با توجه به جدول داده شده، كدام موارد از مطالب زير درست است؟

E V ( نيم واکنش کاهش(

++1 33/A aq e A s++ --++ ®®( ) ( )

++0 87/B aq e B s2 2++ --++ ®®( ) ( )

--0 12/C aq e C aq3 2++ -- ++++ ®®( ) ( )

--1 59/D aq e D s3 3++ --++ ®®( ) ( )

کاهندۀ قوی تر

اکسندۀ قوی تر

++C2 را اكسيد كنند.  الف) گونه های B و A می توانند

نيم سلول های بين  ب) مجموع ضرايب كاتيون ها در معادلۀ موازنه شدۀ واكنش 

) برابر ۵ است. / )C C3 2++ ++ و ( / )B B2++

B و   A از جنس فلزهای  را می توان در ظرفی  پ) محلول هيدروكلريک اسيد 

نگه داری كرد.

، دمای محلول D3++ ت) با قراردادن تيغه ای از جنس B درون محلولی از نمک

افزايش می يابد.

۴) ب ـ ت ۳) الف ـ پ  ۲) ب ـ پ  ۱) الف ـ ت 

پاسخ: گزینه 

 عبارت های «ب» و «پ» درست هستند.
بررسی عبارت ها:

الف) در سری الكتروشيميايی، گونۀ سمت راست (�اهنده) پايين تر می تواند با گونۀ سمت چپ (اكسنده) 
+B2 می توانند با  +A و بالاتر واكنش دهد؛ بنابراين می توان گفت كه با توجه به جدول داده شده، يون های

+C3 اكسيد كنند. +C2 واكنش دهند و آن را به يون يون

+C2 در سمت راست پايين تر  ) قرار دارد؛ بنابراين يون / )B B2+ ) پايين تر از نيم سلول / )C C3 2+ + ب) در سری الكتروشيميايی، نيم سلول
+B2 در سمت چپ بالاتر واكنش دهد كه معادلۀ موازنه شدۀ واكنش آن ها به صورت زير است: می تواند با يون

2 1 2
2 2 3C aq B aq C aq B s+ + ++ ® + Þ( ) ( ) ( ) ( ) 2 :مجموع ضرايب استوكيومتری كاتيون ها 1 2 5+ + =

) واكنش  H+ پ) فلزهای پايين هيدروژن در سری الكتروشيميايی يا به عبارت ديگر، فلزهای دارایE منفی می توانند با محلول اسيدها (دارای يون های
+H واكنش  E آن ها مثبت است و با يون های H2 توليد كنند. فلزهای A و B در سری الكتروشيميايی، بالای هيدروژن قرار دارند؛ زيرا دهند و گاز

) را در ظرفی از جنس فلزهای A و B نگه داری كرد.  H+ نمی دهند؛ بنابراين می توان محلول هيدروكلريک اسيد (دارای يون های
B ت) در سری الكتروشيميايی، گونۀ سمت راست بالاتر نمی تواند با گونۀ سمت چپ پايين تر واكنش دهد؛ بنابراين فلز بالاتر يا همان فلز

 ، D3+ +D3 واكنش دهد. در نتيجه با قراردادن تيغه ای از جنس B درون محلولی از نمک نمی تواند با كاتيون فلز پايين تر يا همان كاتيون
دمای محلول تغييری نمی كند. 

نيم سلول آندی نيم سلول کاتدی ( / )C C( /C C( /3 2C C3 2C C( /C C( /3 2( /C C( /3 2+3 2( /C C( /3 2( /C C( /+( /C C( /3 2( /C C( /+ +3 2+ +3 2C C3 2C C+ +C C3 2C C( /C C( /3 2( /C C( /+ +( /C C( /3 2( /C C( /3 2+3 2+ +3 2+3 2( /C C( /3 2( /C C( /+( /C C( /3 2( /C C( /+ +( /C C( /3 2( /C C( /+( /C C( /3 2( /C C( / ++ +++ + ( / )B B( /B B( /2( /2( /( /B B( /2( /B B( /+( /+( /( /B B( /+( /B B( /+( /+( /( /B B( /+( /B B( /+++( /+( /+( /+( /( /B B( /+( /B B( /+( /B B( /+( /B B( /

B و   A از جنس فلزهای  را می توان در ظرفی  پ) محلول هيدروكلريک اسيد 

E مثبت دارای 
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۱۰۹ تست و پاسخ 

emf نمودار داده شده پتانسيل كاهشی استاندارد چند نيم سلول را نشان می دهد. اگر

رخ  آن  در   3 2 3 2
3 2M s Au aq M aq Au s( ) ( ) ( ) ( )++ ®® ++++ ++ واكنش كه  سلولی 

emf سلول گالوانی حاصل از الكترودهای M و نقره،  2 ولت باشد، 26/ می دهد برابر با

چند ولت است؟

0 04/ (۱

1 24/ (۲

1 56/ (۳

1 61/ (۴

پاسخ: گزینه 

M2+ ، فلز M الكترون از دست می دهد و به كاتيون 3 2 3 2
3 2M s Au aq M aq Au s( ) ( ) ( ) ( )+ ® ++ +  در واكنش

+Au3 الكترون می گيرد و به فلز Au كاهش می يابد؛ بنابراين  M، آند است. از طرفی كاتيون M2+ / اكسايش می يابد؛ بنابراين نيم سلول

Au، كاتد است. پس در اين سلول گالوانی خواهيم داشت: Au3+ / نيم سلول
emf E E

emf E Au Au E M M E

= -

= - Þ = -+ +

 

  

( ) ( )

( / ) ( / ) / / (

kUI¨ kºA

3 2
2 26 1 5 MM M2+ / )

Þ = - = -+E M M V ( / ) / / /2
1 5 2 26 0 76

0- ولت است، می توان گفت كه فلز M همان فلز Zn می باشد. 76/ M برابر M2+ / E نيم سلول با توجه به نمودار داده شده و اين كه

 ،Ag و Zn كوچک تر، آند است؛ پس در سلول گالوانی حاصل از الكترودهای E E بزرگ تر، كاتد و نيم سلول با در سلول گالوانی نيم سلول با

Zn، آند است. بنابراين emf اين سلول به صورت زير به دست می آيد:  Zn2+ / Ag، كاتد و نيم سلول Ag+ / نيم سلول

emf E E

emf E Ag Ag E Zn Zn

= -

= - = - -+ +

 

 

( ) ( )

( / ) ( / ) / ( / )

kUI¨ kºA

2
0 8 0 76 ==1 56/ V

۱۱۰ تست و پاسخ 

جرم اوليۀ هر يک از الكترودها در سلول گالوانی استاندارد مس- نقره برابر ۵/۲ گرم است. اگر پس از مدتی ۴۰ درصد از جرم تيغۀ آندی خورده شود، 

 (Ag Cu g mol== == --
108 64

1, : . 250mL در نظر بگيريد؛ غلظت كاتيون در نيم سلول كاتدی به چند مولار می رسد؟ (حجم اوليۀ الكتروليت را

0 26/ (۲    0 185/ (۱

0 74/ (۴    0 65/ (۳

پاسخ: گزینه 

 در سری الكتروشيميايی، فلز Cu پايين تر از فلز Ag قرار دارد؛ پس فلز Cu، نقش آند و فلز Ag نقش كاتد را دارد و واكنش 

Cu s Ag aq Cu aq Ag s( ) ( ) ( ) ( )+ ® ++ +2 22 انجام شده به صورت مقابل است:  

+Ag است.  2 است؛ پس كاتيون موجود در اين نيم سلول، 2 2Ag aq e Ag s+ -+ ®( ) ( ) نيم سلول كاتدی در سلول گالوانی مس ـ نقره،

+Ag در  از آن جا كه سلول گالوانی مورد نظر، استاندارد است؛ محلول های الكتروليت آن ها نيز استاندارد بوده و در نتيجه غلظت اوليۀ كاتيون

1mol می باشد.
L

محلول الكتروليت آن برابر

emf E E E Ef E=f E - =E E- =E E - E E E E E E(kUI¨)
 

(kUI¨)
 

(kºAE E(kºAE EE E- =E E(kºAE E- =E E) (E E) (E EE E- =E E) (E E- =E E oTzÃoTzÃoT M)zÃM)zÃ (oUï´¨)(oUï´¨)(oUï´¨

emf سلول گالوانی حاصل 

تيغۀ آندی خوردهجرم تيغۀ آندی خوردهجرم تيغۀ آندی خورده
تيغۀ مس

[ ]Ag[ ]Ag[ ]+[ ]+[ ]

غلظت كاتيون در نيم سلول كاتدی به
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+Ag مصرف شده را به دست می آوريم: با استفاده از جرم فلز Cu مصرف شده در آند، غلظت كاتيون

= جرم فلز Cu مصرف شده ´ =5 2
40

100
2 08/ / gCu

+Ag مصرف شده = تعداد مول های  ´ ´ =
+

+
2 08

1

64

2

1
0 065/ /gCu molCu

gCu
molAg
molCu

molAg

½k{ïýo~¶  SÊ±ü

½k{ïýo~¶ ÁIÀïÏ¼¶  jHk÷U

SÃ²»oT§²H  Ï¼±

Ag Ag+
+

=
dd¶  ´\e

=
´

= = -0 065

250
1

1000

0 065

0 25
0 26

1/ /
/

/ .mol

mL L
mL

mol L

+Ag را محاسبه می كنيم: +Ag، غلظت نهايی  در انتها با توجه به غلظت اوليه و غلظت مصرف شدۀ 

ÁkUI¨ Ï¼±wï´Ãº nj SÊ±ü  â¾Ã²»H  SÊ±ü  â½k{ïýo~¶ÂÄI¿ºAg Ag Ag+ + += -    SÊ±ü = - = -
1 0 26 0 74

1/ / .mol L

۱۱۱ تست و پاسخ 
با توجه به شكل داده شده كه مربوط به نوعی سلول سوختی هيدروژن ـ اكسيژن است،

( , , : . )O C H g mol== == == --
16 12 1

1 چند مورد از مطالب زير درست است؟

 به ترتيب مربوط به آند و كاتد هستند كه شامل كاتاليزگرند تا به نيم واكنش های c و b

اكسايش و كاهش سرعت ببخشند. 

 در اين سلول سوختی، همۀ فراورده های حاصل از نيم واكنش آندی به سمت تيغۀ كاتد

حركت می كنند.

برای نياز  مورد  اكسيژن  گاز  مقدار  متان،  گاز  با  هيدروژن  گاز  جايگزينی  صورت  در 

اكسايش هر گرم سوخت، كاهش می يابد.

.نيم واكنش كاهش در اين سلول، مانند نيم واكنش كاهش آب در سلول برقكافت آن است

۲) دو ۱) يک  
۴) چهار ۳) سه  

پاسخ: گزینه 

 عبارت های اول، دوم و سوم درست هستند. 
بررسی عبارت ها: 

عبارت اول: در سلول سوختی هيدروژن− اكسيژن، گاز هيدروژن وارد آند و گاز اكسيژن وارد كاتد می شود؛ پس با توجه به شكل داده شده می توان 
گفت كه b و c به ترتيب، آند و كاتد هستند. در اين سلول سوختی، آند و كاتد دارای كاتاليزگرهايی هستند كه به ترتيب سرعت نيم واكنش های 

اكسايش و كاهش را افزايش می دهند. 
H اكسايش می يابد. اين سلول  g H aq e2 2 2( ) ( )® ++ - عبارت دوم: در سلول سوختی هيدروژن− اكسيژن، گاز هيدروژن در آند به صورت
+H توليدشده در نيم واكنش آندی از طريق  نوعی سلول گالوانی است و كاتيون ها در آن از آند به سمت كاتد مهاجرت می كنند، يعنی يون های
غشای مبادله كنندۀ يون هيدرونيوم (a) به سمت تيغۀ كاتدی حركت می كنند. از طرفی الكترون های توليدشده در آند مانند هر سلول گالوانی ديگر 
) به سمت  H+ در مدار بيرونی از آند به سمت كاتد حركت می كنند؛ در نتيجه همۀ فراورده های حاصل از نيم واكنش آندی (الكترون ها و كاتيون های

تيغۀ كاتد مهاجرت می كنند.
O2 مورد نياز برای اكسايش هر گرم متان در سلول سوختی متان− اكسيژن، كم تر از مقدار  عبارت سوم: با توجه به محاسبات زير، مقدار گاز

O2 مورد نياز برای اكسايش هر گرم هيدروژن در سلول سوختی هيدروژن− اكسيژن است:  گاز
2 :واكنش انجام شده در سلول سوختی هيدروژن ـ اكسيژن 22 2 2H g O g H O g( ) ( ) ( )+ ®

-e

در اين سلول سوختی، همۀ فراورده های حاصل از نيم واكنش آندی 

H g H aq e2H g2H g q e2 2q e2 2H a2 2H a( )H g( )H g ( )q e( )q e2 2( )2 2q e2 2q e( )q e2 2q e® +q e2 2q e® +q e2 2q e2 2® +2 2H a2 2H a® +H a2 2H a2 2( )2 2® +2 2( )2 2H a2 2H a( )H a2 2H a® +H a2 2H a( )H a2 2H aq e2 2q e( )q e2 2q e® +q e2 2q e( )q e2 2q e+ -H a+ -H aq e+ -q e2 2+ -2 2q e2 2q e+ -q e2 2q eH a2 2H a+ -H a2 2H a( )+ -( )H a( )H a+ -H a( )H a2 2( )2 2+ -2 2( )2 2H a2 2H a( )H a2 2H a+ -H a2 2H a( )H a2 2H a2 2® +2 2+ -2 2® +2 2q e2 2q e® +q e2 2q e+ -q e2 2q e® +q e2 2q eH a2 2H a® +H a2 2H a+ -H a2 2H a® +H a2 2H a2 2( )2 2® +2 2( )2 2+ -2 2( )2 2® +2 2( )2 2H a2 2H a( )H a2 2H a® +H a2 2H a( )H a2 2H a+ -H a2 2H a( )H a2 2H a® +H a2 2H a( )H a2 2H aq e2 2q e( )q e2 2q e® +q e2 2q e( )q e2 2q e+ -q e2 2q e( )q e2 2q e® +q e2 2q e( )q e2 2q e

آند کاتد

2 22 22 22 22 2H O2 2H O2 22 22 22 2H O2 22 22 2 g OH aq(l2 2(l2 22 2(l2 22 22 22 2(l2 22 22 2) (2 2) (2 22 2) (2 22 22 22 2) (2 22 22 2e H) (e H2 2e H2 2) (2 2e H2 2 ) (g O) (g O2g O2) (2g O2 H a) (H a )) (+ ®) (2 2) (2 2+ ®2 2) (2 22 2) (2 2+ ®2 2) (2 22 22 22 2) (2 22 22 2+ ®2 22 22 2) (2 22 22 2e H) (e H+ ®e H) (e H2 2e H2 2) (2 2e H2 2+ ®2 2e H2 2) (2 2e H2 2 g O) (g O+g O) (g O- -g O- -g O) (- -) (e H) (e H- -e H) (e H ) (- -) (g O) (g O- -g O) (g OH a) (H a- -H a) (H a

O g H e H O
2 2
O g
2 2
O g H e
2 2

H e H O
2 2

H O4 4H e4 4H e
2 2

4 4
2 2

H e
2 2

H e4 4H e
2 2

H e 2
2 2

2
2 2
( )O g( )O g

2 2
( )

2 2
O g
2 2
O g( )O g
2 2
O g ( )l( )l+ +
2 2

+ +
2 2

4 4+ +4 4H e4 4H e+ +H e4 4H e
2 2

4 4
2 2

+ +
2 2

4 4
2 2

H e
2 2

H e4 4H e
2 2

H e+ +H e
2 2

H e4 4H e
2 2

H e ®
2 2

®
2 2

+ -H e+ -H eH e4 4H e+ -H e4 4H eH e4 4H e+ +H e4 4H e+ -H e4 4H e+ +H e4 4H e

نيم واكنش كاهش در اين سلول، مانند نيم واكنش كاهش آب در سلول برقكافت آن است.نيم واكنش كاهش در اين سلول، مانند نيم واكنش كاهش آب در سلول برقكافت آن است.نيم واكنش كاهش در اين سلول، مانند نيم واكنش كاهش آب در سلول برقكافت آن است.
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H O gH
m

2 2 2
1

1
 pI¬  ³o¬  oÀ  yÄIv¨H  ÁHoM  ÂÎo~¶  pI¬  nHk£¶ : ´

oolH
gH

molO
molH

molO2

2

2

2

2
2

1

2
0 25´ = /

·sÃv¨H  @  ·IT¶  ÂTi¼w  Ï¼±±w  nj  ½k{ï³I\ºH  y¹¨H»

 

: ( ) ( ) ( ) ( )CH g O g CO g H O g

CH

4 2 2 2

4

2 2+ ® +

ppI¬   ³o¬  oÀ  yÄIv¨H  ÁHoM  ÂÎo~¶  pI¬  nHk£¶O gCH
m

2 4
1

1
: ´

oolCH
gCH

molO
molCH

molO4

4

2

4

2
16

2

1
0 125´ =

ü

ý

ï
ïï

þ

ï
ï
ï

/

Þ <0 125 0 25
2 2

/ /molO molO

صــورت بــه   e- و  H+ يون هــای حضــور  بــا   O2 گاز كاتــد  در  اكســيژن،  ـ  هيــدروژن  ســوختی  ســلول  در  چهــارم:  عبــارت 
ــه صــورت ــت آب ب ــد ســلول برقكاف ــش كاهــش آب در كات ــی نيم واكن ــد ول O كاهــش می ياب g H aq e H O l

2 2
4 4 2( ) ( ) ( )+ + ®+ -

2 است.  2 22 2H O l e H g OH aq( ) ( ) ( )+ ® +- -

۱۱۲ تست و پاسخ 
( , , : . )C N O g mol== == == --

12 14 16
1 با توجه به واكنش های زير، كدام مطلب درست است؟

I) Cu s HNO aq H O l Cu NO aq NO g( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )++ ®® ++ ++3 2 3 2     
(معادلۀ واكنش ها موازنه شوند.)  

II) CH OH l H O l CO g H aq e3 2 2( ) ( ) ( ) ( )++ ®® ++ ++++ --

۱) با انجام هر دو واكنش، pH محيط كاهش می يابد.
۲) براساس معادلۀ موازنه شدۀ واكنش (I)، عدد اكسايش ۲۵ درصد از اتم های نيتروژن طی واكنش تغييری نكرده است.

۳) تغيير عدد اكسايش هر اتم كربن در واكنش (II)، با تغيير عدد اكسايش هر اتم مس در واكنش (I)، برابر است.
۴) به ازای شمار الكترون های برابر، جرم گاز توليدشده در واكنش (I) بيشتر از (II) است.

پاسخ: گزینه 

 بررسی گزينه ها:
،(II) محيط افزايش و با انجام واكنش pH ،(I) توليد می شود؛ بنابراين با انجام واكنش H+ ،(II) مصرف و در واكنش H+ ،(I) در واكنش 
CO2 ،(II) فراورده های توليدشده خاصيت اسيدی يا بازی ندارند، در حالی كه در واكنش ،(I) محيط كاهش می يابد. در ضمن در واكنش pH

اكسيد نافلزی است و می تواند pH محيط را كاهش دهد.
3 معادلۀ موازنه شدۀ واكنش (I) به صورت روبه رو است: 8 4 3 2

3 2 3 2

5

Cu s HNO aq H O l Cu NO aq NO g

N

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ ® + +
¯ ¯ ¯
+ ®

  

 ´UHH  ´UH  ´UH 8 5 6 2 2+ ® + ®N N

= درصد اتم های N بدون تغيير عدد اكسايش
yÄIv¨H jkø oÃÃûU  ·»kM    ÁIÀï´UH  jHk÷U

y¹¨H»  nj    ÁIÀï´

N
N UUH  ®¨  jHk÷U

´ = ´ =100
6

8
100 75

 عدد اكسايش هر اتم Cu در واكنش (I)، ۲ واحد و عدد اكسايش هر اتم C در واكنش (II)، ۶ واحد تغيير می كند:

I)

II)

I NO e

II CO e

NO
CO

)

)

2 6

6

2 30

44
1

2
2





-

-

ü
ý
ï

þï
Þ = ´ >

³o]

³o]

 براساس معادله های موازنه شده، در هر دو واكنش، ۶ الكترون مبادله می شود: 

CO g2( )g( )gNO g( )g( )g
گاز توليدشده در واكنش (جرم گاز توليدشده در واكنش (جرم گاز توليدشده در واكنش (I) بيشتر از ) بيشتر از (II) است.
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۱۱۳ تست و پاسخ 
كدام مطلب نادرست است؟

۱) در همۀ سلول های الكتروشيميايی، الكترودی كه در آن فرايند اكسايش رخ می دهد، آند ناميده می شود.
۲) در سلول های الكتروليتی، قطب مثبت محل انجام نيم واكنش اكسايش است.

۳) در همۀ سلول های الكتروشيميايی، الكترون ها در مدار بيرونی از قطب منفی به قطب مثبت جريان می يابند.
۴) در سلول های گالوانی، آنيون ها با عبور از ديوارۀ متخلخل به سمت آند می روند.

پاسخ: گزینه 

 در هر دو سلول گالوانی و الكتروليتی، الكترون ها در مدار بيرونی از آند به سمت كاتد جابه جا می شوند اما با توجه به اين كه 
قطب مثبت و منفی در اين دو سلول با هم فرق می كنند؛ خواهيم داشت:

جهت حركت الكترون ها در مدار بيرونی  از آند به كاتد
در سلول گالوانی  از قطب منفی به قطب مثبت سلول

در سلول الكتروليتی  از قطب مثبت به قطب منفی سلول
بررسی ساير گزينه ها:

 در هر دو نوع سلول گالوانی و الكتروليتی، در الكترود آند، نيم واكنش اكسايش و در الكترود كاتد، نيم واكنش كاهش انجام می شود.
 در يک سلول الكتروليتی، الكترودی كه به قطب مثبت منبع جريان مستقيم (باتری) متصل شده، آند است كه محل انجام نيم واكنش 

اكسايش می باشد و الكترودی كه به قطب منفی متصل شده، كاتد است كه محل انجام نيم واكنش كاهش می باشد.
 در سلول های گالوانی، آنيون ها از طريق ديوارۀ متخلخل از نيم سلول كاتد به سمت نيم سلول آند مهاجرت می كنند. 

۱۱۴ تست و پاسخ 

4 الكترون از مدار، در شرايط STP چند ليتر است؟ 515 10
24/ ´́ حجم گاز توليدشده در قطب مثبت سلول الكتروليتی برقكافت آب، به ازای عبور

67 2/ (۴ 42 (۳ 33 6/ (۲ 21(۱

پاسخ: گزینه 

 در سلول های الكتروليتی، قطب مثبت همان آند است كه در آن فرايند اكسايش انجام می شود. طبق نيم واكنش اكسايش آب

، به ازای مبادلۀ ۴ مول الكترون، ۱ مول گاز توليد می شود؛  بنابراين خواهيم داشت: ( ( ) ( ) ( ) )2 4 4
2 2
H O l O g H aq e® + ++ -

4 515 10
1

6 02 10

1

4

22 4

1

24

23

2 2

2

/
/

/
´ ´

´
´ ´ =-

-

- -e mol e
e

mol O
mol e

L O
mol O 442

2
L O

۱۱۵ تست و پاسخ 
در دو سلول جداگانه، مقدار معينی سديم كلريد مذاب و مقدار معينی منيزيم كلريد مذاب برقكافت می شوند. اگر از اين دو سلول

گرم بيشتر از جرم فراوردۀ كاتدی سلول در مجموع ۵ مول الكترون عبور كند و جرم فراوردۀ كاتدی سلول سديم كلريد، ۴۵

( / , , : . )Cl Mg Na g mol== == == --
35 5 24 23

1 منيزيم كلريد باشد، جرم سديم كلريد اوليه چند گرم بوده است؟

۹۵ (۴   58 5/ (۳   142 5/ (۲ 175 5/ (۱

پاسخ: گزینه 

 گام اول: ابتدا معادلۀ موازنه شدۀ واكنش های كلی برقكافت سديم كلريد مذاب و منيزيم كلريد مذاب را می نويسيم:

2 :واكنش كلی برقكافت سديم كلريد مذاب 2 22NaCl l Na l Cl g e( ) ( ) ( )~® +

MgCl :واكنش كلی برقكافت منيزيم كلريد مذاب l Mg l Cl g e2 2 2( ) ( ) ( )~® +

سلول الكتروليتی برقكافت آب، به ازایدر قطب مثبت سلول الكتروليتی برقكافت آب، به ازایدر قطب مثبت سلول الكتروليتی برقكافت آب، به ازایسلول الكتروليتی برقكافت آب، به ازای

( ( ) ( ) ( ) )2 4( (2 4( ( ) (2 4) ( ) )4) )
2 2

( (
2 2

( ( ) (
2 2

) (2 4
2 2

2 4( (2 4( (
2 2

( (2 4( ( ) (2 4) (
2 2

) (2 4) (( (H O( (( (2 4( (H O( (2 4( (( (2 4( (
2 2

( (2 4( (H O( (2 4( (
2 2

( (2 4( (l O) (l O) (2 4l O2 4) (2 4) (l O) (2 4) (2 4
2 2

2 4l O2 4
2 2

2 4) (2 4) (
2 2

) (2 4) (l O) (2 4) (
2 2

) (2 4) (g H) (g H) (2 4g H2 4) (2 4) (g H) (2 4) (aq) )e) )2 4® +2 4) (2 4) (® +) (2 4) () (2 4) (
2 2

) (2 4) (® +) (2 4) (
2 2

) (2 4) () (2 4) (l O) (2 4) (® +) (2 4) (l O) (2 4) () (2 4) (
2 2

) (2 4) (l O) (2 4) (
2 2

) (2 4) (® +) (2 4) (
2 2

) (2 4) (l O) (2 4) (
2 2

) (2 4) (2 4g H2 4® +2 4g H2 4) (2 4) (g H) (2 4) (® +) (2 4) (g H) (2 4) ( ) )+) )+ -) (+ -) ( ) )+ -) )) )4) )+ -) )4) )aq+ -aq) )e) )+ -) )e) )) )+) )+ -) )+) ) گاز اکسيژن

آند

فلز سديم
فراوردۀ كاتدی سلولگرم بيشتر از جرم فراوردۀ كاتدی سلولگرم بيشتر از جرم فراوردۀ كاتدی سلول فراوردۀ كاتدی سلول سديم كلريد،  مول الكترون عبور كند و جرم فراوردۀ كاتدی سلول سديم كلريد،  مول الكترون عبور كند و جرم فراوردۀ كاتدی سلول سديم كلريد، 

فلز منيزيم
منيزيم كلريد باشد، جرم سديم كلريد اوليه چند گرم بوده است؟

www.konkur.in

Telegram: @konkur_in

www.konkur.in
https://t.me/konkur_in


١٠٥

شیمی

ی
ض

ریا
ه 

شت
ر

ضوری
ن چهارم ح

آزمــو

گام دوم: طبق اطلاعات داده شده در سؤال، اگر فرض كنيم كه در برقكافت سديم كلريد مذاب، x مول الكترون عبور  كند؛ در برقكافت منيزيم 

5 مول الكترون عبور می كند. - x كلريد مذاب،

گام سوم: با توجه به واكنش های كلی، از آن جايی كه در واكنش های برقكافت سديم كلريد مذاب و برقكافت منيزيم كلريد مذاب، به ازای عبور 

۲ مول الكترون از هر يک از اين دو سلول، به ترتيب ۲ مول فراوردۀ كاتدی يا همان فلز Na و يک مول فراوردۀ كاتدی يا همان فلز Mg توليد 

می شود؛ بنابراين خواهيم داشت:
= جرم فراوردۀ كاتدی در برقكافت سديم كلريد ´ ´ =-

-
x mole molNa

mole
gNa

molNa
x gNa2

2

23

1
23

= جرم فراوردۀ كاتدی در برقكافت منيزيم كلريد - ´ ´ = --
-

( ) ( )5
1

2

24

1
60 12x mole molMg

mole
gMg

molMg
x gMg

= اختلاف جرم فراورده های كاتدی در دو سلول - - =23 60 12 45x x( )

Þ - + = Þ = Þ = =23 60 12 45 35 105
105

35
3x x x x

گام چهارم: حالا می تونيم محاسبه كنيم كه در واكنش برقكافت سديم كلريد مذاب، به ازای عبور ۳ مول الكترون چه جرمی از سديم كلريد مذاب 

مصرف می شود:
3

2

2

58 5

1
175 5mole molNaCl

mole
gNaCl

molNaCl
gNaCl-

-
´ ´ =/ /

۱۱۶ تست و پاسخ 

كدام موارد از مطالب زير، درست است؟

الف) فلز آلومينيم برخلاف آهن، در برابر اكسايش مقاوم است، به همين دليل برای ساخت وسايل گوناگونی از آن استفاده می شود.

pH است. == 7 pH بيشتر از قدرت اكسندگی اين مولكول ها در محيطی با << 7 ب) قدرت اكسندگی مولكول های اكسيژن در محيطی با

پ) فلز سديم يک كاهندۀ قوی است و در طبيعت به حالت آزاد يافت نمی شود.

ت) سالانه حدود ۲ درصد از آهن توليدی در جهان، برای جايگزينی قطعه های خورده شده مصرف می شود.

۲) الف ـ ب ـ پ ۱) ب ـ پ  

۴) الف ـ ب ـ ت ۳) پ ـ ت  

پاسخ: گزینه 

 عبارت های «ب» و «پ» درست هستند.

بررسی عبارت ها:

الف) فلز آلومينيم همانند فلز آهن در مجاورت هوا، اكسايش می يابد ولی فلز آلومينيم برخلاف فلز آهن خورده نمی شود. به همين علت از اين 

فلز می توان برای ساخت وسايل گوناگونی بهره برد.

O2 در  E نيم واكنش كاهش اين گاز در محيط خنثی است و اين يعنی گاز O2 در محيط اسيدی بيشتر از E نيم واكنش كاهش گاز ب)

محيط اسيدی راحت تر الكترون می گيرد و اكسندۀ قوی تری است.
I O g H O l e OH aq

II O g H aq e H O l
E

) ( ) ( ) ( )

) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2

2 4 4

4 4 2

+ + ®

+ + ®
Þ

- -

+ - III IE
 >

پ) فلز سديم بسيار واكنش  پذير بوده و يک كاهندۀ قوی است كه در طبيعت به حالت آزاد يافت نمی شود. اين عنصر در تركيب های گوناگون و 

طبيعی خود، تنها به شكل يون سديم وجود دارد. 

ت) سالانه حدود ۲۰ درصد از آهن توليدی در جهان برای جايگزينی قطعه های خورده شده مصرف می شود.
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۱۱۷ تست و پاسخ 
شكل زير مربوط به ورقه ای آهنی است كه با لايۀ نازكی از فلز M پوشانده شده است. با توجه به شكل، كدام مطلب درست است؟  

۱) در سلول گالوانی تشكيل شده در محل خراش، آهن نقش كاتد را دارد و كاهش می يابد.
۲) شكل داده شده می تواند مربوط به حلبی باشد كه در ساخت قوطی كنسرو و روغن نباتی 

كاربرد دارد. 
+Cu2 بيشتر است.  +Fe2 و +M2 از كاتيون های ۳) قدرت اكسندگی

+M2 در قطرۀ آب، هم سو با جهت حركت الكترون ها در ورقۀ آهنی است.  ۴) جهت حركت كاتيون های

پاسخ: گزینه 

 در سلول های گالوانی، كاتيون ها به سمت كاتد (اطراف قطره كه غلظت اكسيژن زياد است) حركت می كنند و جهت حركت 
الكترون ها از آند (زير قطره كه غلظت اكسيژن كم است) به كاتد است. 

بررسی ساير گزينه ها:
 فلزها نمی توانند كاهش يابند و به يون منفی تبديل شوند. در اين جا كاتد يا فلز آهن چون خودش نمی تواند كاهيده شود؛ و تنها در نقش 

O انجام می شود. g H O l e OH aq
2 2

2 4 4( ) ( ) ( )+ + ®- - رسانای الكترونی، الكترون ها را به گاز اكسيژن می دهد و نيم واكنش
 در حلبی ورقۀ آهنی به وسيلۀ لايۀ نازكی از فلز قلع پوشيده شده است و در صورت خراشيده شدن سطح آن، آهن اكسيد و خورده می شود 

و فلز قلع حفاظتی در برابر آن انجام نمی دهد، ولی در اين جا فلز M اكسيد شده است.
M برنده و اكسيد شده است، می توان نتيجه گرفت كه قدرت كاهندگی M و آهن، فلز M با توجه به اين كه در رقابت برای اكسايش، بين 

از Fe بيشتر است. از طرفی می دانيم كه قدرت كاهندگی آهن از مس بيشتر است؛ بنابراين خواهيم داشت:
M :قدرت كاهندگی Fe Cu M Fe Cu> > Þ < <+ + +

Â¬k¹v¨H  Rnk¤ : 2 2 2

۱۱۸ تست و پاسخ 
با توجه به معادلۀ كلی واكنش مربوط به خوردگی آهن در محيط مرطوب (واكنش (I)) و توليد آلومينيم به روش هال (واكنش (II))، چند مورد از مطالب 

زير درست است؟

.براساس معادلۀ موازنه شده، شمار الكترون های مبادله شده در دو واكنش برابر است

.فقط به ٧ درصد از انرژی لازم برای تهيۀ همان تعداد قوطی از قوطی های كهنه نياز دارد ،(II) توليد آلومينيم مطابق واكنش

.است (II) 2 برابر مجموع ضرايب واكنش دهنده ها در معادلۀ واكنش 6/ ،(I) مجموع ضرايب واكنش دهنده ها در معادلۀ واكنش

.4 است
3

نسبت شمار الكترون های مبادله شده در واكنش (I) به (II) به ازای مصرف ١ مول آهن و ١ مول كربن در اين واكنش ها، برابر

.بيشتر است (II) هر دو واكنش به طور طبيعی انجام می شوند اما بازده واكنش

۴) پنج ۳) چهار  ۲) سه  ۱) دو 

پاسخ: گزینه 

 عبارت های اول و سوم درست هستند.
معادلۀ موازنه شدۀ كلی واكنش های داده شده به صورت زير است: 

¸ÀA  Â¬jn¼i  y¹¨H»  Â±¨  â½k{ï¾ºpH¼¶  â¾²jI÷¶

 y¹¨H»  J(( ) )I ¼¼öo¶  ôÃd¶  nj

:

آند
کاتد

) شكل داده شده می تواند مربوط به حلبی 
ورقۀ آهنی پوشيده شده با لايۀ نازک فلز قلع

به سمت کاتد +M2 در قطرۀ آب، هم سو با جهت حركت الكترون ها در ورقۀ آهنی است.  ) جهت حركت كاتيون های

توليد آلومينيم به روش هال (واكنش )) و توليد آلومينيم به روش هال (واكنش )) و توليد آلومينيم به روش هال (واكنش  با توجه به معادلۀ كلی واكنش مربوط به خوردگی آهن در محيط مرطوب (واكنش

2 3 4 3 12
2 3

2 3
2 3

2 3
2

Al2 3Al2 3O C2 3O C2 32 3
2 3

2 3O C2 3
2 3

2 3 Al4 3Al4 3CO mol e+ ®O C+ ®O C2 3O C2 3+ ®2 3O C2 3 4 3+4 3
-~ 4 3 6 4 12

2 2
6 4

2 2
6 4

3
Fe4 3Fe4 3O H6 4O H6 4

2 2
O H
2 2

6 4
2 2

6 4O H6 4
2 2

6 4O F6 4O F6 4 e OH m12H m12
3

H m
3

ol e+ +4 3+ +4 3O H+ +O H
2 2
O H
2 2

+ +
2 2
O H
2 2

6 4O F6 4®6 4O F6 4
-( )e O( )e OH m( )H mH m~H m
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´Ã¹Ã¶¼²A  kÃ²¼U  y¹¨H»  Â±¨  â½k{ï¾ºpH¼¶  â¾²jI÷¶

 y¹¨(( )II HH»  ÏIÀ  x»n  nj)
:

بررسی عبارت ها: 

عبارت اول: با توجه به توضيحات بالا، اين عبارت صحيح است و شمار الكترون های مبادله شده در واكنش های (I) و (II) برابر ۱۲ مول است. 

عبارت دوم: توليد قوطی های آلومينيمی از قوطی های كهنه (بازيافت آلومينيم) تنها به ۷ درصد از انرژی لازم برای تهيۀ همان تعداد قوطی از 

فرايند هال يا واكنش (II) نياز دارد. 

عبارت سوم: با توجه به معادلۀ موازنه شدۀ كلی واكنش های (I) و (II) خواهيم داشت:
( )
(
I   y¹¨H»  nj  IÀï½k¹Àjïy¹¨H»  ÁoT¶¼Ã¨¼TwH  KÄHoò  Ì¼µ\¶

III)   y¹¨H»  nj  IÀï½k¹Àjïy¹¨H»  ÁoT¶¼Ã¨¼TwH  KÄHoò  Ì¼µ\¶

== + +
+

= =4 3 6

2 3

13

5
2 6/

عبارت چهارم: در واكنش (I)، به ازای مصرف ۴ مول فلز آهن، ۱۲ مول الكترون مبادله می شود؛ بنابراين در همين واكنش، به ازای مصرف 

12 مول الكترون مبادله می شود. در صورتی كه در واكنش (II)، به ازای مصرف ۳ مول كربن، ۱۲ مول الكترون مبادله 
4

3= يک مول فلز آهن،

الكترون های  شمار  نسبت  پس  می شود؛  مبادله  الكترون  مول   12
3

4= كربن، مول  يک  مصرف  ازای  به  واكنش،  همين  در  بنابراين  می شود؛ 

3 است.
4

مبادله شده در واكنش (I) به (II) به ازای مصرف يک مول آهن و يک مول كربن در اين واكنش ها برابر

توليد  اتفاق می افتد ولی واكنش  نيز  عبارت پنجم: واكنش خوردگی آهن در محيط مرطوب يک واكنش خودبه خودی است كه در طبيعت 
آلومينيم به روش هال به طور خودبه خودی و طبيعی اتفاق نمی افتد؛ فرايند هال در يک سلول الكتروليتی و توسط جريان برق انجام می شود.

۱۱۹ تست و پاسخ 
كدام مطلب نادرست است؟ 

تشكيل دهد. MnO4
- با بالاترين عدد اكسايش خود، می تواند يون چنداتمی با فرمول ( )

25
Mn ۱) فلز منگنز

۲) نقش كلسيم كلريد استفاده شده در برقكافت سديم كلريد مذاب، كاهش نقطۀ ذوب سديم كلريد و كاهش هزينه های اقتصادی اين روش است.
۳) عدد اكسايش كربن در فورميک اسيد و هيدروسيانيک اسيد با هم برابر است.

2+ است. OF2 برابر با ۴) عدد اكسايش عنصر اكسنده تر در تركيب

پاسخ: گزینه 

OF
¯
+

¯
-2

2

1

 فلوئور اكسنده ترين عنصر در جدول دوره ای است. عدد اكسايش اين عنصر در همۀ تركيب هايش برابر1- است. 

بررسی ساير گزينه ها:

7+ است. ) در گروه ۷ جدول دوره ای قرار دارد و بالاترين عدد اكسايش آن، :[ ] )
25 18

5 2
3 4Mn Ar d s  منگنز

MnO Mn Mn
4

4 2 1 7
- + - = - Þ = +: ( )

 سديم كلريد نقطۀ ذوب بالايی دارد كه برای تأمين آن، انرژی بسيار زيادی نياز است. با اضافه كردن كلسيم كلريد، نقطۀ ذوب و در نتيجه 
هزينه های اقتصادی فرايند برقكافت سديم كلريد، كاهش می يابد.

، خواهيم داشت: ( )O N C H> > >  با توجه به مقايسۀ خصلت نافلزی عنصرها

فورميک اسيدهيدروسيانيک اسيد

MnO4
-

+٧ +٧

با بالاترين عدد اكسايش خود، 

HCOOH
HCN فورميک اسيد و در فورميک اسيد و در فورميک اسيد و هيدروسيانيک اسيد با هم برابر است.

فلوئور
OF2OF2OF عنصر اكسنده تر در تركيب) عدد اكسايش عنصر اكسنده تر در تركيب) عدد اكسايش عنصر اكسنده تر در تركيب
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۱۲۰ تست و پاسخ 
نيم واكنش های زير مربوط به يک سلول نور الكتروشيميايی هستند كه برای تهيۀ گاز هيدروژن از آب به كار می رود. با توجه به اين نيم واكنش ها، 

كدام موارد از مطالب زير، درست است؟

SiO s H aq e Si s H O l E V2 24 4 2 0 84( ) ( ) ( ) ( ) /++ ++ ®® ++ == --++ -- 

2 2 2 0 832 2H O H g OH aq E V(l) e ( ) ( ) /++ ®® ++ == ---- -- 

الف) emf اين سلول برابر با ۱۰ ميلی ولت است.

ب) نسبت ضريب  گونۀ اكسنده به كاهنده در معادلۀ واكنش كلی اين سلول برابر ۲ است.

پ) برخلاف emf، بازده و سرعت انجام واكنش در اين سلول، زياد است.

ت) در آند اين سلول، عدد اكسايش هر اتم سيليسيم، ۴ واحد كاهش می يابد.

۴) ب ـ ت ۳) الف ـ پ  ۲) پ ـ ت  ۱) الف ـ ب 

پاسخ: گزینه 

عبارت های «الف» و «ب» درست اند.
 بررسی عبارت ها:

emf E E E E= - = - = - - - =   ( ) ( ) ( ) ( ) / ( / ) /kUI¨ kºA oTzÃM oUï´¨ 0 83 0 84 0 011 10V mV= الف)  
ب)

ÁkºA y¹¨H»ï´Ãº:

ÁkUI¨ y¹¨H»ï´Ãº:

Si H O SiO H e

H O e

+ ® + ++ -

+ - ®

2 4 4

4 4

2 2

2 22 4

2 2

2

2 2 2

H OH

Si H O SiO H

+ -

+ ® +Â±¨ y¹¨H»:

½k¹ÀI¨ ½k¹v¨H

نسبت ضريب  گونۀ اكسنده به كاهنده برابر ۲ است.
پ) همانند emf، بازده و سرعت انجام واكنش در اين سلول پايين است.

ت) در آند اين سلول، سيليسيم اكسايش يافته و عدد اكسايش آن، ۴ واحد افزايش می يابد. 

آند
2کاتد 0 83E V2 0E V2 0 83E V83/E V/E V2 0+ =2 02 0E V2 0+ =2 0E V2 02 0E V2 0= -2 0E V2 02 0E V2 0+ =2 0E V2 0= -2 0E V2 0+ =2 0E V2 02 0E V2 0-2 0E V2 02 0E V2 0= -2 0E V2 0-2 0E V2 0= -2 0E V2 0

E VE V2 0E V2 0


2 0E V2 0

E V2 0E V2 0E V84E V84E V/E V/E V2 0+ =2 0E V2 0E V+ =E V2 0E VE V2 0E V= -E V2 0E VE V2 0E V+ =E V2 0E V= -E V2 0E V+ =E V2 0E VE V2 0E V-E V2 0E VE V2 0E V= -E V2 0E V-E V2 0E V= -E V2 0E VE VE VE V2 0E VE V2 0E V

H O2H O2H O  اكسنده به كاهنده در  اكسنده به كاهنده در  اكسنده به كاهنده در 
Si
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