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1 صفحه

محل انجام محاسبات

نپ یضومر ـونیزننو وجنپ نومزآ

ریاضی )3(: صفحه های 65 تا 120

  - ¢¢ -- ==p ( )2 Q است. اگر5 x( ) x و x2
1-- ++ x به ترتیب x3

4-- p بر x( باقی مانده و خارج قسمت تقسیم چندجمله ای(
x کدام می شود؟ ++ Q بر2 x( ) باشد، باقی ماندۀ تقسیم

7

3
)4       5

4
)3  3

2
)2  4

3
)1

x کدام توصیف درست است؟-   == 2 x و == f در نقاط1 x x xx( ) ( ) | | ( )[ ]== -- -- --1 1 2 در مورد مشتق پذیری تابع
x مشتق ناپذیر  = x مشتق پذیر، ولی در2 2( در1= 1( در هر دو نقطه مشتق پذیر است. 
x مشتق پذیر = x مشتق ناپذیر، ولی در2 4( در1= 3( در هر دو نقطه مشتق پذیر نمی باشد. 

lim کدام است؟- 3 ( ) ( )
x

f x f
x®®

--
--1

2 2

2

1

1
، آن گاه حاصل

f

f x x x x

:

( ) ;

 ³³ ®®

== -- ++ ³³

ìì
íí
ïï

îîïï

0

3 1 0
2 3

اگر

18 )4     12 )3     9 )2     6 )1

a کدام است؟-   آن گاه مقدار , ¢¢ ==f ( )1 123 f و x x x x ax a( ) ( )( )== -- ++ ++ -- --3 23 3 2 1 اگر

   4 )4     3 )3     2 )2     1)1

5 در نقطه ای به طول1-- بر نمودار -   2 1x y-- == تابع f رویمشتق پذیر و متناوب با دورۀ تناوب4 است. اگر خط به معادلهء

 g x( g، عرض از مبدأ خط مماس بر نمودار تابع( x f x f x f( ) ( ) ( ) ( x )== -- ++ -- -- --1

2
2 3 2

1

2
5 24 تابع f مماس باشد، با فرض

در نقطه ای به طول3 روی آن کدام است؟
   -30)4     30 )3     -15 )2     15 )1

g¢¢ کدام است؟-   ( )34 مقدار . ( ) ( )(f(x) xf (x))g x f x== ++ ¢¢ f و x x
x( ) == ++1 2

فرض کنید

3 )4 3( صفر       3 )2     1)1

f در نقطه ای به -   --1 f و lim و تابع ( ) /
x

f x c
®®--¥¥

== ++ 0 5  ، lim ( )
/x
f x

®® ++
== --¥¥

3 5

f مفروض است. اگر x ax b
cx( ) == ++

-- 7 تابع

aa کدام است؟ -- b طولaa بر هم مماس باشند، حاصل
24 )4     23 )3     22 )2     21)1
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2 صفحه

محل انجام محاسبات

نپ یضومر ـونیزننو وجنپ نومزآ

 مشتق ندارد؟-   f آن گاه تابع fof در چند نقطه از x

x

( ) ==
++

++

1
1 1

1 1

اگر

6 )4     5 )3     4 )2     3 )1

  - y x g x== --[ ] ( )5  مشتق پذیر باشد، مشتق راست تابع با ضابطهء f و تابع gof در x
x x
x x

( )
,
,

==
++ ³³

++ <<
ìì
íí
îî

2 1 1

2 1
اگر

x چند برابر مشتق چپ آن است؟ == در3
-1
2

)4     1
2

)3     -2)2     2 )1

   -( )m ¹¹ 9 lim کدام است؟ (fog)(x)
( )x x®® -- --10

9
9 10

, حاصل g x
x

f x x m( ) ( ) | x | [ x]==
--

== --
--

--1

1 2

2

» اگر

-36 )4     36 )3     -26 )2     26 )1

f در نقطهء A برابر صفر و در نقاط B و C قرینهء یکدیگر باشد، -    x x x a
x x a

( ) == -- --
-- ++

2

4 2 3

2

2
اگر آهنگ تغییر لحظه ای تابع

مجموع طول های نقاط B ،A  و C برابر کدام است؟
2 75/ )4     1 25/ )3     0 75/ )2     0 25/ )1

f¢¢ برابر است با:-    ( )1 ، آن گاه lim ( )
h

f h
h®®

==
0

4 f و x y f x f y xy( ) ( ) ( )++ == ++ ++ اگر f تابعی مشتق پذیر و

   5 )4     4 )3     3 )2     2 )1

 3 - f ( )aa ++ 1 ) اکیداً نزولی است. اگرaa بیشترین مقدار قابل قبول باشد، حاصل , )0 aa f روی بازۀ x x
x

( ) == ++
--

4

2

8

1
تابع

کدام است؟ 
16 )4       12 )3       8 )2       4 )1

f باشد، برابر است با:-    x x
x

( ) | |==
++2
1
مساحت مثلثی که رئوس آن نقاط بحرانی تابع

   2 )4     3
2

)3     1)2     1
2

)1
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3 صفحه

محل انجام محاسبات

نپ یضومر ـونیزننو وجنپ نومزآ

f کدام است؟-    x x( )-- --1 2 . مجموع بیشترین و کم ترین مقدار ( )f x x x== -- ++4 2
فرض کنید1

15

4
)4     7

4
)3     3 )2     4 )1

، جزء صحیح عرض نقطهء ماکزیمم نسبی کدام است؟-    f x x x
x

( ) | |== --
++
1

1
2

در تابع با ضابطهء

4( صفر     -1)3     2 )2     1)1
، مینیمم مطلق تابع هم می باشد؟-    f x m

x x m
( ) == --

++ ++
5

2
2

به ازای چند مقدار صحیح m، نقطهء مینیمم نسبی تابع f با ضابطهء

   5 )4     4 )3     3 )2     2 )1
5 متر بر ثانیه است. کم ترین زمان برای رسیدن -    سرعت شخص درون محوطهء مستطیلی پارک برابر   و روی محیط آن

از نقطهء A به نقطهء C چند ثانیه است؟
   30 875+ )1

   50 )2
   20 5 )3
   24 5 )4

) قرار -    , )--1 0 ) و , )0 2 y و رأس دیگر روی خط گذرنده از x== --4 2 مانند شکل زیر، یک رأس مستطیل روی نمودار
دارد و دو رأس دیگر روی محور x است. بیشترین مساحت این مستطیل، به ازای کدام مقدار عرض آن حاصل می شود؟  

    1
6

19

6
+ )2       - +1

6

19

6
)1

    1
3

19

3
+ )4      - +1

3

19

3
)3

تابع-    بحرانی  نقاط  طول  مجموع  باشد،  زیر  شکل  به   f x bx( ) | (x )(ax ) |== -- ++ --1 4
2 تابع مشتق  نمودار  اگر 

g برابر کدام است؟ x bx a b( ) | ax |== ++ ++ --2

    -1)2       -2)1

    - 1

2
)4       - 3

2
)3
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ریاضی )3(: صفحه های 65 تا 120

تست و پاسخ  1 
باقی ماندۀ  باشد،   ¢¢ -- ==p ( )2 5 اگر است.   Q x( ) و  x x2

1-- ++ ترتیب به   x x3
4-- بر  p x( ) چندجمله ای تقسیم  خارج قسمت  و  باقی مانده 

x کدام می شود؟ ++ 2 Q بر x( ) تقسیم
7

3
)4       5

4
)3  3

2
)2  4

3
)1

پاسخ: گزینۂ 
p x Q x x x(x) (x ) ( )= - + - +3 2

4 1  گام اول: ابتدا�الگوریتم�تقسیم�را�می�نویسیم:�
¢ = - + - ¢ + -p x Q x x x Q x x( ) ( x ) ( ) ( ) ( )3 4 4 2 1

2 3 گام دوم: حالا�از�عبارت�مشتق�می�گیریم:�

¢ - = - + ´ ¢ - - Þ = - - Þ - =p Q Q( ) Q( ) Q ( ) ( ) ( )2 8 2 0 2 5 5 8 2 5 2
5

4
 :( )-2 گام سوم: به�جای��xقرار�می�دهیم

�می�شود. 5
4
�برابر x + 2 �Qبر x( ) بنابراین�باقی�ماندۀ�تقسیم

تست و پاسخ  2 
x کدام توصیف درست است؟ == 2 x و == 1 f در نقاط x x xx( ) ( ) | | ( )[ ]== -- -- --1 1 2 در مورد مشتق پذیری تابع

�مشتق�ناپذیر� x = 2 �مشتق�پذیر،�ولی�در x 2(�در1= 1(�در�هر�دو�نقطه�مشتق�پذیر�است.�
�مشتق�پذیر x = 2 �مشتق�ناپذیر،�ولی�در x 4(�در1= 3(�در�هر�دو�نقطه�مشتق�پذیر�نمی�باشد.�

پاسخ: گزینۂ 
�پیوسته�است،�چون:� x = 2 �و x  گام اول:�ابتدا�دقت�کنید�که��fدر1=

lim ( ) lim ( ) | | ( ) lim ( )[ ]

x x

x

x
f x x x

® ® ®+ + +
= - ´ - ´ - = - ´

1 1 1

1 1 2 1

1�

�
SLX¶

(( ) ( )

lim ( ) lim ( ) |[ ]

x x

f x x
x x

x

- ´ - =

= - ´ -

-

® ®- -

1 2 0

1 1

1

1 1

0

oÿÅ

Âÿ

� ���

�

¹¹¶
oÿÅ

� ��� �� �| ( ) lim ( x ) (x )

( ) ( )[ ]

´ - = ´ - + ´ - =

= -

® -
-

x

f

x
2 1 1 2 0

1 1

1
1

1 ´́ - ´ - =

ü

ý

ï
ï
ï
ï

þ

ï
ï
ï
ï

Þ =

| | ( )

.

1 1 1 2 0

1SwH ¾Tw¼ÃQ njx f
 

lim ( ) lim ( ) | | ( ) lim ([ ]

x x

x

x
f x x x x

® ® ®+ + +
= - ´ - ´ - = ´ -

2 2 2

1 1 2 1

2�

�
SLX¶

11 2 0

1 1

2 2

1

) ( )

lim ( ) lim ( ) | |[ ]

1 oÿÅ

SLX¶

� ���

�
�

´ - =

= - ´ -
® ®- -

x

f x x
x x

x ´́ - = - ´ - ´ - =

= - ´ - ´

® -
( ) lim ( ) ( ) (x )

( ) ( ) | |[ ]

x x

f

x
2 1 1 2 0

2 1 2 1

2

2

1 oÿÅ

� �

(( )

.

2 2 0

2

- =

ü

ý

ï
ï
ï
ï

þ

ï
ï
ï
ï

Þ =SwH ¾Tw¼ÃQ njx f
 

�می�رویم:� x گام دوم:�حالا�سراغ�مشتق�چپ�و�راست��fدر1=

 x �Þمشتق�راست��fدر1= > Þ
=

- = -
ì
í
î

Þ = - ´ - ´ -x
x
x x

f x x x1
1

1 1
1 1 2
1

[ ]
| |

( ) ( ) ( ) ( )


½kº¼{oÿÅ ®¶Iø

 

 Þ ¢ = - ´ ´ - = ++f ( ) ( ) ( )1 1 1 1 2 1  

 x �Þمشتق�چپ��fدر1= < Þ
=

- = - +
ì
í
î

Þ = - ´ - + ´ -x
x
x x

f x x x1
0

1 1
1 1 2
0

[ ]
| |

( ) ( ) ( ) ( )��� ��
½kº¼{oÿÿÅ ®¶Iø

 

 Þ ¢ = ´ - ´ - = +-f ( ) ( ) ( )1 1 1 1 2 1  
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�مشتق�پذیر�می�شود.� x �است؛�پس��fدر1= ¢ = ¢- +f f( ) ( )1 1
�را�هم�بررسی�می�کنیم:� x = 2 گام سوم:�در�آخر�مشتق�چپ�و�راست��fدر

 x = 2 �Þمشتق�راست��fدر > Þ
=

- = -
ì
í
î

Þ = - ´ - ´ -x
x
x x

f x x x2
2

1 1
1 1 2
2

[ ]
| |

( ) ( ) ( ) ( )���
½kº¼{oÿÅ ®¶IIø

 

 Þ ¢ = ´ - ´ =+f ( ) ( )2 1 2 1 1 1  

 x = 2 �Þمشتق�چپ��fدر < Þ
=

- = -
ì
í
î

Þ = - ´ - ´ -x
x
x x

f x x x2
1

1 1
1 1 2
1

[ ]
| |

( ) ( ) ( ) ( )���
½kº¼{oÿÅ ®¶IIø

 

 Þ ¢ = - ´ - ´ = --f ( ) ( )2 1 2 1 1 1  
�مشتق�پذیر�نیست.� x = 2 �است؛�پس��fدر ¢ ¹ ¢- +f f( ) ( )2 2

تست و پاسخ  3 

lim کدام است؟ ( ) ( )
x

f x f
x®®

--
--1

2 2

2

1

1
، آن گاه حاصل

f

f x x x x

:

( ) ;

 ³³ ®®

== -- ++ ³³

ìì
íí
ïï

îîïï

0

3 1 0
2 3

اگر

18 )4     12 )3     9 )2     6 )1

پاسخ: گزینۂ 

�می�رویم:� lim ( ) ( )
x

f x f
x®

-
-1

2 2

2

1

1

 روش�اول: گام اول:�اول�سراغ

 lim ( ) ( ) lim ( ) ( ) ( ) ( ) lim
x x x

f x f
x

f x f
x

f x f
x® ®

-
-

= -
-

´ +
+

=
1

2 2

2
1

1

1

1

1

1

1 ®® ®

+

-
-

´ +
+1 1

1 1

1

1

1

1

f x f
x

f x f
xx

f f

( ) ( ) lim ( ) ( )

( ) (¢Tz¶ þÄo÷U

� ��� ���
)) ( )

( ). ( )

1 1
1

1 1

+
=

= ¢

f

f f
� ��� ���

 

 f x x x fx( ) ( )2 3 1
3 1 1 3= - + ¾ ®¾¾ == گام دوم:�از�طرفی:��

 Þ ¢ = -2 9 1
2 2xf x x( ) �مشتق�می�گیریم:�� f x x x( )2 3

3 1= - + گام سوم:�حالا�از�طرفین�معادلۀ

 2 1 8 1 4 1 1 3 4 12¢ = Þ ¢ = Þ ¢ = ´ =f f f f( ) ( ) ( ). ( ) �در�معادلۀ�بالا�داریم:�� x با�جای�گذاری1=
روش�دوم:�حاصل�حد�داده�شده�در�صورت�سؤال�را�به�کمک�هوپیتال�هم�می�توانیم�محاسبه�کنیم:�

lim ( ) ( ) lim ( ) ( ) ( ). ( )
x

Hop
x

f x f
x

f x f x
x

f f
® ®

-
-

¾ ®¾¾
¢

= ¢
1

2 2

2
1

1

1

2

2
1 1  

ادامه�مانند�روش�اول.

تست و پاسخ  4 

a کدام است؟ آن گاه مقدار , ¢¢ ==f ( )1 123 f و x x x x ax a( ) ( )( )== -- ++ ++ -- --3 23 3 2 1 اگر

   4 )4     3 )3     2 )2     1)1

پاسخ: گزینۂ 

 گام اول:�عبارت�زیر�رادیکال�را�تجزیه�می�کنیم:�

 x x x x x x x x
x x x x

3 3 2

1

2

1 2

2
3 2 3 2 1

2

- + = - + - + = - + -
- - -( ) ( )( )

( ) (x��� � �� �� 22 1 2

1 2

2) ( ) ( )
( )( )x x

x x
- +

= - +� �� ��  

 x ax a x ax a x x a
a xx x

2 2

11 1

1 1 1 1+ - - = - + - = - + +
-- +

 

( )( )( )
( )( )  
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بنابراین�ضابطۀ��fبه�شکل�زیر�می�شود:�

 f x x x x ax a x x x a x x( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )(= - + + - - = - + + + = - +3 23 33
3 2 1 1 2 1 1 2 xx a

x x x x a

+ +

- + - + +

1
3

1 2 1 12

)

( ) ( ) ( )( )
� ��� ��� � ��� ���  

�را�محاسبه�می�کنیم:� ¢f ( )1 ، x گام دوم:�حالا�به�کمک�عامل�صفرشوندۀ1-

 f x x x x a f a a( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )= - + + + Þ ¢ = ´ + + + = + =1 2 1 1 1 1 2 1 1 3 2 123 3 3 3



ÞÞ =a 2

½kº¼{oÿÅ ®¶Iø

 

تست و پاسخ  5 

1-- بر نمودار تابع f مماس باشد، با  5 در نقطه ای به طول 2 1x y-- == مشتق پذیر و متناوب با دورۀ تناوب4 است. اگر خط به معادلهء تابع f روی

3 روی آن کدام است؟ g در نقطه ای به طول x( ، عرض از مبدأ خط مماس بر نمودار تابع( g x f x f x f( ) ( ) ( ) ( x )== -- ++ -- -- --1

2
2 3 2

1

2
5 24 فرض

   -30)4     30 )3     -15 )2     15 )1

پاسخ: گزینۂ 

،�در�نقطه�ای�به�طول�1-�بر�نمودار�تابع��fمماس�است.�شیب�این�خط� y x= -

¯

5

2

1

2

KÃ{

�5یا�همان 2 1x y- =  گام اول:�خط

�می�شود؛�پس:� y = -3 �در�آن، x = �است�و�با�جای�گذاری1- 5
2
برابر

Þ
- = -

¢ - =

ì
í
ï

îï

f

f

( )

( )

1 3

1
5

2

 

f x f x f f f f( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + Þ = - =
+

- =
+

- =
+

= = -4 9

4

5

4

1

4

3 3 

گام دوم: �fتابعی�متناوب�با�دورۀ�تناوب��4است؛�پس: 

 ¢ = ¢ + Þ ¢ - =
+

¢ - =
+

¢ - =
+

¢ = =f x f x f f f f( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 9

4

5

4

1

4

3
5

2
  مشتق�پذیر�است،�داریم:  از�طرفی،�چون��fدر

 g x f x f x f x( ) ( ) ( ) ( )= - + - - -1

2
2 3 2

1

2
5 24 �را�محاسبه�می�کنیم:�  g( )3 گام سوم:�مقدار

 g f f f( ) ( ) ( ) ( )3 1 2 7
1

2
9

15

2
3 3 3

= - + - - = -
- - -
  

 

 f
x f x( ) ( )1

2

1

2

1

2

- ¾ ®¾¾ - ¢ -¢Tz¶

®iHj ¢Tz¶

�می�رویم.�اول�باید�از��gمشتق�بگیریم:�� ¢g ( )3 گام چهارم:�حالا�سراغ

 

2 3 2 3 2 3 2 6 3 2f x f x f x( ) ( ) ( )- ¾ ®¾¾ ´ ¢ - = ¢ -¢Tz¶

®iHj ¢Tz¶  

 

- - ¾ ®¾¾ ´ - ¢ - = - ¢ -1

2
5 24 5

1

2
5 24

5

2
5 24f x f x( ) ( ) f ( x ) ( )¢Tz¶

®iHj ¢Tz¶  
 ¢ = - ¢ - + ¢ - - ¢ -g x f x f x f x( ) ( ) ( ) ( )1

2

1

2
6 3 2

5

2
5 24 پس:��

 Þ ¢ = - ¢ - + ¢ - ¢ - =g f f f( ) ( ) ( ) ( )3
1

2
1 6 7

5

2
9

15

2
5

2

5

2

5

2

  

 

گام پنجم: 

 y f f x- = ¢ -( ) ( )( )a a a �واقع�بر�آن�برابر�است�با:�  x = a �معادلۀ�خط�مماس�بر�تابع��fدر�نقطه�ای�به�طول

www.konkur.in

Telegram: @konkur_in



4

ریاضی پلاس

ی
رب
تج
ۂ 
شت

ر
ن
م آنلای

ن پنج
آزمــو

�روی�آن�به��صورت�زیر�است:� x = 3 پس�با�توجه�به�نکتۀ�بالا،�معادلۀ�خط�مماس�بر�تابع��gدر�نقطه�ای�به�طول

 y g g x y x y x- = ¢ - Þ - - = - Þ + = -( ) ( )( ) ( ) ( )3 3 3
15

2

15

2
3

15

2

15

2

45

2
 

 
Þ = - - Þ = -

-

¯
y x y x15

2

45

2

15

2

15

2
30

60

2

��� ��
áHkL¶ pH Æoø

 

�است.� بنابراین�عرض�از�مبدأ�خط�مماس�برابر30-

تست و پاسخ  6 

g¢¢ کدام است؟ ( )34 مقدار . ( ) ( )(f(x) xf (x))g x f x== ++ ¢¢ f و x x
x( ) == ++1 2

فرض کنید

3 )4 3(�صفر��     3 )2     1)1

پاسخ: گزینۂ 
،�همان� f x xf x( ) ( )+ ¢ �نگاه�کنیم،�متوجه�می�شویم�که g x f x( ) ( )(f(x) xf (x))= + ¢  گام اول:�اگر�با�دقت�به�عبارت

�می�شود.� g x f x xf x( ) ( )( ( ))= ¢ �است؛�پس xf x( ) مشتق

 f x x
x

xf x x xf x x

x

x

x
( ) ( ) ( ( ))= + Þ = + Þ ¢ =

+
=

+

1
1

2

2 1 1

2
2

2 2

�را�محاسبه�می�کنیم:�� ( ( ))xf x ¢ گام دوم:

 Þ = ¢ = + ´
+

=g x f x xf x x
x

x
x

( ) ( )( ( )) 1

1

1

2

2

 

(�برابر�صفر�می�شود.� x = 3
4 �است؛�پس�مقدار�مشتق�آن�در�همۀ�نقاط�)از�جمله�در y �تابع�ثابت1= g x( ) گام سوم:

تست و پاسخ  7 

aa بر هم مماس  f در نقطه ای به طول --1 f و lim و تابع ( ) /
x

f x c
®®--¥¥

== ++ 0 5  ، lim ( )
/x
f x

®® ++
== --¥¥

3 5

f مفروض است. اگر x ax b
cx( ) == ++

-- 7 تابع

aa کدام است؟ -- b باشند، حاصل
24 )4     23 )3     22 )2     21)1

پاسخ: گزینۂ 
�برابر�صفر�شود:� x = 3 5/ (�باید�در cx - 7 �نامتناهی�است؛�پس�مخرج��f)یعنی x® 3 5/  گام اول:�حد�تابع��fدر

 cx c cx- = ¾ ®¾¾ - = Þ ==
7 0 3 5 7 0 2

3 5/ /  
گام دوم:�حالا�حاصل�حد�در�بی�نهایت��fرا�)به�کمک�هم�ارزی�پرتوان(�محاسبه�می�کنیم:�

  lim ( ) / lim /
x

c
x

f x c ax b
x®-¥

=

®-¥
= + ¾ ®¾¾ +

-
=0 5

2 7
2 5

2  

 ·H¼UoQ¾ ®¾¾ = Þ = Þ = Þ = +
-®-¥

lim / / ( )
x

ax
x

a a f x x b
x2

2 5
2

2 5 5
5

2 7
 

گام سوم: 

�است.� f x dx b
cx a

- = - +
-

1( ) �به��صورت f x ax b
cx d( ) = +

+
�ضابطۀ�وارون�تابع�هموگرافیک

 f x x b
x f x x b

x( ) ( )= +
-

Þ = +
-

-5

2 7

7

2 5

1 طبق�نکتۀ�بالا،�داریم:��

�ریشۀ�مضاعف�داشته�باشد: f x f x( ) ( )= -1 �بر�هم�مماس�باشند،�باید�معادلۀ f -1 گام چهارم:�برای�این�که��fو

 f x f x x b
x

x b
x x b x b x b( ) ( ) ( ) (= Þ +

-
= +

-
Þ + - - = + --1 2 25

2 7

7

2 5
14 2 49 7 10 2 25))x b x x b

A B C

- Þ - - =
  

5 4 24 2 0
2  
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دلتای�این�معادله�باید�برابر�صفر�باشد:�
 D = - ´ - = Þ + = ¾ ®¾¾ + = Þ = -¸

24 4 4 2 0 576 32 0 18 0 18
2 32( )b b b b  

 a �است؛�پس�طول�نقطۀ�تماس،�یعنی x B
As = - = =
2

24

8
هم�چنین،�ریشۀ�مضاعف�این�معادله،�همان�طول�رأس�تابع�درجه�دوم،�یعنی3

هم�برابر��3می�شود.�
 Þ - = - - =a b 3 18 21( )  

تست و پاسخ  8 

 مشتق ندارد؟ f آن گاه تابع fof در چند نقطه از x

x

( ) ==
++

++

1
1 1

1 1

اگر

6 )4     5 )3     4 )2     3 )1

پاسخ: گزینۂ 

 گام اول:�اول�ضابطۀ��fرا�کمی�ساده�تر�می�کنیم:�

 f x

x

x
x

x
x

x
x

x
x

x

x

x

( ) =

+
+

=
+

+

=
+

+

=
+
+

= +
+

¹

¹-

¹-

1

1
1

1
1

1

1
1

1

1

1
1

1

2 1

1

1

2

0

1

1

2

11
 

�می�شود.� - - -{ , , }0 1
1

2
بنابراین�دامنۀ��fبه��صورت

گام دوم:�حالا�دامنۀ��fofرا�به��دست�می�آوریم:�

 D x D f x D x x
fof f f

x

= Î Î = Î - - - +

¹ - -

{ ( ) } { { , , }

{ , , }

∩ �
� ��� ���

∩0 1
1

2

1

0 1
1

2

22 1
0 1

1

2

1

2 1
0

1

2 1
0 1

1

2

x

x
x x

x
x

+
Î - - - Þ

+
+

¹ Þ

+
+

¹ - -

�
� ���� ����

{ , , }}

{ , , }

¹¹ -

+
+

¹ - Þ ¹ -

+
+

¹ - Þ ¹ -

ì

í

ï
ïï

î

ï
ï
ï

1

1

2 1
1

2

3

1

2 1

1

2

3

4

x
x x

x
x x

 

 D x xfof = Ï - - Ï - - - = Ï - - - -{ { , , } { , , }} x { , , , , }0 1
1

2
1

2

3

3

4
0 1

1

2

2

3

3

4
 پس:��

 Þ = - - - - -Dfof  { , , , , }0 1
1

2

2

3

3

4
 

(�مشتق�ناپذیر�است.� - 3

4
�و - 2

3
، - 1

2
�)نقاط�1�،0-�، گام سوم:�حالا�با�توجه�به�این�که��fofتابعی�گویا�است،�فقط�در��5نقطه�از

تست و پاسخ  9 

برابر  چند   x == 3 در  y x g x== --[ ] ( )5 ضابطهء با  تابع  راست  مشتق  باشد،  مشتق پذیر    در  gof تابع  و   f x
x x
x x

( )
,
,

==
++ ³³

++ <<
ìì
íí
îî

2 1 1

2 1
اگر

مشتق چپ آن است؟
-1
2

)4     1
2

)3     -2 )2     2 )1

پاسخ: گزینۂ 
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 f x
x x
x x

( ) =
+ ³

+ <
ì
í
î

2 1 1

2 1
�را�بررسی�می�کنیم:�� x  گام اول:�اول�پیوستگی��fدر1=

 

lim ( ) lim

lim ( ) lim

( )

x x

x x

f x x

f x x

f

® ®

® ®

+ +

- -

= + =

= + =

=

ü

ý
ï1 1

1 1

2 1 3

2 3

1 3

ïï

þ
ï
ï

Þ �پیوسته�است. x �fدر1=  

�را�محاسبه�می�کنیم: x گام دوم:�مشتق�چپ�و�راست��fدر1=

 
SwHn ¢Tz¶

Oa ¢Tz¶

:

:

f x x f
f x x f
( ) ( )
( ) ( )

= + Þ ¢ =

= + Þ ¢ =
ü
ý
þ

Þ+

-

2 1 1 2

2 1 1
�مشتق�ناپذیر�است. x �fدر1=  

�مشتق�ناپذیر� x �مشتق�پذیر�است،�یعنی�با�این�که��fدر1= �مشتق�پذیر�است�و��gofدر x گام سوم: �fدر�تمام�نقاط�دامنه�اش�به�جز�در1=

�می�شود.� ( ) ( ) ( ) ( )gof gof¢ = ¢+ -1 1 �مشتق�پذیر�است؛�پس x است،�ولی��gofدر1=
 Þ ¢ ¢ = ¢ ¢+ +

¢

- -

¢+

f g of f g of

g f g f

( ).( ) ( ) ( ).( ) ( )

( ( )) (

1 1 1 1

2
1

1

� � �� �� �
(( ))

( )

1
-

� �� �� *  

از�طرفی:�

 f x
x x
x x

f x x
x x( )
lim ( ) lim ( )

=
+ ³

+ <
ì
í
î

Þ
= + = ´ + = +

® ®

+ +
+ +2 1 1

2 1

2 1 2 1 1 2

1 1

11 3

2 1 2 3

1 1

=

= + = + =

ì

í
ï

î
ï

+

® ®

- -
- -

lim ( ) lim ( )
x x
f x x

 

 Þ ¢ = ¢ Þ
¢
¢ =+ -
+

-
2 3 3

3

3

1

2
g g g

g( ) ( ) ( )
( ) پس�)*(�به�شکل�مقابل�می�شود:��

�را�محاسبه�می�کنیم:� x = 3 �در y x g x= -[ ] ( )5 گام چهارم:�در�آخر،�مشتق�راست�و�چپ�تابع

 

SwHn ¢Tz¶

Oa ¢Tz¶

:

:

y x y g

y x

= - Þ ¢ = - ¢

= -

-

+ +

-

[ ]g(x) ( ) ( )

[ ]

5
3 2 3

5

5

3

5

3





gg(x) ( ) ( )

( )
( )

(

Þ ¢ = - ¢

ü

ý

ï
ï
ï

þ

ï
ï
ï

¾ ®¾¾
¢
¢ =

- ¢

- -

+

-

+

y g

y
y

g

3 2 3

3

3

2 3SLvº ))
( )

( )
( )- ¢ =

¢
¢ =

-

+

-2 3

3

3

1

2g
g
g  

 10 
تست و پاسخ 

( )m ¹¹ 9 lim کدام است؟  (fog)(x)
( )x x®® -- --10

9
9 10

g, حاصل x
x

f x x m( ) ( ) | x | [ x]==
--

== --
--

--1

1 2

2

» اگر

-36 )4     36 )3     -26 )2     26 )1

پاسخ: گزینۂ 

،�مخرج�برابر�صفر�می�شود،�ولی�حاصل�حد�در�همۀ� ( )(x)fog
x9 10-

�در x = 10

9
 گام اول:�ابتدا�دقت�کنید�که�با�جای�گذاری

Þ گزینه�ها�عدد�است؛�پس�صورت�هم�باید�برابر�صفر�شود:� =
® -
lim ( )( )
( )x

fog x
10

9

0  

�را�محاسبه�می�کنیم:� x® -( )10

9
گام دوم:�اول�مقدار��gدر

 
lim ( ) lim
( ) ( )x x

g x
x® ®- -

=
-

=
-

= =
10

9

10

9

1

9

1

1

1

10

9
1

1

1

3

3
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اما�دقت�کنید�که�باید�حاصل�حد�را�کمی�دقیق�تر�محاسبه�کنیم:�

 x x x x
x

® Þ < Þ - < ¾ ®¾¾ - < ¾ ®¾¾
-

>-( )10

9

10

9
1

1

9
1

1

3

1

1
3

ÏI§ÄjHn t¼§÷¶  

 lim ( )
( )x

g x
®

+

-
=

10

9

3 پس:�

 lim (g(x)) lim ( ) lim | | [ ]
( )x x x

f f x x m
x x

® ® ®

-

- + +
= = -

-
-

10

9
3 3

2
4

2

Âÿ¹¶

�

��
= -

-
´ - = - ´ -

® +
lim ( ) ( )
x

x m
x

m
3

2

2
4

9

1
4 گام سوم:�حالا�داریم:� 

�می�شود.� m = 9 مقدار�این�حد�باید�برابر�صفر�باشد؛�پس

�برابر�صفر�صفرم�است،�می�توانیم�از�هوپیتال�کمک�بگیریم:� lim ( ( ))
( )x

f g x
x® - -10

9

9 10
گام چهارم:�حالا�که�حاصل

 Hop

x

g x¾ ®¾¾
¢ ¢

® -
lim ( )f (g(x))
( )10

9

9
�)*( �

�را�به��دست��آوریم:� x® -( )10

9
�در ¢g x( ) گام پنجم:�باید�مقدار

 g x
x

x
x g x x

x
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
=

-
=

-

= - Þ ¢ = - - = -
-

- -1

1

1

1

1
1

2
1

1

2 1
1

2

1

2

3

2

3

 

 Þ ¢ = -
-

= -
-

= -
´® ®- -

lim ( ) lim
( ) ( )( ) ( )x x

g x
x10

9

10

9

3
3

1

2 1

1

2
10

9
1

1

2
1

27

== - 27

2
( )I  

�است؛�پس:� lim ( )
( )x

g x
®

+

-
=

10

9

3 �را�محاسبه�کنیم.�دقت�کنید�در�گام�دوم�دیدیم�که x® -( )10

9
�در ¢f g x( ( )) گام ششم:�حالا�باید�مقدار

 lim ( ( )) lim ( ) ( )
( )x x

f g x f x f
® ®

+
- +

¢ = ¢ = ¢
10

9
3

3  

�داریم:� x = 3 برای�محاسبۀ�مشتق�راست��fدر

 
 

½kº¼{oÿÅ ®¶Iø

f x x x x x x x( ) | x |[ ] [ ] , | |= -
-

- ¾ ®¾¾¾



® Þ - =- - = -+2
3 4 2 29

2
¾¾¾¾¾¾¾¾ ¢ =

-
´ - Þ ¢ = ´ - = -+f x x

x f II( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

2
4 3

6

1
4 24

 
- ´ -

=
27

2
24

9
36

( )
�داریم:�� (*) �در ( )II �و ( )I گام هفتم:�در�آخر�با�جای�گذاری

 11 
تست و پاسخ 

f در نقطهء A برابر صفر و در نقاط B و C قرینهء یکدیگر باشد، مجموع طول های نقاط  x x x a
x x a

( ) == -- --
-- ++

2

4 2 3

2

2
اگر آهنگ تغییر لحظه ای تابع

B ،A  و C برابر کدام است؟

2 75/ )4     1 25/ )3     0 75/ )2     0 25/ )1

پاسخ: گزینۂ 

 گام اول:�از���fمشتق�می�گیریم�تا�آهنگ�تغییر�لحظه�ای�به�دست�آید:

f x x x a
x x a

f x x a x x a x( ) ( ) ( x )( x ) ( )(= - -
- +

Þ ¢ = - - + - - -2

4 2 3

4 1 4 2 3 2 8
2

2

2 2 --
- +

Þ ¢ = -
- +

2

4 2 3

20 5

4 2 3
2 2 2 2

)
( )

( )
( )x x a

f x ax a
x x a

 

�می�شود. 1
4
�برابر�صفر�است؛�پس�طول��Aبرابر x = 1

4
فقط�به�ازای�ریشۀ�صورت،�یعنی ¢f ،�واضح�است�که�مقدار ¢f گام دوم:�با�توجه�به�ضابطۀ
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�است؛�پس� 1
4
�است�و�صورت،�تابعی�خطی�است�که�ریشۀ�آن�برابر xs = 1

4
گام سوم:�از�طرفی،�مخرج�عبارتی�درجه�دوم�است�که�معادلۀ�محور�تقارن�آن

�aو�bقرینۀ�هم�می�شوند.�حالا�طبق�گفتۀ�سؤال،� �در ¢f �aو�bباشد(،�مقدار �واسطۀ�حسابی 1
4
�قرینه�باشند�)یا�به�عبارتی�دیگر 1

4
�aو�bنسبت�به اگر

1 واسطۀ�
4
�قرینه�باشند،�بنابراین 1

4
�باید�نسبت�به xC �و xBقرینه�باشد،�پس�Cو��Bدر�نقاط��) ¢f می�خواهیم�آهنگ�تغییر�لحظه�ای���f)یا�همان�مقدار

�می�شود. x x xB C A+ + = + = =

´2 1

4

1

4

1

2

1

4

3

4
0 75��� �� � / �است؛�پس�جواب�برابر x xB C+ = ´ =2

1

4

1

2
�می�شود�که�در�این�صورت xC �و xBحسابی

 12 
تست و پاسخ 

f¢¢ برابر است با: ( )1 ، آن گاه lim ( )
h

f h
h®®

==
0

4 f و x y f x f y xy( ) ( ) ( )++ == ++ ++ اگر f تابعی مشتق پذیر و

   5 )4     4 )3     3 )2     2 )1

پاسخ: گزینۂ 
�را�ساده�تر�می�کنیم:� f x y f x f y xy( ) ( ) ( )+ = + +  گام اول:�اول�کمی�معادلۀ

 f x y f x f y xy f x y f x f y xy f x y f xy
y( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (+ = + + Þ + - = + ¾ ®¾¾ + -¸

¹0
)) ( )

y
f y
y

xy
y= +  

 Þ + - = +
® ®
lim ( ) ( ) lim( ( )
y

x f

y

f x y f x
y

f y
y

xy
y0 0

nj ¢Tz¶ þÄo÷U

� ���� ����
)) گام دوم:�از�طرفین�معادلۀ�بالا�حد�می�گیریم:� 

 Þ ¢ = +
® ®

f x f y
y

x y
yy y

x

( ) lim ( ) lim
0 0

��� ��
 

�هم�برابر��4می�شود:� lim ( )
y

f y
y®0

�است،�می�توانیم�بگوییم�حاصل lim (h)
h

f
h®

=
0

4 گام سوم:�حالا�با�توجه�به�این�که

 Þ ¢ = + Þ ¢ =f x x f( ) ( )4 1 5  

 13 
تست و پاسخ 

f کدام است؟  ( )aa ++ 1 aa بیشترین مقدار قابل قبول باشد، حاصل ) اکیداً نزولی است. اگر , )0 aa f روی بازۀ x x
x

( ) == ++
--

4

2

8

1
تابع

16 )4       12 )3       8 )2       4 )1

پاسخ: گزینۂ 

 f x x
x

f x x x x x
x

( ) ( ) ( ) ( )
( )

= +
-

Þ ¢ = ´ - - + ´
-

4

2

3 2 4

2 2

8

1

4 1 8 2

1

 گام اول:�از��fمشتق�می�گیریم:��

 Þ ¢ = - -
-

f x x x x
x

( )
( )

2 4 16

1

5 3

2 2
 

�را�حل�کنیم:� ¢ <f x( ) 0 گام دوم:�برای�پیداکردن�بازه�)یا�بازه�هایی(�که��fدر�آن�ها�نزولی�اکید�است،�باید�نامعادلۀ

¢ < Þ - -
-

< Þ - -
- +

< Þf x x x x
x

x x x
x x

x( )
( )

( )
( ) ( )

0
2 4 16

1

0
2 2 8

1 1

0
2

5 3

2 2

4 2

2 2

(( )(x )
( ) ( )

( )( )( )
( ) ( )

x
x x

x x x x
x x

2 2

2 2

2

2 2

4 2

1 1

0
2 2 2 2

1 1

- +
- +

< Þ - + +
- +

<<0  

جدول�تعیین�علامت�می�کشیم:�

 

- -

¢ - + + - - +

2 1 0 1 2

0 0 0

x

f

f

R

·

R

·

↘ ↗ ↗ ↘ ↘ ↗
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�aبرابر��1می�شود.� �اکیداً�نزولی�است؛�پس�حداکثر�مقدار ( , )0 1 گام سوم:�با�توجه�به�جدول�تعیین�علامت�رسم�شده،�واضح�است�که��fروی�بازۀ

�را�محاسبه�کنیم:� f f f( ) ( ) ( )a + = + =1 1 1 2 حالا�باید�مقدار
 f x x

x
f( ) ( )= +

-
Þ = +

-
=

4

2

8

1

2
16 8

4 1
8  

 14 
تست و پاسخ 

f باشد، برابر است با: x x
x

( ) | |==
++2
1

مساحت مثلثی که رئوس آن نقاط بحرانی تابع

   2 )4     3
2

)3     1)2     1
2

)1

پاسخ: گزینۂ 

 روش�اول:�گام اول:�ابتدا�به�کمک�بازه�بندی�داریم:�

 f x x
x

f x

x
x

x

x
x

x
( ) | | ( )=

+
Þ = +

³

-
+

<

ì

í
ïï

î
ï
ï

2

2

2

1

1

0

1

0

 

گام دوم:�از��fمشتق�می�گیریم:�

 ¢ =

-
+

>

- -
+

<

ì

í

ï
ï

î

ï
ï

f x

x
x

x

x
x

x
( )

( )

( )

1

1

0

1

1

0

2

2 2

2

2 2

 

(�را�بررسی�می�کنیم: x گام سوم:�مشتق�پذیری��fدر�نقطۀ�مرزی�)همان0=

 
¢ = -

+
=

¢ = - -
+

= -

ü

ý

ï
ï

þ

ï
ï

Þ
+

-

f

f

( )
( )

( )
( )

.
0

1 0

0 1

1

0
1 0

0 1

1

2

2 2

2

2 2

SwH oÄmQIIº ¢Tz¶ nj SwH ÂºHodM óI£º pH Â§Ä Ï¼öx f x= Þ =0 0.  

)�Aاست.� , )0 0 �شده؛�پس�مختصات�این�نقطۀ�بحرانی f ( )0 0= ، f x x
x

( ) | |=
+2
1

�در x با�جای�گذاری0=

�را�برابر�صفر�قرار�می�دهیم:� ¢f گام چهارم:�حالا�هر�ضابطۀ�تابع

�:ضابطۀ�بالایی 1

1

0 1 0

12

2 2

2

1

1

2

-
+

= Þ - = Þ
=

=

x
x

x
x

f x

( )
.

, á¾õMIò nj ÁnHm¬ ÁI] IM

j¼{ïÂ¶ oMMHoM ¾õ£º Æoø

k{IM kÄIM ·¼a ¡ ¡ ù

¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾

= - >

ì

í
ï

î
ï

B

x x

( , )

.

1
1

2

1 0

 

�:ضابطۀ�پایینی - -
+

= Þ - = Þ

= <

= - =-
1

1

0 1 0

1 0

1

2

2 2

2
1

x
x

x
x x

x f x
( )

.SwH ·¼a ¡ ¡ ù

,
á
¾õMIò nj ÁnHHm¬ ÁI] IM

j¼{ïÂ¶ oMHoM ¾õ£º Æoø.
( , )

1

2

1
1

2
¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾¾ - +

ì

í
ï

î
ï C  

گام پنجم:�این�سه�نقطه�را�روی�محورهای�مختصات�مشخص�می�کنیم:�

Þ =
´

=
´

=S ½køI¤ ÌIÿUnH

2

2
1

2

2

1

2
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روش�دوم:�

: (a )>0 �به�شکل�مقابل�است y ax
x

=
+2
1

�نمودار�توابع�به�فرم

 
با�توجه�به�نمودار�رسم�شده،�واضح�است�که�این�توابع�فقط�دو�نقطۀ�بحرانی�دارند.�

�به�شکل�زیر�می�شود:� f x

x
x

x

x
x

x
( ) = +

³

-
+

<

ì

í
ïï

î
ï
ï

2

2

1

0

1

0

گام اول:�با�توجه�به�نکتۀ�بالا،�نمودار�تابع

 
گام دوم:�با�توجه�به�نمودار�رسم�شده،�واضح�است�که��fفقط�سه�نقطۀ�بحرانی�)در��Aمشتق�ناپذیر�است�و�در��Bو��Cمقدار�مشتق�آن�برابر�صفر�

است(�دارد.�محاسبۀ�مساحت�مثلث�هم�مثل�گام�آخر�روش�اول�است.�

 15 
تست و پاسخ 

f کدام است؟ x x( )-- --1 2 . مجموع بیشترین و کم ترین مقدار ( )f x x x== -- ++4 2
1 فرض کنید

15

4
)4     7

4
)3     3 )2     4 )1

پاسخ: گزینۂ 

�می�شود.� f x x f g x( ) ( ( ))- - =1
2 �gدر�نظر�می�گیریم؛�پس x( ) �را�برابر x x- -1 2  گام اول:

گام دوم:�دامنۀ��gبه��صورت�زیر�است:�

 g x x x x x x( ) [ , ]= - - Þ - ³ Þ - £ ¾ ®¾¾¾ Î -1 1 0 1 0 1 1
2 2 2 IÀ ï¾zÄn ¸ÃM  

گام سوم:�از��gمشتق�می�گیریم�و�آن�را�برابر�صفر�قرار�می�دهیم�تا�طول�نقاط�بحرانی�اش�حاصل�شود:�

g x x x g x x

x
x
x

x x
x

( ) ( )= - - Þ ¢ = - -

-
= +

-
= - +

-
=1 1

2

2 1

1

1

1

1

0
2

2 2

2

2

 

 Þ - + = Þ - = - ¾ ®¾¾ - = Þ = Þ = ¾ ®¾¾ = -£
£

1 0 1 1 2 1
1

2

2 2

0

2 2 2 2 0x x x x x x x x xx
x2·H¼U 11

2
 

،�طول�نقاط�بحرانی�تابع�اند:� x = - 1

2
گام چهارم:�نقاط�سر�و�ته�بازۀ�دامنۀ��gو

 g x x x

g

g

g

( )

( )

( ) ( )

( ) (

= - - Þ

= - - =

- = - - - - = -

- = - - -

1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1

2

1

2
1

2

2

2

-- = - - = - = -

ì

í

ï
ïï

î

ï
ï
ï

1

2

1

2

1

2

2

2
2

2)

 

]�می�شود.� , ]- 2 1 �هستند؛�پس�برد��gبه��صورت �و1+ - 2 بنابراین�حداقل�و�حداکثر�مقدار��gبه��ترتیب�برابر
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]�به��دست�آوریم�)الان احتمالًا یهو میگی که هان؟! خوب  , ]- 2 1 �را�روی�بازۀ f x( ) ]�است،�باید�برد , ]- 2 1 گام پنجم:�حالا�که�برد��gبه��صورت

] رو به ما می ده؛ پس همین مقادیر می شن ورودی های f؛ پس برای به  دست آوردن min و  , ]- 2 1 f رو داشتیم. g مقادیر بازۀ g x( ( )) ببین ما تابع
] رو حساب کنیم(. , ]- 2 1 f روی بازۀ x( ) ، کافیه برد f (g(x))  max

گام ششم:�از��fمشتق�می�گیریم�و�آن�را�برابر�صفر�قرار�می�دهیم�تا�طول�نقاط�بحرانی�آن�به��دست�آیند:�

 f x x x f x x x x x

x

x

x

( ) ( ) ( )= - + Þ ¢ = - = Þ - = Þ

=

=

= -

ì

í

ï
ï

î

ï

4 2 3 2
1 4 2 0 2 2 1 0

0

1

2

1

2
ïï

 

،�طول�نقاط�بحرانی�تابع�اند:� x =0 �و - 1

2
�، + 1

2
(�به�همراه x �و1= x = - 2 گام هفتم:�نقاط�سر�و�ته�بازه��)یعنی

 f x x x

f

f

f

f

f

( )

( )

( )

( )

( )

( )

= - + Þ

- =

- =

=

=

=

ì

í

ï
ï
ï
ï

î

ï
ï

4 2
1

2 3

1

2

3

4

0 1

1

2

3

4

1 1

ïï
ï

 

�می�شود.� 3
4

3
15

4
+ = �و��3هستند�که�مجموع�آن�ها�برابر 3

4
گام هشتم:�حداقل�و�حداکثر�مقدار��fبه��ترتیب�برابر

 16 
تست و پاسخ 

، جزء صحیح عرض نقطهء ماکزیمم نسبی کدام است؟ f x x x
x

( ) | |== --
++
1

1
2

در تابع با ضابطهء

4(�صفر     -1)3     2 )2     1)1

پاسخ: گزینۂ 

 گام اول: �fرا�به��صورت�دو�ضابطه�ای�می�نویسیم:�

 f x x x
x

f x

x x
x

x

x x
x

x
( ) | | ( )= -

+
Þ =

-
+

³

- -
+

<

ì

í
ï
ï

î
ï
ï

1

1

1

1

1

1

2

2

2

2

2

 

�پیوسته�می�شود.(� x �برابر�صفر�است؛�پس��fدر1= x )حد�چپ�و�راست�و�مقدار��fدر1=
گام دوم:�از��fمشتق�می�گیریم:�

 ¢ =

+ -
+

>

- + -
+

<

ì

í

ï
ï

î

ï
ï

f x

x x
x

x

x x
x

x
( )

( )

( )

2

2 2

2

2 2

2 1

1

1

2 1

1

1

 

�:ضابطۀ�بالایی ¢ = + - =+f ( )1
1 2 1

4

1

2
�را�محاسبه�می�کنیم:�� x گام سوم:�مشتق�چپ�و�راست��fدر1=

�:ضابطۀ�پایینی� ¢ = - + - = --f ( )1
1 2 1

4

1

2
 

�طول�یکی�از�نقاط�بحرانی��fمی�شود.� x �مشتق�پذیر�نیست�و1= x پس��fدر1=
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�در�آن�ها�برابر�صفر�است،�به��دست�آید:� ¢f گام چهارم:�حالا�باید�هر�دو�ضابطۀ�بالایی�و�پایینی�را�برابر�صفر�قرار�دهیم�تا�طول�نقاطی�که

�:ضابطۀ�بالایی x x
x

x x
x

x

2

2 2

2 82 1

1

0 2 1 0

2 8

2
1 2

2 8

2
1 2

+ -
+

= Þ + - = ¾ ®¾¾
= - + = - +

= - - = - -

=

( )
D





ì

í
ïï

î
ï
ï

 

�:ضابطۀ�پایینی� - + -
+

= Þ + - = ¾ ®¾¾
= - + = - +

= - - = - -

=x x
x

x x
x

x

2

2 2

2 82 1

1

0 2 1 0

2 8

2
1 2

2 8

2
1

( )
D



22 

ì

í
ïï

î
ï
ï

 

�است(،�ولی�هر�دو�ریشۀ�ضابطۀ�پایینی�قابل�قبول�اند؛�پس�جدول�تعیین�علامت x هر�دو�ریشه�برای�ضابطۀ�بالایی�غیر�قابل�قبول�اند�)چون1<
�به��صورت�مقابل�می�شود:� ¢f

 

- - - +

¢ - + - +

1 2 1 2 1

0 0

x
f
↘ ↗ ↘ ↗max

ÂLvº

 

�است.� - +1 2 بنابراین�طول�نقطۀ�ماکزیمم�نسبی�برابر

�تا�عرض�نقطۀ�ماکزیمم�نسبی�حاصل�شود:� - +1 2 گام پنجم:�در�آخر�کافی�است�در�ضابطۀ�f،�به�جای��xقرار�دهیم

 f x x x
x

f( ) | | ( ) ( ) | |
( )

= -
+

Þ - + = - + - + -
- +

- +

-

1

1

1 2
1 2 1 2 1

1 2
2

2 2

2

3 2 2

� �� ��

�� �� �� +
= - + -

-
=

- -

-1

1 2 2 2

4 2 2

2 1 2 2

2 2 2

( )( ) ( ) ( )

( )
 

= - - = = ¾ ®¾¾¾2 1

2

1 4 1

2

0 4

2
0 2

/ / / cÃdÅ Eq]

oÿÅ  

 17 
تست و پاسخ 

، مینیمم مطلق تابع هم می باشد؟ f x m
x x m

( ) == --
++ ++

5

2
2

به ازای چند مقدار صحیح m، نقطهء مینیمم نسبی تابع f با ضابطهء

   5 )4     4 )3     3 )2     2 )1

پاسخ: گزینۂ 

 گام اول:�از��fمشتق�می�گیریم:�
 f x m

x x m
f x x x m m x

x x m
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
= -

+ +
Þ ¢ = ´ + + - - +

+ +
5

2

0 2 5 2 2

2
2

2

2 2
 

 Þ ¢ = - + +
+ +

=-

f x m
x x m

x

( ) ( ) ( x )
( )

5 2 2

2

1

2 2

á¾zÄn���
 

�است؛�پس�همین�نقطه�باید�مینیمم�نسبی�تابع��fباشد.� x = -1 ، ¢f تنها�ریشۀ
�باید�به��صورت�زیر�شود:� x = �طول�نقطۀ�مینیمم�نسبی�تابع��fباشد،�جدول�تغییرات�تابع��fدر�اطراف1- x = گام دوم:�برای�این�که1-

 

x
f ¢ - +

-

0

1

↘ ↗
min
ÂLvº
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�باید�مثبت� - +m 5 (�مثبت�است؛�پس �2بعد�از�ریشه�اش�)همان1- 2x + �همواره�مثبت�است�و�علامت ¢f گام سوم:�دقت�کنید�که�مخرج

�است.� m < 5 باشد�که�نتیجه�می�دهد
،�علامت�صورت�منفی�است؛�پس�اگر�مخرج�ریشه�داشته�باشد� f x m

x x m
( ) = -

+ +
5

2
2

�است،�در�ضابطۀ�تابع�یعنی m < 5 گام چهارم:�حالا�که

�می�شود�که�در�این��صورت�تابع�دیگر�مینیمم�مطلق�ندارد؛� -¥ )ریشۀ�ساده�یا�مضاعف(،�حد��fدر�حداقل�یکی�از�طرفین�ریشه�های�مخرج�برابر
 D = - < Þ < Þ <4 4 0 4 4 1m m m پس�دلتای�مخرج�باید�منفی�باشد:� 

�1می�شود؛�پس��3مقدار�صحیح�برای��mداریم.� 5< <m ، m < 5 >�1و m گام پنجم:�با�توجه�به�دو�شرط

�که�تو�دام�بیفتی!� �حواست�باشه�الان�یهو�نگی�جواب�می�شه�

�باشد،�چون�در� m = 5 گام ششم:�در�تابع�f،�در�یک�حالت�دیگر�هم�مینیمم�نسبی�و�مینیمم�مطلق�برابر�می�شوند�)در�چه�حالتی؟(.�در�حالتی�که

�شده�که�در�این�صورت،�همۀ�نقاط�آن�مینیمم�نسبی�و�مطلق�هستند؛�بنابراین� y =0 این��صورت،�صورت��fبرابر�صفر�می�شود؛�پس��fتابع�ثابت
�است.� برای�m،�چهار�مقدار�صحیح��4�،3�،2و��5را�داریم�و�جواب�درست�

 18 
تست و پاسخ 

5 متر بر ثانیه است. کم ترین زمان برای رسیدن از نقطهء A به نقطهء C چند  سرعت شخص درون محوطهء مستطیلی پارک برابر 1 و روی محیط آن

ثانیه است؟

   30 875+ )1
   50 )2

   20 5 )3
   24 5 )4

پاسخ: گزینۂ 

،ABOباشد�که�در�این�صورت�با�استفاده�از�قضیۀ�فیثاغورس�در�مثلث��BO x=  گام اول:�ابتدا�فرض�کنید

�BCمی�شود.� CO BO x= - = -40 �ABمی�شود.�به��علاوه،�طول��COبرابر��40است�که x= +2
900

 

گام دوم:�سرعت�شخص�در�مسیر��ABبرابر��1است؛�پس�مدت�زمانی�که�از��Aبه��Bمی�رود،�برابر�است�با:�

 t x
V

x xAB
AB

AB
= = + = +

2
2900

1
900  

�است؛�پس�مدت�زمانی��که�از��Bبه��Cمی�رود،�برابر�است�با:� 5 گام سوم:�سرعت�شخص�در�مسیر��BCبرابر

 t x
V

x
BC

BC

BC
= = -40

5
 

�می�شود.� t x x x( ) = + + -2
900

40

5
پس�زمان�رسیدن�او�از��Aبه��Cبرابر

گام چهارم:�کم�ترین�زمان�رسیدن�از��Aبه��Cرا�می�خواهیم.�از��tمشتق�می�گیریم�و�آن�را�برابر�صفر�قرار�می�دهیم�تا�طول�نقاط�بحرانی�حاصل�شود:�

  Þ ¢ =
+

- = Þ
+

= ¾ ®¾¾
+

=>t x x

x
x

x
x

xx( ) 2

2 900

1

5
0

900

1

5 900

1

52 2 0

2

2

2·H¼U  

 Þ = + Þ = Þ = ¾ ®¾¾ = =>
5 900 4 900

900

4

30

2
15

2 2 2 2 0x x x x xx  

،�جواب�حاصل�می�شود:� t �در x =15 گام پنجم:�با�جای�گذاری

 t x x x t( ) ( )= + + - Þ = + = ´ + = + =2
900

40

5
15 1125

25

5
225 5 5 5 15 5 5 5 20 5  
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 19 
تست و پاسخ 

) قرار دارد و دو رأس دیگر  , )--1 0 ) و , )0 2 y و رأس دیگر روی خط گذرنده از x== --4 2 مانند شکل زیر، یک رأس مستطیل روی نمودار

روی محور x است. بیشترین مساحت این مستطیل، به ازای کدام مقدار عرض آن حاصل می شود؟  

    1
6

19

6
+ )2       - +1

6

19

6
)1

    1
3

19

3
+ )4      - +1

3

19

3
)3

پاسخ: گزینۂ 

�به��صورت�زیر�است:� ( , )-1 0 �و ( , )0 2  گام اول:�معادلۀ�خط�گذرنده�از�دو�نقطۀ
�:شیب 2 0

0 1
2

-
- -

=( )  

 y y m x x y x y xm x y- = - ¾ ®¾¾¾¾¾¾ - = - Þ = += =
0 0

2 0 20 0 2 2 0 2 2( ) ( ), ( , ) ( , )  

�می�شود.� x y
B = - 2

2 �و x y
A = -4

2

2

گام دوم:�عرض�دو�نقطۀ��Aو��Bرا�برابر��yدر�نظر�می�گیریم�که�در�این��صورت

 
�BCاست؛�پس�مساحت� y= �ABو�عرض�آن�برابر y y y y= - - - = - - +4

2

2

2 2 2
3

2 2

گام سوم:�حالا�واضح�است�که�طول�مستطیل�برابر

مستطیل�برابر�است�با:�
 S y y y y y y y y( ) ( ) ,= - - + = - - + < <

2 3 2

2 2
3

2 2
3 0 2  

گام چهارم:�از��sمشتق�می�گیریم�و�برابر�صفر�قرار�می�دهیم�تا�طول�نقاط�بحرانی�حاصل�شود:�

 ¢ = - - + = ¾ ®¾¾ + - = Þ
= - +

= - -

´ -
S ( )

( )

.

y y y y y
y

y

3

2
3 0

2

3
2 0

1

3

19

3

1

3

19

3

2

2

3 2

SwwH Âÿ¹¶ ·¼a ,¡¡ù

ì

í
ïï

î
ï
ï

 

�باشد.� - +1

3

19

3
پس�بیشترین�مساحت�مستطیل�وقتی�حاصل�می�شود�که�عرض�آن�برابر

 20 
تست و پاسخ 

g برابر  x bx a b( ) | ax |== ++ ++ --2 f به شکل زیر باشد، مجموع طول نقاط بحرانی تابع x bx( ) | (x )(ax ) |== -- ++ --1 4
2 اگر نمودار مشتق تابع

کدام است؟

    -2 )1
    -1)2

     - 3

2
)3

   - 1

2
)4

پاسخ: گزینۂ 
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�مشتق�ناپذیر�است.� f x( ) ،�در�ریشه�های�سادۀ y f x= | ( ) | �تابع

�باید�ریشه�سادۀ�عبارت�درون� x = -2 �مشتق�ناپذیر�است؛�پس x = -2 ،�واضح�است�که��fدر ¢f گام اول:�با�توجه�به�نمودار�رسم�شده�برای

 Þ - - =4 2 4 0a b I( ) �برابر�صفر�می�شود:�� x = -2 �در ax bx2
4+ - �باشد؛�پس�مقدار ( )( )x ax bx- + -1 4

2 قدرمطلق�یعنی
�نباید�ریشۀ�سادۀ�عبارت� x �مشتق�پذیر�است؛�پس1= x ،��fدر1= ¢f �داریم،�ولی�با�توجه�به�نمودار ( )x -1 گام دوم:�از�طرفی�درون�قدرمطلق

�داشته�باشیم�تا��fدر ( )x -1 �برابر�صفر�شود�)که�در�این��صورت�درون�قدرمطلق2 x �هم�باید�در1= ax bx2
4+ - درون�قدرمطلق�باشد�و
�مشتق�پذیر�شود(: x =1 a b II+ - =4 0 ( )  

�می�شود؛�پس�ضابطۀ��gبه��صورت�زیر�است:� b = 2 �و a = 2 ،)II(و��)I(گام سوم:�با�حل�دستگاه�دو�معادله�و�دو�مجهول�

 g x bx a b x x( ) | ax | | |= + + - = +2 22 2  
گام چهارم: 

 ¢ =f x( ) 0 �و f x( ) =0 �هستند�)دقت�کنید!�اجتماع�نقاطی�که y f x= | ( ) | ،�نقاط�بحرانی�تابع ¢ =f x( ) 0 �و f x( ) �ریشه�های0=
است،�نه�اشتراک�آن�ها(.

با�توجه�به�نکتۀ�بالا�داریم:�

 g x x
x x x x x

x x x
( ) | x |

( ) ,

( )
= + Þ

+ = Þ + = Þ = -

+ ¢ = Þ + = Þ
2 2

2 2 0 2 1 0 0 1

2 2 0 4 2 0

2

2

2 xx = -

ì
í
ï

îï
1

2

 

�است.� - 3

2
�هستند�که�مجموع�آن�ها�برابر - 1

2
�و -1 بنابراین�طول�نقاط�بحرانی�تابع�g،�صفر،
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