
 بررسی صعودی یا نزولی بودن تابع از روی علامت مشتق

در یک فاصله اکیداً صعودی باشد، مماس بر منحنی در هر  fپذیر است. اگر تابع پیوسته و مشتق fفرض کنیم 

ی حاده ساخته و تانژانت این زاویه، یعنی شیب خط مماس، ها زاویهxنقطه از این فاصله با جهت مثبتِ محور 

 .f0باشد. یعنی ابراین، علامت مشتق تابع در این فاصله، مثبت میمثبت است. بن

 

در یک فاصلۀ اکیداً نزولی باشد، مماس بر منحنی در هر نقطه از این فاصله با جهت مثبتِ  f در یک fاگر تابع 

، منفی است. بنابراین، علامت مشتق ی منفرجه ساخته و تانژانت این زاویه، یعنی شیب خطِ مماسهها زاویxمحور 

 .f0باشد، یعنی در این فاصله، منفی  می

 

 با توجه به توضیحات فوق، داریم:

 پذیر باشد:( مشتقb ،aی )[ پیوسته و در بازهb ،aی ]در بازه fفرض کنیم تابع قضیه: 

ـ اگر به ازای هر 1   f x ,x a,b  0 گاه شد، انباf بر بازه[ یb ،a.اکیداً صعودی است ] 

ـ اگر به ازای هر 2   f x ,x a,b  0 گاه باشد، آنf بر بازه[ یb ،a.کیداً نزولی است ] 
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 f x  0 Â²»qº  f x  0 Áj¼ ÷ Å 

ودی یا نزولی بودن تابع ندارد. به عبارتی صفر شدن مشتق در نقاط جدا از هم تأثیری در اکیددً صع: 1تذکر 

fکنیم در فواصلی که  توانیم ادعامی 0  است. تابع اکیداً صعودی و در فواصلی کهf 0  است، تابع اکیداً نزوی

 باشد.می

 عودی یا اکیداً نزولی است.شود، اکیداً صمعمولاً در فواصلی که صعودی یا نزولی می: 2تذکر 

 جهت تغییرات تابع

منظور از جهت تغییرات تابع، تعیین فواصلی است که تابع در آن فواص، صعودی یا نزولی باشد. برای این منطور، 

fکنیم. در فواصلی که از تابع مشتق گرفته و آن را تعیین علامت می 0 در فواصلی  است، تابع اکیداً صعودی و

fکه  0 باشد. دقت کنیم در نقاطی که است، تابع اکیداً نزولی میf 0  است، مماس بر منحنی تابع افقی

گذارند. جدو تغییرات تابع، جدولی با سه سطر است. در باشد. این نقاط هیچ تأثیری در یکنواختی تابع نمیمی

و در سطر سوم نمایش صعودی یا نزولی  fی تعریف تابع قرار گرفته و در سطر دوم، علامت ، دامنهxل سطر او

 دهیم، داریم:قرار می fبودن تابع را براساس علامت 
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 های مهم و به یادماندی:نکته

ای در چه فاصه fتابع »یا « ای صعودی استدر چه فاصله fتابع »شود که به این جمله اشاره  ـ اگر در متن تست1

های تنها کافی است یه ترتیب نامعادله« نزولی است.   f x f x  0 0IÄ .را حل کنیم 

کنیم تا باشد را حتماً به شکل ضرب عوامل مختلف تبدیل می 2تر از ها بیشی آنهایی که درجهنامعادلهتذکر: 

 تر حل شوند.راحت

 fD( خواسته شودد، حتماً جدول تغییرات تابع را روی b ،aی )اش یا روی بازهروی دامنه fـ اگر یکنوایی تابع 2
 کنیم.( رسم کرده و علامت مشتق تابع را از روی جدول تغییرات، تحلیل میb ،aی )یا روی  بازه

ی جواب تر )یا مساوی( صفر باشد، مجموعهدی باشد، باید مشتق تابع همواره بزرگهمواره صعو fـ اگر تابع 3

ی نامعادله f x 0ی اعداد حقیقی باشد.، مجموعه 

ی جواب تر )یا مساوی( صفر باشد، یعنی مجموعههمواره نزولی باشد، باید مشتق تابع همواره کوچک fـ اگر تابع 4

ی نامعادله f x 0ی اعداد حقیق باشد.، مجموعه 

بع گوییم تامیتعریف ماکزیمم نسبی:  y f x ای به طول در نقطهx x نسبی(  Maxماکزیمم نسبی ) 0

 دارد، اگر:

fxـ 1 D0  یعنی تابع در( ،باشدx0 ).تعریف شده باشد 

 ، تعریف شده باشد.x0ی ـ تابع در همسایگی دوطرفه2

، )یعنی x0ی ـ مقدار تابع در نقطه3 f x0تر یا مساوی با ی آن، بزرگ( از مقادیر تابع در همسایگی دوطرفه

 شد.ها باآن
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 های متفاوتی از نقاط ماکزیمم نسبی تابع رسم شده است. توجه کنیم:های زیر، نمونهدر شکل

 

گوییم تابع مینیمم نسبی: تعریف می y f x ای به طول در نقطهx x نسبی(  minنیمم نسبی )می 0

 دارد، اگر:

fxـ 1 D0 .باشد 

 تعریف شده باشد. x0ی ـ تابع در همسایگی دو طرفه2

ـ 3 f x0 ها باشد.تر یا مساوی با آنی آن، کوچکاز مقادیر تابع در همسایگی دوطرفه 

 نیمم نسبی رسم شده است. دقت کنیم:های زیر انواع مختلفی از نقاط میدر شکل
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 نامیم.نیمم نسبی تابع را نقاط اکسترمم نسبی تابع مینقاط ماکزیمم نسبی و می

 های به یادماندنی:نکته

توانند نقاط اکسترمم نسبی باشند. چون ی تعریف تابع )نقاط توقف( هرگز نمیـ ]نقاط ابتدایی و انتهایی دامنه1

 ها تعریف شده است.[ی آنطرفهتابع تنها در همسایگی یک

xای به طو در نقطه fـ اگر تابع 2 x تعریف شده  x0در همسایگی  fدارای اکسترمم نسبی باشد، الزاماً تابع  0

 x0ی در نقطه fتوانیم اعلام کنیم. چون تابع ، هیچ نظری را نمیfپذیری تابع است. در مورد پیوستگی و مشتق

 ناپذیر باشد.پذیر و هم مشتقتواند هم مشتقتواند هم پیوسته و هم ناپیوسته باشد و نیز میمی

 شوند.نیمم نسبی محسوب میی نقاط هم ماکزیمم نسبی و هم میـ در تابع ثابت، همه3

 تست آموزشی

 کدام است؟ fسترمم نسبی تابع صورت مقابل است. تعداد نقاط اک[ بهb ،aی ]در فاصله fنمودار تابع 

1) 6              2 )5                  3 )4                 4 )3 
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 [، داریم:b ،aی ]در فاصله f(، با توجه به نمودار تابع 3ی )پاسخ: گزینه

Aی ابتدایی بازه است. بنابراین اکسترمم نسبی نیست.: نقطه 

x1 :Maxنسبی 

x2 اکسترمم نسبی نیست.)چون : f x2 تر بوده واز عرض نقاط از عرض نقاط همسایگی چپ خود کوچک

 تر است.(همسایگی راست خود بزرگ

x3 :Min نسبی 

x4 :Min نسبی 

x5.اکسترمم نسبی نیست : 

x6 :Max نسبی 

Bی انتهای بازه است، بنابراین اکسترمم نسبی نیست.: نقطه 

 

 نیمم مطلق(اکسترمم مطلق )ماکزیمم ومی

گویی تابع میتعریف ماکزیمم مطلق:  y f x [ روی بازهb ،aدر نقطه ] ای به طولx x ماکزیمم مطلق  0

(Max دارد، اگر مقدار تابع در نقطه )ی مطلقx0 ها تر یا مساوی با آناز مقادیر تابع در تمام نقاطِ این بازه، بزرگ
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xباشد. به عبارت دیگر، اگر به ازای هر  a,b   ترین ای است که بیشزیمم مطلق، نقطهداشته )به زبان ساده ماک

 ی تعریف تابع داشته باشد.(عرض را در کل دامنه

گوییم تابع مینیمم مطلق: تعریف می y f x روی بازه[ یb ،aدر نقطه ] ای به طولx x نیمم می 0

(min دارد، اگر مقدار تابع در نقطه )ای مطلقx0 ها تر یا مساوی با آناز مقادیر تابع در تمام نقاطِ این بازه کوچک

xباشد. به عبارت دیگر، اگر به ازای هر  a,b    داشته باشیم   f x f x0گاه تابع ، آنf ی ]روی بازهb ،

a در ]x x  نیمم مطلق دارد.می، 0

 ی تعریف تابع داشته باشد.(ترین عرض را در کل دامنهای است که کمنیمم مطلق، نقطه)به زبان ساده می

 نامیم.نیمم مطلق تابع را نقاط اکسترمم مطلق تابع مینقاط ماکزیمم مطلق و میتذکر: 

 نیم:در نمودارهای زیر نقاط اکسترمم مطلق و نسبی مشخص شده است. دقت ک

 

 

برای تعیین نقاط اکسترمم مطلق، اگر نمودار تابعی قابل رسم باشد، با توجه به رسم نمودار تابع، به راحتی مقادیر 

 باشد.اکسترمم مطلق تابع قابل تشخیص است. پس اولین روش برای تعیین نقاط اکسترمم مطلق، رسم نمودار می

 یادماندنی:های بهنکته

نیمم نیمم نسبی باشد ولی مقدار ماکزیمم و میک بازه، دارای چندین مقدار ماکزیمم و می ـممکن است تابع در ی1

 فرد است.مطلق، در صورت وجود منحصربه
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 فرد است و نه تعداد آن نقاط.نیمم مطلق، در صورت وجود منحصربهمقدار ماکزیمم و میدقت کنیم! 

 ر هم منطبق باشند.ای بـ ممکن است نقاط اکسترمم نسبی و مطلق در نقطه2

نیمم مطلق خواهد در این بازه قطعاً دارای ماکزیمم و می f[ پیوسته باشد، b ،aی ]ی بستهبر بازه fـ اگر تابع 3

 بود.

دهند گیریم( رخ مییاد می 5ی [، یا در نقاط بحرانی )در درسنامهb ،aی ]های مطلق تابع روی بازهـ اکسترمم4

 های بازه.و یا در نقاط ابتدا و انت

 

ها به دقت نگاه ایم. به این شکلای آن رسم کردهرا در اطراف نقاط اکسترمم نسبی پیوسته fدر زیر نمودار تابع 

 ها را مشخص نماییم.کنیم و یک ویژگی مشترک آن

 

 دهد.تغییر علامت می مثبتبه  منفیی تابع، علامت مشتق از نسبی پیوسته minدرنقاط تذکر: 
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 دهد.ی تابع، علامت مشتق از مثبت به منفی تغییر علامت مینسبی پیوسته Maxنقاط درتذکر: 

ی تابع، علامت مشتق عوض نیمم نسبی پیوستهکنیم در دو طرف نقاط ماکزیمم و میطور که مشاهده میهمان

 سپاریم:شود. پس به خاطر میمی

ی تابع برای طول نقاط اکسترمم نسبی پیوسته y=f xمیآوریم. سپس دستی مشتق تابع را به، ابتدا ضابطه

ی تعریف تابع باشند، که عضو دامنهی فرد( صورت و مخرج مشتق را مشروط بر آنهای ساده )یا مکرر مرتبهریشه

 کنیم.معرفی می fعنوان طول نقاط اکسترمم نسبی تابع به
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 یادماندنی:به های مهم ونکته

شود، نمودار تابع به ی فرد( صورت مشتق، چون مشتق تابع صفر میهای ساده )یا مکرر مرتبهدر اطراف ریشهـ 1

مخرج مشتق، چون  ی فرد(های ساده )یا مکرر مرتبهاست و در اطراف ریشه  یا شکل 

خواهد  یا  وجود ندارد، نمودار تابع به شکل 

 بود.

ی فرد است که برای تعیین طول نقاط اکسترمم نسبی، مخرج مشتق تابع شامل رادیکال با فرجه ـ فقط در توابع2

ی فرد نباشند، برای تعیین با فرجه دهیم. به عبارتی دیگر، در توابعی که شامل رادیکالرا نیز برابر صفر قرار می

 های مخرجِ مشتق، هیچ کاری نداریم.یشهطول نقاط اکسترمم نسبی، فقط مشتق تابع را برابر صفر قرار داده و با ر
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ی صورت مشتق است ی سادهدار باشد، طول اکسترمم نسبی نه ریشهی اکسترمم نسبی اگر تابع زاویهـ در نقطه3

عنوان مثال، ی مخرج آن. بکه تنها علامت مشتق راست و چپ در این نقطه عوض میشود. بهی سادهو نه ریشه

 . |y=|xبع در تا x=0ای به طول نقطه

 های نقاط عطف افقی تابع هستند.ی زوج مشتق تابع، طولو مکرر مرتبه های مضاعفـ ریشه4

 

ی فرد یک معادله، ابتدا باید این معادله را به های ساده و مکرر مرتبهبرای تعیین ریشهتذکر مهم و کاربردی: 

صورت این معادله باشد، حتماً یکی از عوامل تجزیه شده، به یریشه x0طور کامل تجزیه کنیم. اگر  x x 0 

است. براساس توانی که  x x ی ساده ریشه x0باشد،  1شود. اگر این توان برابر دارد، نوع ریشه معلوم می 0

 ی سوم است. پس داریم:ی مکرر مرتبهباشد، ریشه 3مضاعف بوده و اگر برابر  یباشد، ریشه 2بوده، اگر برابر 

 
n... x x x... n x x   0 00 SwH ³HÔ Á ¾LUo¶ no§¶ Á ¾zÄn 

 نیمم نسبی با استفاده از آزمون مشتق اولتشخیص ماکزیمم و می

، تغییر علامت مشتق x0از باشد و هنگام عبور  fی تابع ی اکسترمم نسبی پیوستهطول نقطه f ،x0اگر در تابع 

ی تابع گرفته و نیمم نسبی است. پس برای تعیین نوع اکسترمم نسبی کافی است از ضابطه، دارای میx0در 

 جدول تغییرات تابع را رسم کنیم )آزمون مشتق اول( داریم:
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 هاتعیین طول آن تعیین عرض نقاط اکسترمم نسبی بدون

یا   نیمم نسبی، افق استپذیر، خط مماس در نقاط ماکزیمم و میدانیم در توابع مشتقمی

را بر نمودار منحنی مماس کنیم.  y=yتوانیم خط کنیم میطور که ملاحظه میهمان 

 ی مضاعف دارد.ی تقاطع منحنی و خط، رشتهبنابراین، معادله

ی تقاطع منحنی را با رای پیدا کردن عرض نقاط اکسترمم نسبی، کافی است معادلهحال با شنیدن مطالب فوق، ب

ی تقاطع برقرار کنیم، ی مضاعف را در معادلهآن را مرتب کنیم. اگر شرط ریشه xنوشته و برحسب  y=yخط 

 آید.میدست)عددی ثابت( یا همان عرض نقاط اکسترمم نسبی به yمقدار 

ی مقادیر اکسترمم نسبی، اگر تابع کسری دقیقاً دو اکسترمم نسبی داشته باشد، برای پس از محاسبهنکته مهم: 

تری را و مقدار کم Maxتری را برای نیمم نسبی اگر تابع پیوسته باشد، مقدار بیشتشخیص عرض ماکزیمم و می

گیریم درنظر می minبرای  Max miny yه داشته باشد، به عکس عمل . ولی اگر تابع کسری، مخرجش ریش

 کنیم.می

 تست آموزشی

نیمم تابع مقدار می
xy

x


2
5

4
 برابر کدام است؟ 

1) 
3
2                  2 )

3
2                 3 )

5
4                  3 )

5
4 

 (3ی )پاسخ: گزینه
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Max
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 ی بحرانینقطه

ها صفر شود و یا ( که مشتق در آنb ،aی )[ تعریف شده باشد. نقاطی از بازهb ،aی ]در بازه fفرض کنیم تابع 

fxل ای به طونامیم. به عبارت دیگر، نقطهمی fوجود نداشته باشد را نقاط بحرانی تابع  D0 ی بحرانی تابع نقطه

f  است، هرگاه f x 0 باشد یا  0 f x  وجود نداشته باشد. 0

ی دانشگاهی بیان شده است، نقاط ابتدا و انتهای دامنهکتاب پیش 84ی طبق تعریفی که در صفحهدقت کنیم! 

شوند در زیر انواع مختلف جزء نقاط بحرانی تابع محسوب نمی x=bو  x=aهای ه به طولتعریف، یعنی دو نطق

 کنیم:نقاط بحرانی تابع را معرفی می

 

 ها مشتق برابر صفر است. )مماس افقی(نقاطی که در آن

 

 یادماندنی:های بهنکته

 شوند:سه دسته تقسیم میها وجود ندارد، به ی تعریف تابع که مشتق تابع در آننقاطی عضو دامنه

 ها ناپیوسته بوده ولی تعریف شده )توپرُ( است.ـ نقاطی که تابع در آن1

 دار(.ها، برابر نیستند )نقاط زاویههای راست و چپ تابع در آنـ نقاطی که مشتق2
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ت )نقاط بازگشت ها نامتناهی اسعبارتی مشتق تابع در آنشود. بهنهایتی میها بیـ نقاطی که مشتق تابع در آن3

 یا عطف قائم.(

 توانیم خط مماس افقی رسم نماییم.ها میها برابر صفر است، نقاطی است که در آننقاطی که مشتق تابع در آن

 شوند.ی نقاط بحرانی محسوب میدر تابع ثابت، همه

نیست. در ضمن هر ی بحرانی، اکسترمم نسبی ی بحرانی است ولی هر نقطهی اکسترمم نسبی، یک نقطههر نقطه

 شود. تنها نقاط عطف افقی و عطف قائم، بحرانی هستند.ی عطفی، بحرانی محسوب نمینقطه

 تعیین طول نقاط بحرانی تابع کمک مشتق

ی تابع مشتق گرفته و توانیم از ضابطه، میfگیریم. برای تعیین طول نقاط بحرانی تابع را درنظر می y=f(x)تابع 

که عضو های صورت و مخرج مشتق تابع مشروط بر آنبع را برار صفر قرار دهیم. ریشهصورت و مخرج مشتق تا

های صورت مشتق، مشتق تابع برابر صفر بوده و به ازای ی تعریف تابع باشند، بحرانی هستند. به ازای ریشهدامنه

 های مخرج مشتق، مشتق تابع وجود ندارد. پس داریم:ریشه

Df

Df
y






  




0
0

¾zÄn

¾zÄn
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ی فرد است که برای تعیین طول نقاط بحرانی تابع، مخرج فقط در توابع شامل رادیکال با فرجهی مهم: نکته

فرد نباشند، برای تعیین  دهیم. به عبارتی دیگر، در توابعی که شامل رادیکال با فرجهمشتق را برابر صفر قرار می

گیریم که در توابعی که شامل رادیکال با پس نتیجه می دهیم،طول نقاط بحرانی فقط مشتق را برابر صفر قرار می

، صفر x0ی بحرانی باشد، حتماً مشتق اول به ازای ، طول نقطهx0ای به طول ی فرد نیستند، اگر نقطهفرجه

 شود.می

 آموزشی تست

تعداد نقاط بحرانی تابع  f x |x x | 2  [، کدام است؟-1، 5ی ]بر بازه 4

1) 2                   2 )3                    3 )3                   4 )5 

 (2ی )گزینهپاسخ: 
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 گیریم، داریم:برای تعیین تعداد نقاط بحرانی تابع، از روش رسم نمودار کمک می

 fناپذیر است. چون مشتق تابع ، مشتقx=4و  x=0های در نقاطی به طول fکنیم تابع طور که مشاهده میهمان

شوند. از طرفی در ، بحرانی محسوب میx=4و  x=0های باشد، در نتیجه نقاطی به طولدر این نقاط موجود نمی

 شود.نیز، بحرانی محسوب می x=2ای به طول برابر سفر است. بنابراین نقطه f، مشتق تابع x=2ای به طول نقطه

ی تعریف تابع هستند، هرگز بحرانی ، چون نقاط ابتدا و انتهای دامنهx=5و  x=-1های ه طولنقاطی بتذکر: 

 شوند.محسوب نمی

 

 تست آموزشی

تعداد نقاط بحرانی تابع  
xf x x  
4

22  کدام است؟ 34

1) 1                 2 )2               3 )3               4 )4 

 (3ی )گزینهپاسخ: 

 دهیم. داریم:ی این تابع مشتق گرفته و آن را برابر صفر قرار میبه راحتی قابل رسم نیست، از ضابطه fتابع چون 
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     xf x x f x x x x x
x
x

        

 
 

 

4
2 3 22 3 4 4 04

0
2 ÂºHodM Á ¾õ£º 3

 

 [b ،aی ]تعیین مقادیر اکسترمم مطلق تابع در بازه

 کنیم:[ به ترتیب زیر عمل میb ،aی ]در بازه y=f(x)برای تعیین مقادیر اکسترمم مطلق تابع 

های کنیم. برای این منظور از تابع مشتق گرفته و ریشه( محسابه میb ،aی )ـ عرض نقاط بحرانی تابع را در بازه1

گذاری باشند، با جای fDکنیم و اگر عضو ( قرار دارند را مشخص میb ،aی )صورت و مخرج مشتق که در بازه

 آوریم.میدسترض این نقاط را بهی تابع، عها در ضابطهآن

[ ناپیوسته از راست )یا چپ( باشد، علاوه بر مقدار، b ،aی ]از بازه x=cای به طول در نقطه fاگر تابع دقت کنیم: 

باید حد راست )یا چپ( تابع در آن نقطه مخاسبه شود. مثلاً، در تابع  
xx ;f x xx ;

 
 

 

2 1
، )1f(علاوه بر  12

 آوریم.دستی پایین بهاز ضابطه x=1ت را در باید حد راس

ی تابع، در ضابطه bو  aگذاری کنیم. به عبارتی با جایـ مقدار تابع را به ازای ابتدا و انتهای بازه، تعیین می2

f(a)  وf(b) کنیم.را مشخث می 

نیمم مطلق است )به شرط می ها،ترین آنها ماکزیمم مطلق و کوچکترین آنآمده، بزرگدستـ از بین مقادیر به3

 نیامده باشد.(دستبه limترین مقدار، جدی نباشد، یعنی صرفاً از یک ترین یا کوچککه این بزرگنآ

، فقط حد چپ b(، در مرز باز b ،a( یا )b ،a[ )یا ]b ،aی )نیمم مطلق در بازهبرای تعیین مقادیر ماکزیمم و می

ترین ترین یا کوچکآوریم. اگر به ازای حد در یکی از این نقاط، بزرگه دست می، فقط حد راست را بaو در مرز باز 

ترین( مقدار، ترین )یا کمنیمم مطلق( وجود نخواهد داشت. یعنی اگر بیشمقدار حاص شود، ماکزیمم مطلق )یا می

 باشد.نیمم( مطلق میآید، تابع فاقد ماکزیمم )یا میدستبه ازای مقادیر حدی به

آوریم. حالل دستتوانیم مرز باز را بسته فرض کرده و مقدار تابع را به ازای آن بهبه جای حدگیری میکنیم!  دقت

نیمم( مطلق خواهد بود، چون ترین( مقدار، در این مرز باز رخ دهد، تابع فاقد ماکزیمم )یا میترین )یا کماگر بیش

 ی موردنظر نیستند.این نقاط عضو بازه
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 منحنی به کمک مشتق دوم تابع بررسی تقعر

 کنیم:آورده و آن را تعیین علامت میدستبرای بررسی و تعیین تقعر منحنی، مشتق دوم تابع را به

در فواصلی که  f x 0  به طرف( باشد، جهت تقعر منحنی رو به بالا استy.)های مثبت 

 f x f  0 SwH ̄ IM ¾M »n ÍMIU o ÷ £U 

در فواصلی که  f x 0  به طرف( باشد، جهت تقعر منحنی رو به پایین استy.)های منفی 

 f x f  0 SwH ¸ÃÄIQ ¾M »n ÍMIU o ÷ £U 

ای که تقعر نمودار تابع رو به بالا است، کافی است از تابع دوبار مشتق گرفته و مشتق دوم پس برای تعیین فاصله

که تقعر نمودار تابع رو به پایین است، کافی است مشتق دوم تابع را  ایتابع مثبت قرار دهیم و برای تعیین فاصله

 شود.ی مورد نظر مشخص میهای حاصل، فاصلهمنفی قرار دهیم. از حل نامعادله

 گذارد.، تأثیری در مطالب مطرح شده در بالا نمیfتقعر صفر شدن تذکر: 

 ی عطف منحنینقطه

، خط x0ای به طول در آن نقطه پیوسته باشد، در نظر بگیریم. اگر در نقطه fرا که تابع   x0ل ای به طونطقه

 ای عطف تابعرا نقطه x0ای به طول مماسِ واحد قابل رسم باشد و تقعر منحنی در دو طرف آن عوض شود، نقطه

 ی عطف باشد، باید:، دارای نقطهx0ای به طول در نقطه fنامیم. بنابراین اگر تابع می

پیوسته باشد، یعنی  x0ـ تابع در 1   x x
Lim f x f x


 0
0

. 

قابل رسم باشد، یعنی  x0ـ خط مماس واحد در 2   f x f x
 
 0 0. 

 تغییر کند. x0در دو طرف  fعوش شود، یعنی علامت  x0ـ تقعر تابع در دو طرف 3
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ای از منحنی طهکند. پس اگر خط مماس بر منحنی در نقی عطف، خط مماس از نمودار تابع عبور میدر نقطه

 عبور کرد، قطعاً این نقطه عطف است.

ای تقعر منحنی عوض شود ولی در این نقطه، تابع پیوسته نباشد و یا خط مماسِ واحد اگر در نقطهدقت کنیم! 

 ی عطف نیست. به نمودارهای مقابل توجه کنیم:موجود نباشد، آن نقطه یک نقطه

 

 دوم تابع تعیین طول نقاط عطف منحنی به کمک مشتق

های ساده و گیریم. ریشهی تابع دو بار مشتق می، ابتدا از ضابطهy=f(x)برای تعیین طول نقاط عطف منحنی 

ی فرد صورت و مخرج مکرر مرتبه f xکند، مشروط بر ها تغییر می، که علامت مشتق دوم در دو طرفِ آن

 آیند.حساب میند و تابع در آن نقاط پیوسته باشد، طول نقاط عطف منحنی بهای تعریف تابع باشکه عضو دامنهآن

f
f

Dy D
 

  
 

0
0

joÎ Á ¾LUo¶ no§¶ IÄ ½jIw Á ¾zÄn

þõø

joÎ Á ¾LUo¶ no§¶ IÄ ½jIw Á ¾zÄn
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 یادماندنی:های مهم و بهنکته

ی فرد مخرج مشتق دوم )اگر های ساده و مکرر مرتبهی فرد است که ریشهـ تنها در توابع شامل رادیکال با فرجه1

ی فرد نیستند، برای تعیین باشد. پس در توابعی که شامل رادیکال با فرجهی عطف میطول نقطهباشد(،  fDعضو 

کنیم و با ی فرد صورت مشتق دوم تابع را مشخص میهای ساده و مکرر مرتبهطول نقاط عطف، فقط ریشه

 های مخرج مشتق دوم، هیچ کاری نداریم.ریشه

ی ، طول نقطهx0ای به طول باشند، نقطهی فرد نمیکه شامل رادیکال با فرجه ایـ اگر در توابع تک ضابطه2

xعطف معرفی شود، قطعاً مشتق دوم به ازای  x  شود.صفر می 0

تابع، ی مشتق اول ی عطف منحنی را در ضابطهی عطف، کافی است طول نقطهـ برای تشخیص نوع نقطه3

ی عطف صفر شود، عطف افقی است و اگر مشتق تابع در این نقطه، گذاری کنیم. اگر مشتق تابع در نقطهجای

 عددی متناهی )غیر از صفر( شود، عطف مایل بوده و اگر نامتناهی شود. عطف قائم خواهد بود.

ی سوم ی عطف تابع درجهـ طول نقطه4 f x ax bx cx d   3 صورت ، به2
bx a 3 باشد.می 

 
bf x ax bx cx d x a     3 2
3þõø

 

 ها است. به بیان دیگر، دارین:xی عطف افقی بر روی محور ی فرد هر تابعی، طول نقطهی مکرر مرتبهـ ریشه5

     
 

k

f x x x
f x x x xg x

k N
x x



 

 





2 1
0

0 0

0

SwH joÎ Á ¾LUo¶ no§¶ Á ¾zÄn
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افقی تابع است. به بیان دیگر،  ی عطفی زوج مشتق اول هر تابعی، طول نقطهی مضاعف و مکرر مرتبهـ ریشه6

ی ی زوج معادلهی مضاعف یا مکرر مرتبهریشه f x 0ی عطف افقی تابع ، طول نقطهf باشد.می 

 f x f x   00þøIñ¶ ÁIÀ ¾zÄn SwH ÍMIU Â£ÎH þõø Á ¾õ£º Ï¼ö 
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 نیمم نسبیآزمون مشتق دوم برای تعیین ماکزیمم و می

مفروض است. اگر y=f(x)تابع    f x f x  0 0 طول اکسترمم نسبی تابع  x0موجود و مخالف صفر باشد،  «0

f :است 

 

ـ اگر 1 f x 0  نیمم نسبی است.طول می x0باشد،  0

ـ اگر 2 f x 0  زیمم نسبی است.طول ماک x0باشد،  0

ی مشتق باشد )یعنی ی سادهریشه x0اگر دقیت کنیم!  f x 0 (، ولی تعیین علامت مشتق در دو طرف 0

x0 تعیین طول  کنیم. این هنر ماست که پس ازبه راحتی انجام نگیرد، از روش آزمون مشتق دوم استفاده می

ی اکسترمم نسبی، از چه روشی )آزمون مشتق اول یا آزمون مشتق دوم( نوع اکسترمم نسبی را مشخص نقطه

 .کنیم

 های نمودار توابعمحانب

را یک  Lمفروض است.  y=f(x)ی و به معادله xoyی واقع در صفحه Cمنحنی مسطح تعریف خط مجانب: 

 نامیم.می dرا  Lی قائم یک نقطه از این منحنی از خط فته و فاصلهدرنظرگر xoyی خط مستقیم واقع در صفحه

اگر 
y x
Lim Limd
 

 0 0IÄ  باشد، در این صورت خط مستقیمL  را یک مجانب منحنیC نامیم.می 

ی بیننقاط ، فاصلهیا هردو به  yیا  xنامیم، هرگاه با میل کردن می fرا مجانب منحنی  Lبه زبان ساده خط 

، بسیار به این خط یا هردو به  yیا  xبا میل کردن  fبه صفر میل کند. به عبارتی نمودار تابع  Lو  fمنحنی 

 نزدیک شود.
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 کنیم.ی قائم، افقی و مایل تقسیم میسه دسته ها را بهمجانب

 

نامیم، هرگاه می y=f(x) قائم منحنیرا مجانب  x=aخط قائم مجانب قائم:  x a
Limf x


  باشد. به عبارتی

آوریم، هرگاه حداقل یکی از حدهای چپ، راست یا به حساب می y=f(x)را مجانب قائم منحنی  x=aخط قائم 

 شود. یا  برابر  x=aدر  fی دوطرفه

 x a
Limf x f x a


 SwH Â¹d¹¶ ´GI¤ KºI \ ¶ ôi 

به  yبینیم که با میل کردن ها میاست. در تمامی این شکل fمجانب قائم منحنی  x=aهای زیر، خط در شکل

  یا  منحنیf  به خط قائمL:x=a شود.تر مینزدیک و نزدیک 
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xدر توابع زیر خط قائم  عنوان مثال،به 0 شود، چون؛مجانب قائم محسوب می 

 

 بررسی مجانب قائم تابع کسری

 که:های مخرج کاندیدهای مجانب قائم هستند. مشروط بر آندر توابع کسری، ریشه

 ورت نباشند(های صهای مخرج صورت را صفر نکنند )یعنی ریشهـ همسایگی ریشه1

 ی تعریف تابع باشد.طرفه( عضو دامنهـ این همسایگی )حتی همسایگی یک2

 پس برای تعیین مجانب قائم منحنی توابع کسری به نکات زیر به دقت توجه کنید:

ی ، اگر ریشهها را در صورت تابع قرار دهیمهای مخرج، باید آنآوردن ریشهدستدر توابع کسری همیشه بعد از به

آمده صفر شود(، حد تابع را در این دستی بهی صورت نیز باشد )یعنی صورت به ازای ریشهبع کسری، ریشهتا
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آوریم. این حد قطعاً ابهام میدستریشه به
0
دارد که باید از آن رفع ابهام کنیم. در صورتی که حد تابع در این  0

عنوان مثال آوریم. بهعنوان مجانب قائم منحنی به حساب میی مخرج را به( شود، ریشهریشه، نامتناهی )یعنی 

در تابع 
xy

x x



 

2

2
1

2 1
 مجانب قائم تابع است، چون داریم: =1x، خط قائم 

x x

xxLim Lim
x x 




 

2

21 1

11
2 1

  

 

x

x


 


2

1 2
1 Áke oÿÅ

 

ی بتواند از چپ، از راست یا از هر دوطرف به ریشه x ی تابع طوری باشد کهشرط دوم به این معنی است که دامنه

ی مخرجِ مخرج میل کند. برای بررسی این شرط، کافی است به این نکته توجه کنیم که اگر در همسایگی ریشه

 شود.ی زوج یا جلوی لگاریتم منفی شود، مجانب قائم محسوب نمیتابع کسری، عبارت زیر رادیکال با فرجه

 در اطراف خط مجانب قائم آن رسم نمودار تابع

است، حال برای رسم نمودار تابع در اطراف این خط،  y=f(x)مجانب قائم منحنی تابع  x=aفرض کنیم خط 

نزدیک شود، حد راست و حد چپ تابع  aتواند از دو سمت به از چه سمتی می xکنیم که متغیر ابتدا بررسی می

f  را درx=a بریم در همسایگی راست و همسایگی چپ این ن کار به راحتی پی میکنیم. با انجام ایمحاسبه می

 نهایتی باید رسم شود.ی بینقطه، چه شاخه
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  هایی فرد باشد، در اطراف مجانب قائم یکی از شکلی مخرج ساده یا مکرر مرتبهاگر ریشه: تذکر

جانب قائم یکی ی مخرج مضاعف یا مکرر مرتبه زوج باشد، در اطراف مرخ داده و اگر ریشه یا 

 دهد.رخ می یا   هایاز شکل

طرفه بوده و برای رسم نزدیک شود، منحنی تابع دارای مجانب قائم یک aتنها از یک سمت بتواند به  x ـ اگر2

کنیم. با انجام این کار به محاسبه می x=aرا در  fنمودار تابع در اطراف این خط، تنها حد راست یا حد چپ تابع 

 نهایتی باید رسم شود.ی بیی این نقطه، چه شاخهطرفهیم که در همسایگی یکبرراحتی پی می

های زیر نامیم، هرگاه حداقل یکی از حالتمی y=f(x)را مجانب افقی منحنی  y=bخط افقی ـ مجانب افقی: 2

 رخ دهد:

 

به کنیم. اگر جواب این حد نهایت تابع را محاسهای افقی، کافی است حد در بیبنابراین، برای پیدا کردن مجانب

 مجانب افقی تابع است. y=bباشد، خط افقی  bبرابر عدد حقیقی مشخصی به نام 
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 x
Limf x b y b


  SwH Â£ÎH KºI \ ¶ ôi 

عنوان مثال در تابع به 
xf x x





2 3
yخط  4  2  مجانب افقی تابع است، چون داریم x

Limf x


 2. 

 یادماندنی:های بهنکته

بتواند  xکران باشد تا ی تعریف تابع، حداقل از یک سمت بیـ برای وجود مجانب افقی، لازم است که دامنه1

 ها میل کند.نهایتحداقل به یکی از بی

 تواند داشته باشد.ـ هر تابع حداکثر دو خط مجانب افقی می2

 یادماندنی:های بهنکته

برای منحنی  f x mx h ax bx c    2  با شرطa0 دو خط به معادلات

by mx h a x a
 

    
 2 های تابع های منحنی هستند. در این حالت مجانبمجانبf  به دو صورت زیر

 است:

|m|ـ اگر 1 a نب مایل است.باشد، نمودار این تابع دارای یک مجانب افقی و یک مجا 

|m|ـ اگر 2 a .باشد، نمودار این تابع دارای دو مجانب مایل است 

اگرتذکر:  0 شود.ی تابع ساده شده و به صورت دو خط راست تبدیل میباشد، ضابطه 

برای منحنی  f x mx h ax bx ...    
3 3 ی خط به معادله 2

by mx h a x a
 

    
 

3
3 

 دارای یک مجانب مایل یا یک مجانب افقی است. fمجانب منحنی است. در این حالت تابع 

xای به طول در اطراف نقطه y=f(x)رسم نمودار تابع  x 0 

xای به طول در اطراف نقطه y=f(x)برای رسم نمودار تابع  x قادیر مشتق اول و دوم تابه را در این ، ابتدا م0

های قبلی آموختیم، از روی مقادیر کنیم. طبق مطالبی که در قسمتنقطه مشخص می f x و  0 f x و  0

 شود:ها، نتایج زیر حاصل میعلامت آن
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اگر حالت اول:  f x 0 بوده و تابع قطعاً در این نقطه مثبت  x0ای به طول مماس در نقطه باشد، شیب خط 0

صعودی است. حال با توجه به مقدار  f x  ، داریم:0

 

اگر حالت دوم:  f x 0 ، منفی و تابع قطعاً در این نقطه نزولی x0ای به طول باشد، شیب خط مماس در نقطه 0

است. حال با توجه به مقدار  f x  ، داریم:0

 

اگر حالت سوم:  f x 0 ، صفر بوده و خط مماس در این x0ای به طول باشد، شیب خط مماس در نقطه 0

با توجه به مقدار  نقطه افقی است. حال f x  ، داریم:0

 

 یادماندنی:های مهم و بهنکته

 باشد.ها میxی زوج هر تابعی، اکستمم نسبی بر روی محور ی مضاعف و مکرر مرتبهـ ریشه1
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 باشد.ها میxی فرد هر تابعی، عطف افقی بر روی محور ی مکرر مرتبهـ ریشه2

 ی زوج مشتق اول هر تابعی، عطف افقی است.مکرر مرتبه ـ ریشه ی مضاعف و3

 

 ی شامل پارامتر مجهولتحلیل نمودار تابع رسم شده

برای بررسی نمودار تابعی که شامل پارامتر یا پارامترهای مجهول بوده ولی نمودار آن یا قسمتی از نمودار رسم 

 کنیم:شده است، به موارد زیر دقت می

 )قائم، افقی و مایل( در صورتی که نمودار رسم شده، شامل خط مجانب باشد. های تابعـ مجانب1

 ها.yها و محور xـ نقاط تلافی نمودار تابع با محور 2

 ـ طول یا عرض نقاط اکسترمم نسبی و عطف تابع.3

 های ممهم و کاربردی:یادآوری

ی مخرج فی است طول مجانب قائم را ریشهی مجانب قائم تابه کسری معلوم باشد، کااگر در توابع کسری، معادلهـ 

 قرار دهیم.

 نهایت تابع برابر با عرض داده شده است.گیریم که حد در بیاگر مجانب افقی تابع معلوم باشد، نتیجه میـ 

گیریم باشد، نتیجه می معلوم یا  های نیمم یا ماکزیمم نسبی به شکلشده، طول میاگر در نمودار رسمـ 

نیمم یا ماکزیمم ی مشتق اول تابع است. به عبارتی مشتق اول تابع به ازای طول میی سادهکه این طول، ریشه

 شود.نسبی تابع، صفر می

معلوم باشد، کافی است به  یا  هاینیمم یا ماکزیمم نسبی به شکلـ اگر در نمودار رسم شده، عرض می

ی تقاطع حاصل، نیمم یا ماکزیمم نسبی داده شده را جایگزین کرده و در معادلهی تابع، عرض میدر ضابطه yجای 

 ی مضاعف را اعمال نماییم.شرط ریشه

ی تابع ختصات این نقطه در ضابطهگیریم که مای اکسترمم نسبی تابع معلوم باشد، نتیجه میـ اگر مختصات نقطه

 کند.صدق می

 ی مشتق دوم تابع است.ی سادهگیریم که این طول، ریشهی عطف تابع معلوم باشد، نتیجه میـ اگر طول نقطه
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yی سوم رسم نمودار تابع درجه ax bx cx d   3 2 

yی سوم برای رسم نمودار تابع درجه ax bx cx d   3 ( و مقدار x3)ضریب  aافی است تنها علامت ، ک2

:ی مشتق تابع را مشخص کنیم. داریم 

y ax bx cx d y ax bx c y ax b           3 2 23 2 6 2 

 

 یادماندنی:های بهنکته

باشد، منحنی  a0شود و اگر ی اول ختم میناحیهی سوم شروه شده و به باشد، منحنی تابه از ناحیه a0ـ اگر 1

باشد، ابتدا تقعر منحنی رو  a0شود. از طرفی اگر ی چهارم ختم میی دوم شروع شده و به ناحیهتابع از ناحیه

 باشد.باشد،ابتدا تقعر رو به بالا بوده و سپس رو به پایین می a0به پایین بوده و سپس رو به بالا است و اگر 

Iای به طول ـ نقطه2
bx a 3ی عطف و مرکز تقارن منحنی است.، نقطه 

yتر از صفر باشد ی مشتق بزرگـ در صورتی که 3   Maxمتمایز داشته و تابع دارای  یی سادهدو ریشه 0

ی عطف کند، از نقطهنسبی است. در این حالت خطی که نقاط اکسترمم نسبی را به هم متصل می minنسبی و 

 نسبی قرار دارد. پس داریم: minنسبی و  Maxخط و اصل نقاط ی عطف در وسط پارهگذرد. نقطهمی
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Max min I

Max min I

x x x
y y y

 

 

2
2

 

 گذرد.ی عطف نیز میتابع بگذرد، قطعاً از نقطه minو  Maxط ز نقاهر خطی که اتذکر: 

ی شکل مقابل نمودار تابع با ضابطه f x x ax bx   3  تواند باشد؟( کدام میb ،aاست. دوتایی ) 2

1) (0 ،1-         )2( )1- ،0        )3( )1 ،0        )4( )0 ،1) 

 

 (2پاسخ: گزینه )

ی سوم بریم که در تابع درجهار رسم شده، به راحتی پی میباتوجه به نمود f x x ax bx   3 ، طول 2

Ixی عطف منحنی برابر نقطه  yی سوم دانیم در تابع درجهاست. می 0 ax bx cx d   3 ، طول نقطه 2

Iعطف منحنی برابر با 
bx a 3 ،پس داریم: است 

 
 I

a ax a f x x bx         


30 033 1
þõø Á ¾õ£º Ï¼ö 

، منفی قرار دهیم. x=0ی عطف، منفی است. پس باید مشتق تابع را به ازای از طرفی شیب خط مماس در نقطه

 داریم:

 m f x bx b     20 3 0 0
tIµ¶

 

 باشد.می =b-1برابر با  bمقدار ( درست بوده و 2ی )باشد، تنها گزینهمی b0و  =0aکه با توجه به این

www.konkur.in

Telegram: @konkur_in



ی مشتق تابع را همواره منفی توانیم منفی قرار دهیم، می =0xکه مشتق تابع را به ازای به جای اینتذکر: 

 درنظر بگیریم. با انجام این کار نمودار تابع همواره اکیداً نزولی خواهد بود. داریم:

 b b b       20 4 3 12 0 0¢Tz¶ Á 

رسم نمودار تابع هموگرافیک 
ax by cx d





 

ی تابع با ضابطه
ax by cx d





cبا شرط   ad bc  0  ، یک تابع هموگرافیک است.«0

adاگر تذکر:  bc 0  باشد، تابع تبدیل به خط راست موازی محورxی شود که ازای ریشهها )تابع ثابت( می

 باشد.مخرج توخالی است. در این حالت، تابع هم صعودی و هم نزولی می

شود. در این حالت، تابع یا اکیداً صعودی است دار میباشد، تابع تبدیل به یک خط راست شیب c=0اگر : 2تذکر 

 و یا اکیداً نزولی.

 

ی تابع هموگرافیک دارای یک مجانب قائم به معادله ـ
dx c  Zoh¶ Á ¾zÄn  ی و یک مجانب افقی به معادله

x ay x c 
Rn¼Å KÄoò

Zoh¶ KÄoò

 باشد.می 
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ی باشد. بنابراین نقطهمحل برخورد مجانب قائم و افقی تابع هموگرافیک، مرکز تقارن میـ 
d a,c c

 
  
 

، مرکز 

 شود.تقارن تابع هموگرافیک محسوب می

است. این دو محور تقارن، هر دو از مرکز تقارن  1فیک دارای دو محور تقارن عمود بر هم با شیب ـ تابع هموگرا

 گذرد.این تابع می

adـ اگر  bc 0 ی صعودی و اگر باشد، تابع هموگرافیک دارای دو شاخهad bc 0 افیک باشد، تابع هموگر

 ی تعریفش، غیریکنواخت است.ی نزولی است. تابع هموگرافیک، در کل دامنهدارای دو شاخه

 ی اکسترمم نسبی و عطف ندارد.ـ این تابع نقطه

Axی ـ منحنی به معادله By Cxy D   0 .یک تابع هموگرافیک است 

 یادماندنی:ی بهنکته

ای قرار گیرد، در این فاصله تابع کسری نه صعودی است وطرفه در فاصلهدر توابع کسری، اگر طول مجانب قائم د

 و نه نزولی.

ی صعودی یا نزولی )یکنوا( باشد، قطعاً این فاصله شامل مجانب قائم منحنی بنابراین، اگر تابع کسری در فاصله

 نیست.

 .دهدهای مخرج، معمولاً مجانب قائم رخ میدر توابع کسری به ازای ریشهتذکر: 

کنیم تابع اگر مشتق تابع کسری همواره مثبت یا همواره منفی باشد ولی این تابع دارای مجانب قائم باشد، ادعا می

 باشد.های نزولی است و در کل غیریکنوا میهای صعودی یا شاخهدارای شاخه

 کنیم. داریم:برای بررسی یکنوایی تابع هموگرافیک، به ترتیب زیر عمل میی مهم: نکته
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adبنابراین اگر  bc 0 ی صعودی و اگر باشد، تابع هموگرافیک دارای دو شاخهad bc 0  باشد، تابع

 هموگرافیک دارای دو شاخه نزولی است.

 یادماندنی:های مهم و بهنکته

ن تابع دارای مجانب قائم است.( پس اگر تابع باشد )چون ایی تعریفش غیر یکنوا میـ تابع هموگرافیک در دامنه1

 باشد.ی مخرج( نمیای یکنوا معرفی شود، قطعاً این بازه شامل طول مجانب قائم )ریشههموگرافیک در بازه

ها تابع هموگرافیک ـ اگر در حل تست2
ax by cx d





adیکنوا معرفی شود، قطعاً   bc 0  .چون اگر است

ad bc 0 شود که هم صعودی و هم نزولی خواهد بود.باشد، تابع هموگرافیک تبدیل به خط ثابت افقی می 

 نمودار توابع مثلثاتی به صورت زیر است:نکته: 
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باشد. بنابراین، تاب فوق دارای فواصلی که شامل های نزولی میو تنها دارای شاخه نمودار تابع فوق غیریکنواستـ 1

xهای قائم خود )یعنی مجانب k .نباشد، نزولی است ) 

باشد. بنابراین، تابع فوق در فواصلی که شام های صعودی میو تنها دارای شاخه ـ نمودار تابع فوق غیریکنواست2

xهای قائم خود )یعنی مجانب k 
   ( نباشد، صعودی است.2

 

 یادماندنی:ی بهنکته

صورت در توابعی به     
kk N y x x xg x  

2
و  0 g x 0 xی ، نقطه0 x طول اکسترمم نسبی  0

باشد. برای ی اکسترمم نسبی تابع میی زوج تابع، طول نقطهی مضاعف یا مکرر مرتبهاست. به عبارتی دیگر، ریشه

 تشخیص نوع اکسترمم نسبی کافی است به این نکته دقت کنیم که:

ـ اگر 1 g x 0 x، باشد 0 x  نسبی است. minطول  0
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ـ اگر 2 g x 0 xباشد،  0 x  نسبی است. Maxطول 0

عنوان مثال در تابع به
   x x

y
x

 


4 2

3

1 4
ی چهارم تابع است. ی مکرر مرتبهریشه =1xای به طول نقطه، 

ی اکسترمم نسبی تابع خواهد بود. برای تشخیص نوع ، طول نقطهx=1ای به طول ق، نقطهبنابراین، در تابع فو

اکسترمم نسبی، عبارت  x  کنیم: داریم:گذاری میرا در مابقی جملات، جای =1xرا کنار گذاشته و  41

   
 

 

 

 

x

g x

x x x
y x x

x x

g ,x





  
   


     

4 2 2
4 1

3 3

2

3

1 4 4
1

1 41 3 0 1
1

Á ¾õ£º Ï¼ö
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ای به دانیم اگربخواهیم در نقطهبه شکل عوامل ضرب باشد. میفرض کنیم تابعی ی مطرح شده: اثبات نکته

صفر شود، کافی است از عامل صفر شونده مشتق گرفته و  x0از تابع مشتق بگیریم و یکی از عوامل در  x0طول 

جا نیز اگر بخواهیم در مابقی عوامل ضرب کنیم. در این f x را محسابه کنیم، کافی است از عامل  0 
kx x 2

0 

 مشتق گرفته و در مابقی عوامل ضرب کنیم. یعنی: 

     
kf x k x x x g x




  

2 1
0 0 02

®¶H¼ø Â£MI¶

joÎ

oÿÅ ®¶Iø ¢Tz¶

 

و مشتق تابع در اطراف آن  ی فرد مشتق تابع بودهی ساده یا مکرر مرتبهریشه x0کنیم طور که مشاهده میهمان

 دهد. بنابراین، طول اکسترمم نسبی تابع خواهد بود.تغییر علامت می

ی مضاعف باشند، معادله ریشه 1برابر با  Cosیا  Sinدر حل معادلات مثلثاتی اگر یادماندنی: ی بهنکته

 ی ساده دارد.اشته و در غیر این صورت معادله یا ریشه ندارد یا ریشهد

ی فرد ی بحرانی تابعی )که شامل رادیکال با فرجه، طول نقطهx0ای به طول اگر نقطهیادماندنی: ی بهنکته

xنباشد( معرفی شود، قطعاً مشتق اول این تابع، به ازای  x  شود.صفر می 0
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ی ها را در محدودهای، ابتدا نقاط بحرانی هر یک از ضابطهبرای تعیین نقاط بحرانی توابع چندضابطهنکته: 

پردازیم، نقاط مرزی در سه حالت کنیم. سپس به بررسی بحرانی بودن نقاط مرزی میشان تعیین میتعریف

 شوند:محسوب می

 ته باشد.ـ تابع در نقاط مرزی ناپیوس1

 های راست و چپ نابرابر باشد.ـ تابع در نقاط مرزی دارای مشتق2

 ـ مشتق راست و چپ تابع در نقاط مرزی، هر دو برابر صفر باشند.3

، طول نقاط f(x)=0ی های معادلههای عبارت داخل قدرمطلق، یعنی ریشهی ریشه، همه|y=|f(x)در تابع نکته: 

های عبارت داخل قدرمطلق همواره طول نقاط ی در توابع شامل قدرمطلق، ریشهطور کلبحرانی تابع هستند. به

 شوند.بحرانی تابع محسوب می

نیمم مطلق این تابع، کافی [ باشد، برای تعیین مقادیر ماکزیمم و میa ،-aی ]بازه fی تعریف تابع اگر دامنهنکته: 

ترین مقدار ترین و کمداده و ساده نماییم. سپس بیشرا تشکیل  f(a cos x)یا  f(a sin x)ی است ابتدا ضابطه

 معرفی کنیم. f(x)نیمم مطلق تابع عنوان ماکزیمم مطلق و میتابع حاصل را به

asinهای نیمم مطلق عبارتبرای تعیین ماکزیمم و مییادماندنی: ی بهنکته bsin c 2  و

acos bcos c 2 باید به جای ،sin  وcos و  1، -1، مقادیر
b
a2 که را مشروط بر آن

b
a  1 ها، مقدار ترین آنآمده، مقدار ماکزیمم مطلق، و کوچکدستترین مقدار بهباشد، قرار دهیم. بزرگ 12

 نیمم مطلق است.می

cosی بالا، باید برای استفاده از نکته: تذکر sin     1 1 1  باشد.  «1

 یادماندنی: ی مهم و بهنکته

a b asin bcos a b     2 2 2 2 

بنابراین در تابع  f x asin bcos :داریم ، 

Max miny a b y a b    2 2 2 2
¢ ± õ¶ ¢ ± õ¶

» 
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تابع هموگرافیک نکته: 
ax by cx d





 باشد )به نمودار تابع هموگرافیک توجه کنیم.(ی عطف نمیای نقطه، دار

نکته: اگر مبدأ مختصات مرکز تقارن تابعی غیرخطی باشد و نمودار تابع از مبدأ مختصات عبور کند )یعنی مبدأ 

 هد بود.خوا fای عطف نمودار تابع پذیر مختصات، نقطهباشد.( و تابع در مبدأ مشتق fای از تابع  مختصات نقطه

صورت در تابع بهنکته:      
nkx a,f x x a .g x

  
2 12 ی فرد عبارت زیر ی ساده یا مکرر مرتبه)ریشه 1

ی عطف قائم منحنی است. رادیکال( طول نقطه n k n,k N   2 1 2 1» 

منحنی  ی بازگشت )اکسترمم نسبی(ی زوج عبارت زیر رادیکال، طول نقطهس مضاعف و مکرر مرتبهریشهتذکر: 

 تر از فرجه باشد.ی ریشه، کماست. البته باید مرتبه

 

تک ی مخرج تکصورت مجموع چندین کسر باشد، ابتدا ریشهی تابعی بهاگر ضابطهیادماندنی: ی مهم و بهنکته

 عنوان مجانب قائم منحنی معرفی شوند، باید:ها بهآوریم. برای آن که این ریشهمیدستکسرها را به

ی کسرها را ی مخرجِ کسری، صورت بقیهی مخرج هر کسر، صورت خودش را مصفر نکند. البته اگر ریشهریشه ـ1

 صفر کرد، مهم نیست و باز هم شرط اول برقرار است.

ی تعریف ی تعریف تابع باشد. چون برای تعیین دامنههای مخرج تمامی کسرها، باید عضو دامنههمسایگی ریشهـ 2

ی زوج را هایی با فرجهها، باید عبارت زیر رادیکالتک این ریشهکنیم، لذا همسایگی تکوجه میبه کل کسرها ت

 در هر کسری که قرار دارند، منفی نکنند.
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ی زوج )یا عنوان مثال رادیکال با فرجهی آن بهی تابع تنها به شکل کسری باشد و در ضابطهاگر ضابطه: 1تذکر 

تابه را محدودتر کند( مشاهده نکردیم، شر دوم قطعاً برقرار است و احتیاجی به کنترل ی تعریف هر تابعی که دامنه

 باشد.آن نمی

عنوان آوریم. بهدستها بههای مشترک دو یا چند کسر، الزاماً باید حد تابع را در این ریشهدر مورد ریشه: 2تذکر 

مثال، تابع 
xy xx x


  2 2
1 1 1

ی مخرج، هیچ صورتی را صفر که ریشهرغم ایند )علیمجانب ندار =0x، در 

 کنیم:محاسبه می x=0کند.( برای اثابت این موضوع حد این تابع را در نمی

 
x x x x

x xxLimy Lim Lim Limxx x x x



   

   
       

 
2 2 2 20 0 0 0

1 11 1 1 0 0

¢ ± õ¶ oÿÅ

¢ ± õ¶ oÿÅ

Áke oÿÅ

 

 شود.مجانب قائم محسوب نمی x=0کنیم حد فوق نامتناهی نیست، پس طور که مشاهده میهمان

ای یا مثلثاتی هستند، شان به شکل چندجملهتوابع کسری که صورت و مخرجدر یادماندنی: ی مهم و بهنکته

ی مخرج است. به عبارتی به ازای ریشه x=aعنوان مجانب قائم منحنی معرفی شد، قطعاً به x=aاگر خط قائم 

x=aشود.، قطعاً مخرج کسر صفر می 

ی ی دوم با ضابطهدر هر تابع درجهیادآوری:  f x ax bx c  2 صورت مختصات رأس سهمی به

b b,fa a
  
   

  2  است. 2

قطع کند، چون  Bو  Aی هر خطی که از مرکز تقارن تابع هموگرافیک گذشته و نمودار تابع را در دو نقطهنکته: 

A  وB ی ی وسط دو نقطهاند، پس نقطهنسبت به مرکز تقارن قرینهA  وBباشد.، مرکز تقارن می 

 

www.konkur.in

Telegram: @konkur_in



www.konkur.in

Telegram: @konkur_in


