
 

 

 

 67: تعداد سوال     10تعداد صفحه:  دوره دوم متوسطه یازدهمپایه:  2هندسه  درس:  شبه نهاییسوالات 

 1403ماه سال خرداد دانش آموزان روزانه سراسر کشور در نوبت  ریاضی و فیزیک رشته: 

 

 استفاده از ماشین حساب ساده بلامانع است.   ردیف

 جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید .  1

 ، ......... است. گذرد  می  دایره مرکز  از   که   دایره  از   وتری الف(  

 باشد.  آن مماس  های ضلع  همه بر که   باشد ای دایره  اگر   فقط  و اگر  گوییم   می   .……… را  ضلعی  چند ب(  

 اندازة  با است برابر  ضلع   به آن  رو  روبه  زاویة  سینوس   به   ضلع   هر  اندازة نسبت الزاویه، قائم  مثلث   هر   در   پ(

 .مثلث  محیطی  دایرة ............  

OOگر دو دایره ت( ا d,C (O ,R ),C(O,R)   =   باشند دو دایره متقاطعند اگر........................... 

 را ................ .    خط  شیب   بازتاب   کلی،  حالت   در   (ث

 اگر فاصله ی یک خط از مرکز دایره ............... شعاع دایره باشد آنگاه خط ودایره دو نقطه اشتراک دارند ج(  

 تعداد نقاط ثابت در هر بازتاب...................... است    (چ

 می نامند.  ......دایرهاست    محدود   دایره   آن  و  دایره  شعاع  دو به که را،  دایره روی  و درون  از   ای  ناحیه د( 

اگر فاصله ی یک خط از مرکز دایره برابر شعاع دایره باشد آنگاه خط ودایره .............نقطه اشتراک دارند ذ(  

 یعنی .................

 .اگر دایره ای بر تمام اضلاع یک چند ضلعی مماس باشد دراین صورت دایره را دایره ی  ..................می نامیم  ر(  

 تبدیل یافته ی یک شکل را ، ...................... آن می نامیم.  ز(  

 تبدیل هایی که طول پاره خط را حفظ می کنند ، تبدیلات ................. نامیده می شوند.  س(  

 در هر بازتاب تبدیل یافته یک مثلث، یک ......... است  که با مثلث اولیه ............... است.  ش(  

 در تبدیل طولپا ، تبدیل یافته ی هر زاویه ، زاویه ای ................................ آن است. ک(

 یک خط و یک دایره ............ اگر و تنها اگر خط در نقطه تماس بر شعاع ............. باشد.   (گ

 :   kو نسبت  O(در تجانس به مرکز  ل

 اگر ................ تجانس را ، تجانس مستقیم و اگر ..................... تجاس را معکوس می نامیم.  

 را انبساط می نامیم. اگر ..........تصویر شکل کوچکتر می  شود و آنرا انقباض و اگر............ تصویر بزرگتر و آنن(  

 درستی یا نادرستی عبارتهای زیر را مشخص کنید. 2

 الف( مستطیل هم محاطی و هم محیطی است. 

 است.  هامرکز دایره محاطی مثلث محل همراسی عمودمنصف    ب(

 بازتاب جهت شکل را حفظ می کند.   ج(

 د( تبدیل همانی طولپاست. 

 رادیان است.  درجه برابر   45و زاویه  4ه( طول کمان دایره ای به شعاع 

 و( هفت ضلعی منتظم هم محاطی و هم محیطی است.  
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ABC    (Aدر هر مثلث قائم الزوایهز(   = 90)
a

AH h=،    همواره
a

h b c
= +2 2 2

1 1 1
 درست است.   

 ستند. هح( دو شکل متشابه متجانس 

 است.  8، مماس خارج برابر  8و    2خ( طول مماس مشترک خارجی دو دایره به شعاع های  

 پاسخ کوتاه دهید.  3

 الف( در چه شرایطی تجانس همانی است؟ 

 ب( مساحت هر شکل با مساحت مجانس آن چه رابطه ای دارند؟ 

 پ( هرون به کمک کدام تبدیل دستور پیدا کردن کوتاه ترین مسیر را ارائه داد؟ 

 ت( آیا در تجانس مستقیم جهت شکل حفظ می شود؟  

 در هر تبدیل نقطه ای را که تبدیل یافته آن بر خود آن نقطه منطبق می شود چه می نامند؟ ث(  

 ( ترکیب دو بازتاب که محورهای بازتاب متقاطع باشند چه تبدیلی است؟ ج

 قائمه باشد،رابطه کسینوس ها به چه قضیه ای تبدیل می شود؟   A( در حالی که که زاویه  چ

 ؟نیمرا رسم ک  ABرا داشته باشیم، چگونه می توانیم قطر عمود بر وتر   ABح( اگر نقاط وسط وتر و کمان 

 گزینه صحیح را انتخاب کنید. 4

 کدام است؟   ABاست طول وتر   6از مرکز دایره برابر   AB، فاصله وتر  10الف( در دایره ای به شعاع  

1  )10                  2)12                3)16                  4)8 

 کدام یک از تبدیل های زیر نمی تواند نقاط ثابت داشته باشد؟   ب(

 ( نقاط روی خط بازتاب 4( تجانس غیر همانی   3( دوران غیر همانی        2( انتقال غیر همانی        1

 انتقال -تجانس-دوران  – بازتاب           (درچند مورد از تبدیلات زیر مساحت شکل حفظ نمی شود؟پ

1  )1                  2)2                3)3                    4 )4 

 کدام است؟   13و14و15(مساحت مثلثی به اضلاع  ت

1  )80                  2  )81                3   )83               4 ) 84 

 با کدام یک از دسته اعداد زیر می توان مثلثی با زاویه باز کشید؟ ث(  

 17و 15و   8(4                     6و  10و  8(  3               9و  4و   8(2           9و    6و  10(1

sinAsinBداشته باشیم      ABCدر مثلث اگرج(   ab=2    شعاع دایره محیطی چقدر است ؟ 

1  )
2
2

                         2   )2                      3  )
1
2

                    4 )
2
4

 

T(B)اگر   .مفروض است  Tو تبدیل انتقال   ABپاره خط  چ(   B ,T(A) A = باشد آنگاه چهار ضلعی   =

ABB A    کدام است؟ 

 (کایت 4(ذوزنقه متساوی الساقین          3(متوازی الاضلاع               2(مستطیل                  1

A  را  d1تحت محور   ABCتصویربازتاب مثلث  اگرح( B C      و سپس تصویر بازتاب مثلث نامیدهA B C    

Aرا d2را تحت محور  B C     و فاصله ی دوخط موازی بنامیمd , d2 واحد باشد دراین صورت  10برابر   1

Aمثلث  B C    تصویر مثلثABC   تحت چه تبدیلی و طولAA   کدام است؟ 

AA(  بازتاب و 1 = AA( بازتاب و 2   10 = AA( انتقال و 3  20 = AA( انتقال و 4   10 = 20 
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,C(Oخارج دایره    Aزاویه بین دو مماس رسم شده از نقطه  خ(  OAاست طول پاره خط    60برابر  10(

 ؟ برابرکدام است

1  )20                              2 )10 3                      3  )10                       4 )5    

5 
 :در شکل زیر ثابت کنید 

1
2

( )DAE BC DE= + 

 

6 
قضیه: ثابت کنید اندازه هر زاویه ظلی برابر نصف کمان روبه رو است. 

2
AB

BAC = 

 

AOBرا تعیین کنید.   AB و طول وتر  AB و طول کمان      AOBدر دایره زیر مساحت قطاع 7 = 120 

 
MAقطع کنند، آنگاه   Mثابت کنید اگر امتداد وترهای و همدیگر را در نقطه  8 MA MB MB  =  
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,C(Oدو دایره  9 ) ,C (O , ) 3  .مماس بیرون هستند  3

)Oاگر مختصات مرکز های دو دایره  نقاط  , ) , O (m , )− −3 2 1  را تعیین کنید.mباشند مقدار   2

روی یک خط راست قرار دارند. M و   I،A یک متوازی الاضلاع است و نقاط  DIANدر شکل زیر چهارضلعی   10

DMثابت کنید :  DI= 

 

 

 محاط شده باشد .   Rمساحت  مثلث متساوی الاضلاعی را بدست آورید که در دایره به شعاع 11

 قضیه:ثابت کنید یک چهارضلعی محاطی است، اگر و فقط اگر دو زاویه مقابل آن مکمل باشند. 12

یک چهارضلعی محیطی است اگر وفقط اگر مجموع اندازه های دوضلع مقابل برابر مجموع اندازه های دو قضیه:   13

 ضلع مقابل دیگر باشند.

 محاطی است اگر و تنها اگر متساوی الساقین باشد.ثابت کنید یک ذوزنقه   14

 باشد.  6و   3،    2شعاع دایره محاطی داخلی مثلثی را بیابید که شعاع سه دایره محاطی خارجی آن   15

 را بیابید.   x  y ,در هر شکل مقدار   16

 
ذوزنقه برابر است با میانگین حسابی دو یک ذوزنقه هم محیطی و هم محاطی است. ثابت کنید مساحت این  17

 قاعده آن ضرب در میانگین هندسی آن ها.

ثابت کنید در هر مثلث نیمساز هر زاویه و عمود منصف ضلع مقابل آن زاویه در نقطه ای روی دایره محیطی   18

 مثلث یکدیگر را قطع می کنند. 
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19 

 برابر نصف کمان روبروی آن است .ثابت کنید در شکل زیراندازه ی زاویه محاطی 

  

 

 

 هم اندازه هستند.    FHو  EG در شکل مقابل کمان های 20

 را رسم کنید. EH و پاره خط    GHو  EFالف( وتر های

 نسبت به هم چگونه اند؟ چرا؟   EHGو  FEHب( زوایای 

 نسبت به هم چگونه اند؟ چرا؟    GHو    EFپ( وتر های

 

و p2و محیط برابر     𝑺در هر مثلث اگر مساحت برابر  21
a

r  شعاع دایره محاطی

.خارجی باشد ثابت کنید
a

S
r

P a
=

−
  

 

 مترمربع   سانتی  36محدودآن ها   ناحیه   مساحت   و متر  سانتی  2  درونی  دایره مماس دو المرکزین  خط   طول 22

 .آورید دست  به   را   دایره  دو  های شعاع  طول .  است

مماس و قاطعی نسبت به دایره رسم کنیم، مربع اندازه مماس برابر   Mنقطه ای بیرون دایره باشد و از  Mهرگاه   23

 .است با حاصل ضرب اندازه های دو قطعه قاطع

 را بدست آورید.   و    در شکل مقابل اندازه ی 24

 

 

از دایره بزرگتر بر هم عمودند. اگر   CDو    ABدر شکل مقابل دو دایره مماس درون و دو قطر  25

16 10,AM ND=  ، نسبت مساحت دایره کوچکتر به مساحت دایره بزرگتر چقدر است؟   =
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 رسم خط مماس بر دایره ای از نقطه ای خارج دایره را با رسم شکل توضیح دهید.  26

,) با توجه به شکل های زیر 27 ,BC a AC b AB c= =  ثابت کنید:   (=

,AM AN P a AT AT P= = − = =
 

 

 ثابت کنید طول مماس مشترک خارجی دو دایره از رابطه زیر به دست می آید.   28

2 2
( )TT d R R = − − 

 

 
CDدر دایره زیر  29 AB  اندازه کمان ،CD  .را به دست آورید 
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MAدر شکل زیر  30 R=   3است. ثابت کنید =. 

 
31 

dدر شکل مقابل دو خط  , d2 Aیکدیگر راقطع کرده اند . مثلث    با زاویه    1 B C   بازتاب مثلث

ABC  نسبت به خطd1   است . مثلثA B C   بازتاب مثلثA B C     نسبت به خطd2  . است 

AOAالف( نشان دهید    = 2. 

Aب( با چه تبدیلی می توان مثلث  B C     را تصویر مثلثABC  دانست؟ چه نتیجه ای می گیرید؟ 

 
 قضیه : در هر بازتاب ، اندازه ی هر پاره خط و اندازه ی تصویر آن با هم برابرند.  32

 .فقط دو حالت زیر را ثابت کنید

 ت.پاره خط با محور بازتاب نه موازی و نه متقاطع اس   -2فقط نقطه انتهایی پاره خط روی محور بازتاب است    -1

33 
 ، تبدیل طولپاست .  𝑣⃗موازی نباشد ، نشان دهید انتقال تحت بردار   𝑣⃗با بردار  ABاگر پاره خط  

Aنقطه ی  34   تصویر نقطه یA    در بازتاب نسبت به خطL    . اگر   استAA = و   Lروی خط     Oو نقطه ی  16

OA=10  فاصله ی نقطه ی    ٬باشدA   از خطOA  ؟ چقدر است 

35 
k در تجانس با نسبت  ) که نه روی راس قرار دارد و نه روی اضلاع زاویه ( نشان دهید   Oمرکز تجانس   0

 تجانس زاویه بین خطوط را حفظ می کند .  

Aفرض کنید پاره خط  36 B      در تجانس به مرکز دایرهO    روی پاره خط(AB  قرار دارد.k  k  و    0  0   )

 نشان دهید. 

A B
k

AB

 
= 
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 ABکند.) حالتی را ثابت کنید که مرکز تجانس روی خط   ثابت کنید تجانس شیب خط را حفظ میقضیه:   37

kنباشد  0 ) 

3  به فاصله 𝑨فاصله نقطه  38   نقطه  𝒅راتحت بازتاب نسبت به خط    𝑨قرار دارد و تصویر نقطه      𝒅از خط   3

𝑨′    می نامیم و سپس نقطه𝑨    را حول نقطه𝑨′   دوران می دهیم طول  60به اندازه𝑨𝑨′′   را تعیین کنید.)رسم

 شکل دقیق( 

 مطابق شکل زیر حصارکشی شده است.   ABCDEFدور زمین 39

 الف( با رسم شکل نشان دهید چگونه می توانیم بدون کم وزیاد کردن حصارها مساحت زمین را افزایش دهیم؟ 

  ب(میزان افزایش مساحت را تعیین کنید.

 

 با هم برابرند.قضیه: با توجه به شکل زیر نشان دهید:در هر دوران اندازه هر پاره خط و تصویر آن  40

  (O  مرکز دوران و  ).زاویه دوران است  

 

 

2یک مربع را در تجانسی با نسبت تجانس  41
3

و به مرکز محلی تلاقی قطرها تصویر کرده ایم. اگر مساحت بین   

 بیابید.باشد، محیط مربع اولیه را   5مربع و تصویرش 

سانتی متر رسم کنید که   4زیر را در نظر بگیرید. پاره خطی به طول    و  lو   lو lسه خط دو به دونا موازی  42

 باشد.  lو موازی   lو  lدو سر آن روی 

  

را   M مطابق شکل مشخص است. اسکله  B و  Aاسکله    2اسکله بسازیم. جای   3می خواهیم کنار رودخانه ها،   43

کوتاه ترین مسیر را طی  MABMدر چه نقطه ای از ساحل رودخانه بسازیم که قایق ها هنگام طی مسیر  

 کنند؟ 
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بسازیم   Bبه   Aمی خواهیم جاده ای از   مطابق شکل در یک طرف رودخانه ای واقع اند.  Bو   Aدو شهر  44

کیلومتر از این جاده در ساحل رودخانه ساخته شود روی شکل محل جاده  ساحلی را مشخص    4بطوری که  

 طوری که مسیر بدست آمده کوتاهترین مسیر باشد.ه  کنید ب 

 
 داشت؟   تبدیل   ثابت   نقاط توان   می آیا  زیر،   های   تبدیل  از یک  هر  در که  دهید   توضیح  45

 :همانی  غیر   انتقال (1

 :همانی  غیر   دوران  (2

 :همانی  غیر   تجانس  (3

 شرط اینکه تجانس طولپا شود چیست؟ الف(   46

Aب( اگر مثلث B C      مجانس مثلثABC  باشد، مرکز تجانس را چگونه می توان پیدا کرد؟ 

   AA باشد. نشان دهید عمود منصف    و زاویه  Oدر دوران به مرکز   Aدوران یافته ی نقطه ی     Aاگرپ(  

 ذرد؟ گ می    Oاز نقطه  

 خط را حفظ کند، چیست؟شرط اینکه بازتاب شیب  ت(  

 آیا تجانس طولپا است؟ چرا؟ ث(  

 ج( به چه تبدیل هایی همانی می گوییم؟ 

47  

ABC 90Aمثلث دلخواه    و دایره محیطی آن به مرکز )O  .را در نظر بگیرید 

 

 چرا با هم برابرند؟     Dو   Cزاویه های (  1

 قائم الزاویه است؟   Aدر راس  ABDچرا مثلث  (  2

 با توجه به دو قسمت قبل جاهای خالی را پر کنید:  (  3

2
2 2

sin sin
sin

c
C C R

R R C
= =  =  = 

بطور مشابه خواهیم داشت:   ( 4
a b

......
sinA sinB

= = 
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48 
ABC  ،BCمثلث دلخواه   , AC , B C= = + =

20 6
20 120

3
مقدار شعاع دایره   .می باشد 

 را بدست آورید.  B,Cمحیطی مثلث و اندازه زاویه های  

درجه از هم دور می شوند .   120و با زاویه    km/h  100 و    km/h 60دو قایق از یک نقطه در دریاچه ای با سرعت   49

 نیم ساعت بعد  دو قایق در چه فاصله ای از یکدیگر هستند  ؟ 

ABC   ،Aدر مثلث   50 , AC ,AB= = + =60 6 2 2  .را بدست آورید   BCاست طول ضلع    2

51 
را رسم کرده ایم   AMمیانه   ABCدر مثلث  

a
AC b,AB c, MB MC= = = =

2
با استفاده از   

قضیه کسینوس ها درستی تساوی زیر را ثابت کنید.
a

b c AM+ = +
2

2 2 22
2

  

ABC    ،BCدر مثلث 52 ,AC , AB= = + =2 3 6 2 2  اندازه ی زاویه ها را تعیین کنید .  2

 متوسط را حساب کنید.اندازه ارتفاع وارد بر ضلع    9و  8و   7در مثلثی به اضلاع   53

15محیط باغچه مثلث شکلی به مساحت  54 متر) که همگی اعدادی صحیح   xو   10و   6متر مربع و به اضلاع    3

 ؟ می باشند( چند متر می باشد

ABC   ، BCدر مثلث 55 , AC ,AB= = =7 5  را پیدا کنید .  Aطول نیمساز زاویه  ،  است3

 مفروض است. ثابت کنید:  BCروی    D، نقطه دلخواه    ABCقضیه استوارت : در مثلث   56

AB DC AC DB AD BC DB DC BC. . . . .+ = +2 2 2
 

 

 3و   2، به فاصله    6و    5نقطه ای که از اضلاع به طول های  سانتی متر،  7و    6و    5، به اضلاع    ABCدر مثلث   57

 سانتی متر است که از ضلع بزرگ تر چه فاصله ای دارد؟

 رصد  درجه 45  و   30  های   زاویه  با را  هواپیمایی  اند،  واقع هم  از   کیلومتری   20  فاصله  در که  رادار،  ایستگاه  دو 58

 .آورید دست به ایستگاه  دو  از   را   هواپیما  فاصله .  اند کرده
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 را بیان و اثبات کنید.   Aزیرفرمول طول نیمساز زاویه داخلی زاویه در شکل   59

 

ABCD     ،CDدر چهار ضلعی   60 , BC ,AD ,AB ,A= = = = =90 50 80 60 می باشد . 90

 مساحت چهارضلعی را به دست آورید . 

 

 قطع می کند نشان دهید :   Dرا در نقطه ی    BCمی باشد و ضلع    Aنیمساز راس     ABC    ،ADدر مثلث قضیه:    61

AB BD

AC CD
= 

 
 

 دو   آن   بین   زاویه   سینوس   در مجاور  ضلع   دو  ضرب  حاصل با  است   برابر  الاضلاع متوازی  هر  مساحت  کنید   ثابت  62

 .ضلع

ABC   ،60در مثلث   63 10 6A ,AB ,AC= = =. 

 را بیابید.   sinBرا بیابید.                        ب( مساحت مثلث را تعیین کنید.     پ( مقدار   BCالف( طول   

 را بیابید.   DECBرا بدست آورید، ثانیا مساحت چهارضلعی   BCدر شکل مقابل اولا طول     64
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 را بیابید.   ABCDرا به دست آورید، ثانیا مساحت چهارضلعی    Aدر شکل زیر اولا اندازه   65

 

 BCهستند. ثابت کنید    AMB و    AMCنیمسازهای زوایای   MQو   MPو   BCوسط    ABC    ،Mدر مثلث   66

 است.   PQموازی 

 

، که به فاصله   Dواحد، نقطه   8به ضلع    ABCدر مثلث متساوی الاضلاع   67

که به   Eچه فاصله ای دارد؟ نقطه    Cو    Bقرار دارد از    Aواحد از راس    7

اندازه زاویه به چه فاصله ای است؟   Dقرار دارد از   Cواحد از    5فاصله  

AED   چند درجه است؟ 
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 باسمه تعالی  

 67: تعداد سوال     18تعداد صفحه:  دوره دوم متوسطه یازدهمپایه:  2هندسه  درس:  شبه نهاییسوالات پاسخ 

 1403ماه سال خرداد دانش آموزان روزانه سراسر کشور در نوبت  ریاضی و فیزیک رشته: 

 

   راهنمای تصحیح ردیف

Rالف( قطر  ب( محیطی   پ( قطر  ت( 1 R d R R −    ث( حفظ نمی کند.  ج( کمتر   چ( بی شمار  +

هم  –مثلث  ش(     س( ایزومتری       ز( تصویر    خط بر دایره مماس است.    ر( محاطی    -د( قطاع   ذ( یک

kل(            عمود  -بر هم مماس  ک( برابر       گ(       نهشت  0    -k  kن(             0  1  -k  1 

 درست  خ( درستنا نادرست   د( درست   ه( درست   و( درست  ز( درست ح( ج(   الف( نادرست     ب( نادرست   2

kالف( تجانس در صورتی همانی است که  3 = 1 

 پ( بازتاب             ت( بله            ث( نقطه ثابت       ج( دوران    چ( قضیه فیثاغورس                  kب(توان دوم  

 ح( وسط کمان را به وسط وتر وصل می کنیم و ادامه می دهیم تا دایره را قطع کند. 

 1خ(              4ح(               1چ(              4ج(              2ث(             4ت(                   1پ(                1ب(             3الف(   4

 رسم می کنیم.    DCرا موازی خط    BFخط  روش اول(   5

( )

,

BF DC FD BC

FE
F BE F BE D AE

FE FD DE FE BC DE

FE BC DE
D AE F BE

 =

= =

= +  = +

+
= = =

1

2

2 2

 

است. پس داریم:  ABDیک زاویه خارجی مثلث    DAEوصل می کنیم. زاویه   Bبه    Dروش دوم: از  

D AE B D= + 

,محاطی هستند پس:   Dو    Bو زاویه     
DE BC

B D= =
2 2

پس داریم:   
BC DE

D AE
+

=
2

 

6 
( )D AC D AC ABD=  =

1
90 1

2
 

)محاطی است، پس   ABDزاویه  )D AB DB=
1

2
2

     

( ),( )
( )D AC D AB DBA DB AB⎯⎯⎯→ − = − =1 2 1 1

2 2
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7 

( )( )cos

R
AB

AB

R
S

  


  



= = =

= + − = + = =


= = =

2 2

2

120 6
4

180 180

6 6 2 6 6 120 72 36 108 6 3

36 120
12

360 360

 

8 
Bبه Bو از    Aبه  Aاز      .وصل می کنیم           

A B
MA B MAB

M M
 

  =
 ⎯⎯→

=

 

                    تناسب اضلاع متناظر را می نویسم:
MB MA

MA MA MB MB
MA MB


 =   = 


 

9 , ( ) ( )

( ) ( )

OO d R R OO m

m
m m

m

  = = + = = − + + =

 = +
 − + =  − =  

= − 

2 2

2 2

6 4 2 2 6

4 2 5
4 16 36 4 20

4 2 5

 

Nمتوازی الاضلاع است پس:   DNAIچهارضلعی   10 I=    از طرفیN M=   )محاطی رو به رو یک کمان(

Iپس  M=        در نتیجه مثلثDMI  مثلث متساوی الساقین است در نتیجه: DI DM= 

مرکز دایره محیطی محل برخورد عمودمنصف های اضلاع مثلث است، چون مثلث متساوی الاضلاع است پس  11

درجه به ترتیب   60و    30ضلع روبه رو به زاویه  محل برخورد نیمسازها است.     Oنقطه 
1
2

و   
3
2

 وتر است.  

( )BC a R R S a R R= =  =  = = =2 2 23 3 3 3 3
2 3 3

2 4 4 4
 

 

 محاطی است می خواهیم ثابت کنیم که هر دو زاویه مقابل آن مکمل است.   ABCDفرض می کنیم  12

BCD
A

BCD DCB
A C

DCB
C


=


 + = + = =


=

3602 180
2 2 2

2

 

  مکل اند.  Dو     Bمکمل اند و با استدلال مشابه می توان نشان داد که زوایای    C  و  Aپس زوایای 

 

 )زز(
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محاطی   ABCDهر دو زاویه مقابل مکمل باشند، ثابت می کنیم که    ABCDفرض می کنیم در چهارضلعی  

همواره یک دایره   Dو   B  ،C از سه نقطه  محاطی نباشد،    ABCDاست. برهان خلف: فرض کنیم چهارضلعی که 

قطع    Aرا در نقطه ای چون  AD   نگذرد، خط Aمحاطی است.( اگر این دایره از راس  می گذرد.)هر مثلث  

Aچهارضلعی کند. BCD   .محاطی است  

 

 

: پس
A C

A A
A C

 + =
 = 

+ =

180

180
 یک زاویه خارجی برای مثلث    Aزاویه      

AA B    .بزرگتر است.)می دانیم اندازه هر زاویه خارجی از هر زاویه داخلی غیرمجاور استA A  )    پس

  فرض خلف باطل و حکم ثابت می شود.

. می دانیم اگر از نقطه ای بیرون دایره دو مماس بر دایره رسم کنیم دو محیطی باشد  ABCDاگر چهارضلعی   13

پاره خط مماس هم              اندازه اند. 

AB DC AM MB DP PC

AQ BN DQ CN AD BC

+ = + + +

= + + + = +
 

 

   
 

 

 

ABبرعکس: فرض کنیم :  CD BC AD+ = ابتدا نیمسازهای   +

،   ABرا رسم می کنییم . دایره محیطی می توان بر سه ضلع    B,Cیای  زوا

BC    وCD    مماس رسم کرد. برای مماس بودن بر ضلعAD  از برهان خلف

مماس نباشد و   ADاستفاده می کنیم. فرض کنیم دایره مفروض بر ضلع 

 مماس بر دایره باشد.   AEپاره خط دیگری مانند  

( ) ( )
( )

( )

AB CD BC AD
CD CE AD AE

AB CE BC AE

DE AD AE DE AE AD

−
+ = +

⎯⎯⎯→ − = −
+ = +

 = −  + = 

1 21
2 

AEداریم:   ADEاین رابطه با توجه به نامساوی مثلث امکان ندارد. زیرا در مثلث     ED AD+  

 محاطی است ثابت می کنیم باید متساوی الساقین باشد.   ABCDفرض کنیم   14

AD BC =
A D

AB DC D C
A C

 + =
⎯⎯→  =

+ =

180

180
 

 فرض می کنیم ذوزنقه متساوی الساقین باشد ثابت می کنیم که ذوزنقه محاطی است.

 ق خ م 
ذوزنقه متساوی الساقین 

 است.
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C D

C D

A D A C

A D B D

=

=

 + = ⎯⎯⎯→ + =
⎯⎯→

+ = ⎯⎯⎯→ + =

180 180

180 180
 

15 

a b c

r
r r r r r r
+ + =  + + =  =  =

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1

2 3 6
 

16 ) , ( )

( )( )

x x y y y y

y
y y

y

=  = + =  + − =

=
− + =  

= − 

21 4 20 5 9 36 9 36 0

12
12 3 0

3

 

) x2 5 ( )x x+ =1 ( )x x x x+  + = +  =6 3 5 5 6 3 2 

) ( ) ( ) ( ) ( )TT d R R x x

x x

 = − −  = + − −  + =

 + =  =

2 2 2 2 23 297 14 11 3 14 361

14 19 5
 

) ,x y= − = = =
80

4 180 80 100 40
2

 

17 

 
18  

A A CD DB CD DB= ⎯⎯→ = ⎯⎯→ =1 2 

 قرار دارد.   BC روی عمود منصف ضلع    Dبه یک فاصله است، پس    BCاز دو سر ضلع   Dی  فاصله  

OBمتساوی الساقین است.    OBDوصل می کنیم. مثلث    Bبه   Dاز   19 OD D B=  Oو   = زاویه   1

خارجی است. 
O

O D B D D= + =  = 1
1 2

2
Oاز طرفی  پس     AB=1    پس

AB
D =

2
  

 

 ذوزنقه محاطی است.
 قضیه

 ق خ م 

 قضیه  خ زاویه محاطی 
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 الف( رسم شکل  20

Fب( EH G H E=    .چون محاطی روبه روی یک کمان برابر هستند 

 بنا بر عکس قضیه خطوط موازی و مورب   موازی اند،پ(

 

21 

( ) ( ) ( )

ABC AOC AOB OBC a a a

a a a a

S S S S r b r c r a

S
S r b c a r P a r P a r

P a

= + − =  +  − 

= + − = − = −  =
−

1 1 1
2 2 2

1 1
2 2

2 2

 

22 , ( )( )

,

d r r s r r r r r r r r

r r r r

      = − = = − =  − =  − + =

 + =  = =

2 2 2 2

2

2 36 36 36

18 10 8
 

 وصل می کنیم.  B و  Aبه   Tاز   23

ز ز

TA
M T A T BA

T B MA MT
MAT MTB MT MA MB

MT MBM M
 

= =

 =
⎯⎯→  =  = 

=

2

2
 

 

24 
, 

+ −
= = = =
122 60 122 60

91 31
2 2

 

Rو شعاع دایره کوچکتر    Rشعاع دایره بزرگتر  25    .است ,ON R OM R= − = −10 16 

ONقطر عمود بر وتر، وتر را نصف می کند.  ON R= = − 10 

( ) ( )NO N O OM OB R R R

R

 =   − = − 2

2

10 16

R R− + = 220 100

( )

R R R

S
R MB R

S

−  =  =

 = = − = → =


2

2

16 4 100 25

1 1 17
2 16 17

2 2 25
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T  قطع می کند. خطوط T  رسم می کنیم.این دایره، دایره مفروض را در دو نقطه  OMابتدا دایره ای به قطر  26    و 

MT  MTو  با هم برابر هستند. در مثلث   MN NO NT= = بردایره  مماس هستند.  پاره خط های 

MOT  میانه وارد بر وتر نصف وتر است. بنا بر قضیه ای این مثلث قائم الزوایه است. زوایای   T قائمه  T    و 

است پس خط بر دایره مماس است.   عمود  نقطه  آن  شعاع  دایره بر   با   تماس   نقطة  درهستند، چون  . 

 

 

27 , ,AM AN x BN BK y CK CM z

a b c b c a x z x y y z x
P a a x AM

AT AT x y y x z z x y z p AT P AT AT P

= = = = = =

+ + + − + + + − −
− = − = = = = =

 + = + + + + + = + + =  =  = =

2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

 

OTو   OTشعاع های  28    بر خط مماسMT   .عمود استT T H= = =1 پس چهارضلعی    90

TT O H     مستطیل است، پس,O H TT OT OT R   = = در مثلث قائم الزاویه    =

OO H    :بنا بر رابطه فیثاغورس داریم 

, , ,

( )

OO OH O H O H TT d OO OH R R

d OH TT TT d OH TT d R R

     = + = = = −

   = +  = −  = − −

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2
 

29 

 
 

,
y y

y y CD
+

=  =  = = −  =
2

75 3 150 50 180 2 50 80
2

 

متساوی الساقین است.   OABو    AOMاست. مثلث های    OBMیک زاویه خارجی مثلث   زاویه  30

   = + =2 3 

 

www.konkur.in

Telegram: @konkur_in

www.konkur.in
https://t.me/konkur_in


 

dالف( خط  31 AOمحور بازتاب است پس نیمساز زاویه  1 A    است، یعنیO O=1 2 

dخط Aمحور بازتاب است پس نیمساز زاویه   2 O A    است، یعنیO O=3 4  

( )AO A O O O O O O O O  = + + + = + = + =1 2 3 4 2 3 2 32 2 2 2 

Aو زاویه دو برابر اندازه زاویه بین دو خط می توان مثلث Oبا یک دوران به مرکز ب(   B C      را تصویر

 دانست.  ABCمثلث  

 دو بازتابی که محورهای بازتاب متقاطع داشته باشند، یک دوران را نتیجه می دهد. نتیجه:  
 

است. یعنی  Mخود    Mو بازتاب  A  نقطه ی  dنسبت به خط   Aبازتاب(  1 32

( ) , ( )S A A S M M= = 

 

AH A H

MH MH MHA MHA MA MA

H H

 

 =


 = ⎯⎯→ ⎯⎯→ =


= = 1 2 90

 

روش دوم: )خاصیت عمودمنصف( اگر نقطه ای روی عمودمنصف یک پاره خط از دو سر آن پاره خط به یک 

 است.(   AAعمود منصف پاره خط   dفاصله است. )خط

Bقطع کند. نقطه   Mرا امتداد می دهیم تا خط بازتاب را در نقطه    ABپاره خط  (  2    بازتاب نقطه یB   نسبت

MBبه خط بازتاب پیدا می کنیم و پاره خط     .را رسم می کنیم 

,

AB MB MA

A B MB MA AB A B

MB MB MA MA

= −


     = −  =
  = =

 

 

 

 

 

Aانتقال می دهیم و آن را vرا تحت بردار    ABتبدیل یافته ی پاره خط   33 B     .می نامیم 

است. چهار ضلعی   الاضلاع   متوازی   چهارضلعی  آن مساوی باشند،  و موازی  رو  روبه  ضلع  دو  چهارضلعی،  یک  در

AB A B = AA  متوازی الاضلاع است   ، پس  B B   

,
AA v

AA BB
BB v

  =
 

 =

 

 

 

ض ز ض 

 ض 
 تام 
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34 ,

, /
OAA OAA

OH OA OA

S S AH AH AH AH 

= − = = =

=   = =   =  =  =

2 210 8 6 10
1 1

16 6 48 10 5 5 48 9 6
2 2

 

 
 بنا بر قضیه ای می دانیم که تجانس شیب خط را حفظ می کند.  35

, ( )

, ( )

AB A B OB B B

BC B C OB B B

   ⎯⎯→ =


   ⎯⎯→ =

1 1

2 2

1

2
 

B( داریم: 2( و ) 1از جمع روابط ) B B B ABC A B C    + = +  =1 2 1 2 
 

kحالت اول فرض کنیم )  36  0) 

OA k.OA OA OB
k AB A B

OA OBOB k.OB

OA OB A B
K

OA OB AB

 =  
  = = ⎯⎯→

 = 

   
= = =



 

 

 

 

 

 

 

 

k).حالت اول فرض کنیم  0 ) 

OA OB
kOA k.OA

OA OB AOB A OB
OB k.OB

O O

OA OB A B
K

OA OB AB

  
= = =     ⎯⎯→   

 =  = 

   
= = =



1 2
 

Bو   Aاگر نقاط  37   به ترتیب مجانس های نقاطA  وB    :باشند. طبق تعریف تجانس داریم 

.

.

OA k OA OA OB
k AB A B

OA OBOB k OB

 =  
  = = ⎯⎯→

 =
 

 ق خ م 

 م     

 م     

 ق خ م 

 کس ق تالس ع

 قضیه تالس 

 تشابه   2ق  

 ق عکس تالس
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 با استفاده از قضیه کسینوس ها داریم:  38

( ) ( ) ( )( )cosAA = + − = + − =2 26 3 6 3 2 6 3 6 3 60 108 108 108 6 3 

 

 

39 

, ,

( ) ( )

AFE

BCD

S

BC S

S


=   =




=  =  = =   =

 = + =



1
2 3 2 2 3

2

1 3 1
8 4 8 4 3 4 3 4 8 3

2 2 2

2 2 3 2 8 3 20 3

 

40 O O
O O

O O

OA OA

OB OB OAB OA B AB A B

O O





 

 + =
 =

+ =

 =


    = ⎯⎯→ ⎯⎯→ =


=

1 2
1 3

2 3

1 3

 

 

 
 

 ض ز ض 
 تام 
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 روش اول:  41

( )
S S

k S S S S S S
S S

S S S p

   =  = =  =  − =  − =
 

  − =  =  =  =

2 22 4 4 4
5 5

3 9 9 9
9 4 45 9 4 3 12

 

 

 روش دوم: 

x x x x
x x x x

AC x AB p

    
− =  − =  =  =   

   

= =  =  =  =  =

2 2 26 6 4 4 1 1
5 18 8 5

2 2 2 2

6 2 6
6 3 4 3 12

22 2

 

 

 

 

 

lخط مشخص می کنیم.     lروی خط    5را به طول     ABابتدا پاره خط 42    را تحت بردارBA   انتقال می دهیم تا

lخط 1  بدست آید. این خط، خطl    را در نقطه ای مانندM  قطع می کند. از نقطه یM    موازی خطl   خطی

lرسم می کنیم تا خط     را در نقطه یN   قطع کند. پاره خطMN    .جواب مساله است 
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روش هرون را برای پیدا کردن   Aیا    Bبا توجه به شکل،عرض رودخانه در طول مسیر ثابت است.پس از نقطه   43

 اجرا می کنیم.   Mنقطه  

 

را تصویر می   Bاست. نقطه ی   BAکیلومتر و در جهت   4و به اندازه   dکه موازی خط    vابتدا در انتقال با بردار  44

Bکنیم که نقطه ی      بدست می آید. قرینه ی نقطه یA  را نسبت به خطd  بدست می آوریم و آن راA   می

Aنامیم.سپس پاره خط  B   را رسم می کنیم تا خطd    را در نقطه یC    قطع کند. پاره خطCD    4را برابر 

 کوتاه ترین مسیر ممکن است.   ACDBجدا می کنیم. بنا بر مساله هرون مسیر   dکیلومتر روی خط 

 

 خیر، زیرا هر نقطه باید تحت یک بردار غیرصفر در صفحه بلغزد، بنابراین می تواند بر روی خودش بلغزد.الف(   45

 مرکز دوران تحت هر دورانی ثابت می ماند، پس نقطه ثابت تبدیل است. ب(  

 مرکز تجانس تصویرش روی خودش قرار می گیرد، پس نقطه ثابت تبدیل است. پ(  

kالف(  46 k=  = 1 1 

AA   ،BBخطوط ب(     وCC     در مرکز تجانس یعنی نقطهO   .همراسند 

OAطبق تعریف دوران پ(   OA= طبق خاصیت عمودمنصف ،O   روی عمودمنصفAA   .است 

 وقتی خط داده شده در راستای عمود بر محور بازتاب یا موازی با محور بازتاب باشد.ت(  

A.خیر زیرا، ث(   B k AB  = 

))هر نقطه صفحه را به خود آن نقطه نظیر می کند. ج(   )A P T A A   =) 

 و اندازه آن ها برابر نصف کمان روبه رو است.   ABمحاطی روبه روی کمان    D , C( زاویه های  1 47

 قائم الزاویه است، چون محاطی روبه روی قطر است.   Aدر راس   ABD( مثلث  2

3)sin sin ,sin sin
sin

AB c c
C D D C R

BD R C
= =  =  = 2

2
  

4   ),
sin sin

a b
R R

A A
= =2 2 
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48 
sin sin

sin
sin sin sin

a
B C A R R R

A

a b
R B B C

A B B

+ =  =  =  =  =  =

= =  =  = = =  =  =

20 2 20
120 60 2 2 10

60 3 3

20 6
40 20 18 3 2 232 45 75

120 6 23

 

49 / , /

cosx x

 =  =

= + −    = + + =  =2 2 2

60 0 5 30 100 0 5 50

30 50 2 30 50 120 900 2500 1500 4900 70
 

50 ( ) ( )x = + + −2 2 22 2 6 2 2 ( ) cos  + 2 2 6 2 60

x x= + + + − − =  = =2 8 6 2 2 12 2 12 4 12 12 2 3
 

51 

cos

( ) ( )

; ( ) cos( )

cos ( )

; ( ) cos

cos ( )

a a
AMC b AM AM

a
b AM AM a

a a
ABM c AM AM

a
b AM AM a

a
b c AM











−

+

 = + −   −

 = + +  

 = + −  

 = + −  

⎯⎯⎯→ + = +

2 2 2

2
2 2

2 2 2

2
2 2

2
1 2 2 2 2

2 180
2 2

1
4

2
2 2

2
4

2
2

 

52 ( ) ( ) ( ) ( ) cos

( )cos cos

sin
sin sin

C C B
C



  

= + + −   + 

+
= + + + + − −  = =  =

+



=  = =  =  =

2 2 22 3 2 2 6 2 2 2 2 6 2

4 2 12 1
12 8 6 2 2 12 4 12 8 60

28 4 12

3
2 22 3 2 2 22 45 75

60 22 3

 

53 
( )( )( )p S p p a p b p c

h
S AB h h

+ +
= =  = − − − =    =

=   =  =  =

7 8 9
12 12 4 5 3 12 5

2

1 7 24 5
12 5 12 5

2 2 7
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54 
sin sin sin

sin

( )( )cos

( )( )cos

S ab C C C

C C C

x x

x x

p

= =     =  = 

=  =  =

 = + − = + − =  = 


= + − = + + =  = =

= + + =

2 2 2

2 2 2

1 1
15 3 6 10 15 3 30 15 3

2 2

3
60 120

2

10 6 2 10 6 60 100 36 60 76 76

10 6 2 10 6 120 100 36 60 196 196 14

6 14 10 30

 

55 
, , ,

,

CA AD x
AD x DB y x y

CB DB y

x y
y x

y

CD AC BC AD DB CD

= = + = =  = =

+ +
 =  = =

=  −   =  −  =2

4 2
7

10 5
2 5

5 2
5

4 10 2 5 30

 

56 2 2 2 2
2 2 2 2 180

2 2 2 2 2
2 2 2

2 2 2
2 2 2
2















 = + −

 = + − −

−

+ = + −

+ + + =

+ − +

+ + =

+

; . .cos

; . .cos( )

cos

. . ( . .cos )

( . .cos )

. . . . .cos

. . . . .cos

(

ADB AB AD BD AD BD

ADC AC AD DC AD DC

AB DC AC DB DC AD BD AD BD

DB AD DC AD DC

AD DC DC DC AD DB DC

AD DB DC DB AD DB DC

AD DC D
2+ + = +) . ( ) . . .B BD DC BD DC AD BC BD DC BC

 

57 

( )

ABC

ABC AOB AOC OBC

a b c
p

S

S S S S x

x x

+ + + +
= = =

=    =

= + +  =  +  +

−
+ + =  =

5 6 7
9

2 2

9 4 3 2 6 6

1
6 6 2 5 3 6 7

2

12 6 28
10 18 7 12 6

7
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58 
sin sin( ) sin sin cos

sin

sin

sin sin sin sin

sin

cos

x

x y

y

+
= + =  +  =


= = =

+ +



= =  
 = = =
 + +



2 6
105 60 45 60 45 45 60

4
20 30 10 40

105 2 6 2 6
420

30 45 105 20 45 40 2 40 2
105 2 6 2 6

4

 

59 E B=  .زیرا محاطی رو به یک کمان هستند ، 

( ) .

ز ز

A A
AC AE EC

ABD AEC
AC AD AB BDB E

AB AC AD AE AD AD DE AD AD DE

AD DE BD DC

AD AB AC BD DC

 =


⎯⎯→   = =
 = =


 =  =  + = +

 = 

=  − 

1 2

2

2

2 

60 
,S p

S

S S S

+ +
=   = = =

=    =    =   =

= + = +

1

7 4 2 3 2
2

1 2

1 100 50 90
80 60 2400 120

2 2

120 20 70 30 2 5 3 7 2 5 3 14 600 14

2400 600 14 4645

 

  .قطع کند  Eرادر نقطه  AB تا امتداد    .کنیم رسم می  ADمساز یخطی به موازات ن   Cاز نقطه   61

, ,

,

AD EC EC A E A A E C

AD EC AC A C

→ = =  =

→ =

1 1 2

2

 

 ق قضیه تالس خواهیم داشت: بط  AE=ACمتساوی الساقین است یعنی    AECپس مثلث  

BD AB
AD EC

CD AC
 =                      

62 
sin

sin sin

ABCD

ABCD

S DC AH

S DC AD DAH
ADH D AH AD D

AD

= 


 =  
  =  = 



 

BCالف(  63 = + −2 2 210 6 2 cos  6 10 60 BC= + − =  =100 36 60 74 74 

sinب( 
ABC

S AC AB A=    =    =
1 1 3

6 10 15 3
2 2 2

 

 مورب

 مورب
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sinپ( 
sin sin sin

AC BC
B

B A B
=  =  =  =

6 2 19 3 13 19 3 57
383 2 19 19

2

 

Aمتساوی الاضلاع است، پس  ADEمثلث   64 = 60 

BC = + −2 2 28 6 2 cos  8 6 60

sin ( )
DECB ABC ADE

BC

S S S

= + − =  = =

= − =    − =

− =

2

100 36 48 52 52 2 13

1 3
8 6 60 1

2 4

48 3 3 47 3
4 4 4

 

65 BD = + −2 2 27 7 2 cos  7 7 120

cos cos

cos cos

sin sin
ABCD ABD CBD

ABCD

BD

BD A A

A A A

S S S

S

= + + =   =  =

= + −     + − = 

= → = → =

= − =    −    

= − =

2 2 2

49 49 49 3 49 3 49 7 3

11 13 2 11 13 121 169 286 147
1

286 143 60
2

1 1
11 13 60 7 7 120

2 2

143 3 49 3 94 3
4 4 4

 

66 MP   نیمساز زاویهAMC  پس:  است AM AP

MC PC
پس خواهیم است.    AMBنیمساز زاویه   MQاز طرفی    ،  =

AMداشت:  AQ

MB QB
APدر نتیجه خواهیم داشت:       = AQ

PC QB
PQبنا بر عکس قضیه تالس داریم:    = BC 

 

67  

;ABD x = + −2 2 27 8 2 cosx  8 60

( )( ) ,CD BD

x x x x

x
x x x DC

x





= + − → − + =

=
− − = → ⎯⎯⎯⎯→ = = − =

=

2 249 64 8 8 15 0

3
3 5 0 3 8 3 5

5

 

 دو روش داریم:  DEبرای محاسبه ی  

 روش اول: 

EC DC= = درجه است پس :  60برابر   Cمتساوی الساقین است و زاویه    EDCدر نتیجه مثلث     5

E D= = 60 

EDمتساوی الساقین است درنتیجه   EDCپس مثلث   = 5. 

 روش دوم: 

cosED ED

A ED

= + −    = + − = → =

= − =

2 2 25 5 2 5 5 60 25 25 25 25 5

180 60 120
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