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مقدمه

      اندىشه ی رىاضی ىکی از ابزارهای اساسی تفکر است و تقوىت تفکر از اهداف برنامه های درسی و 
تربىتی ما است. اىجاد تواناىی تفکر، بخش مهمّی از برنامه ی درسی است که در هر کتاب مورد توجه قرار 
می گىرد. اگر چه تفکر رىاضی تفکر تجرىدی است ولی شهودی سازی رىاضی و تواناىی به کارگىری  رىاضی 
در حل مسائل روزمره از اهداف برنامه ی درسی است. باىد به اىن نکته توجه داشت که بدون علم نمی توان 
جامعه ای مستقل، آزاد و سربلند به وجود آورد. رىاضىات در زمره علوم مفىد و ضروری برای بشر به حساب 
می آىد. به همىن دلىل آموزش رىاضىات و فراگىری    آن و به وىژه کتاب درسی دارای جاىگاهی خاص است. 
کتاب حاضر به گونه ای تدوىن شده است که دانش آموز با درگىر شدن در فعالىت ها و تکالىف داده شده به 
تدرىج به درک مناسبی از مفاهىم رىاضی برسد و صد البته اىن کار بدون کمک و راهنماىی معلم امکان پذىر 

نمی باشد. برخی از وىژگی هاىی که در تألىف اىن کتاب مدّ نظر بوده اند، عبارتند از:         
 اىجاد تعادل نسبی بىن مهارت های محاسبات صوری و درک مفهومی  

 تأکىد بر ارتباط بىن رىاضىات و علوم دىگر و دنىای واقعی       
 استفاده از مسائل پاسخ باز

 توجه به دانش قبلی دانش آموزان  
 اىجاد اتصال و ارتباط بىن جنبه های متفاوت ىک مفهوم و نىز بىن ىک مفهوم و دىگر مفاهىم کتاب

 استفاده از تجربىات عىنی دانش آموز   
برای تحقق کامل اهداف نوىن آموزشی وجود دارد. عدم  به اىن نکته واقفند که موانع زىادی  مؤلفان 
توجه جدی و پشتىبانی در امر آموزش معلمان رىاضی ، شىوه های آموزشی نامناسب مرسوم و روند متداول 
کتاب های درسی در اراىه ی روىه ای از جمله اىن موانع اند. با اىن حال امىد است که به همت همه ی اعضای 
جامعه آموزش رىاضی کشورمان و به وىژه دبىران محترم رىاضی ، با غلبه بر مشکلات موجود، حرکتی که با 

تألىف کتاب های رىاضی ١ و رىاضی 2 آغاز شده است را تکمىل کنىم و آن را استمرار و شتاب بخشىم . 

اراىه کرده اند، اعضای شورای  برای اصلاح کتاب  از همه ی عزىزانی که نظرات مناسبی     در خاتمه 
برنامه رىزی رىاضی ، گروه های رىاضی استان ها ، شرکت کنندگان در دوره های تأمىن مدرس ، دبىران منتخب 

شهر تهران و انجمن معلمان رىاضی تقدىر و تشکر می نماىىم .

مؤلفان
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زيبايی تلفيق الگوی عددی و هندسی به کار رفته 
در اين معماری ايرانی- اسلامی اوج مهارت و 
دقت خالق اين اثر را تداعی می کند. آيا با تفکر 
در الگوی به کار رفته در نظام آفرينش به عظمت 

و قدرت خالق آن انديشيده ايد؟
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مفهوم دنباله 
آيا می دانيد که قاره ها ابتدا به هم پيوسته بوده اند و يک خشکی بزرگ را تشکيل می دادند و در 
طول زمان با حرکت قسمت هايی از اين خشکی بزرگ، قاره ها به وجود آمدند. براساس يک نظريه ی 
علمی، اندازه ی حرکت قاره ها در هر ۱ ميليون سال حدود ۱۹ کيلومتر و ۲۰۰ متر می باشد. آيا به اين 

موضوع فکر کرده ايد که ممکن است قاره ها دوباره به هم بپيوندند؟

فرض کنيم قاره ها در هرسال حدود۲ سانتی متر حرکت می کنند. می خواهيم حرکت قاره ها را از 
سال جاری بررسی کنيم. جدول زير اندازه حرکت قاره ها را در ۷ سال آينده نشان می دهد:
سال ها اول دوم سوم چهارم پنجم ششم هفتم

 اندازه حرکت قاره ها بر حسب
سانتی متر 2 4 6 8 10 12 14

۱- جدول فوق را تا پايان سال دهم تکميل کنيد.
۲- در پايان چه سالی قاره ها به اندازه ۴۰ سانتی متر حرکت می کنند؟

۳- اعداد ۷ , ۶ , ۵ , ۴ , ۳ , ۲ , ۱ را در داخل ماشين زير قرار دهيد و اعداد به دست آمده را با 
اعداد سطر دوم مقايسه کنيد و نتيجه ی حاصل از مقايسه را بنويسيد.

۴- نقاط نظير جدول بالا را روی محورهای مختصات مشخص کنيد.
۵- اگر بخواهيم اندازه ی حرکت قاره ها را بعد از يک ميليون سال به دست آوريم، چه راه حلی 

را پيشنهاد می کنيد؟
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سال های  در  را  آن ها  حرکت  می توانيم  آن  از  استفاده  با  که  دارد  الگويی  قاره ها  حرکت  اندازه 
مختلف برآورد کنيم. نگاه آگاهانه و دقيق و يافتن الگوهای مهارتی، برای حل مسئله و به طور کلی 
کشف ايده های رياضی در پديده های واقعی ضرورت دارد. در روند پيدا کردن يک الگو، سازماندهی 
و تنظيم داده ها از اهميت خاصی برخوردار است. در مثال حرکت قاره ها، اگر عدد هر سال را با 
na نمايش دهيم، اطلاعات مربوط به اين مثال را به شکل  نماد n و اندازه حرکت قاره ها را با نماد

زير می توانيم نمايش دهيم: 
عدد سال  اندازه حرکت قاره ها بر

حسب سانتی متر
1 a = ×1 2 1

2 a = ×2 2 2

3 a = ×3 2 3

... ...

... ...

n na n= ×2

با توجه به جدول بالا می بينيم که اندازه حرکت قاره ها پس از n سال، ۲nسانتی متر می باشد. 
 ۲nسانتی متر = اندازه حرکت قاره ها پس ازn سال

در  را  قاره ها  حرکت  اندازه  می توانيم  تساوی  اين  از  استفاده  با   . na n=2 ديگر  عبارت  به 
سال های مختلف محاسبه کنيم.

اگر اندازه حرکت قاره ها را در سال های متوالی پشت سرهم بنويسيم، دنباله ای از اعداد به شکل 
زير ساخته می شود: 

۲, ۴, ۶, ۸ , ... , ۲n , ...
اولين عدد در اين دنباله، ۲ است و آن را جمله ی اول اين دنباله می نامند. جملات بعدی اين دنباله 

اعداد ۴ , ۶ , ۸ , .... هستند. n  امين جمله اين دنباله عدد ۲n است.
در فعاليت بعد دنباله ی ديگری از اعداد را بررسی می کنيم.

:.:.
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 شماره ی ۳                                    شماره ی ۲                   شماره ی ۱               

با توجه به تغييرات شکل بالا در هر مرحله:
پيدا   ۶ شماره ی  شکل  تا  را  کوچک  مربعات  تعداد  بتوان  آن  از  استفاده  با  که  دهيد  تشکيل  جدولی   -۱

کرد.
۲- رابطه ی بين شماره ی شکل و تعداد مربعات کوچک را حدس بزنيد.
۳- تعداد مربعات کوچک در شکل ها را با فاصله  پشت سر هم بنويسيد.

۴- قانونی که الگوی بالا از آن پيروی می کند را به دست آوريد و درستی آن را بررسی کنيد.
۵- با استفاده از الگوی به دست آمده، سی امين عدد را پيدا کنيد.

در فعاليت بالا اگر اعداد به دست آمده در هر مرحله را پشت سرهم بنويسيم، دنباله ای از اعداد 
به شکل زير ساخته می شود:

   ۱, ۴, ۹, ... , n2  , ...
n2 است. جمله ی اول اين دنباله عدد ۱ و جمله ی دوم آن عدد ۴ و جمله n ام آن 

هر تعدادی از اعداد را كه پشت سرهم نوشته باشيم، يك دنباله از اعداد  می نامند.
شود.  می  گفته  دنباله  آن  جمله ی  يك  است،  گرفته  قرار  دنباله  يك  در  كه  عدد  هر  به 
دنباله   عمومی  جمله ی  است،  دلخواه  طبيعی  عدد  يك   n كه  را  دنباله  nام  جمله ی 

می نامند.

در برخی از دنباله ها الگويی وجود دارد که بر اساس آن می توانيم جملات آن دنباله را تعيين کنيم.
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   ... , 8 , 6 , 4 , 2 يک دنباله است که از اعداد زوج متوالی ساخته شده است. اگر جمله ی 
نشان 

  
an ام اين دنباله را با n و به همين ترتيب جمله ی

 
a

2
a و جمله ی دوم را با 

1
اول اين دنباله را با 

دهيم، داريم: 
na , a , a , a ,..., a n= = = × = = × = = × =1 2 3 42 4 2 2 6 2 3 8 2 4 2

١- با استفاده از چوب کبريت، سه شکل زير ساخته شده است. تعداد چوب کبريت های به کار رفته 
در شکل n ام چند تا است؟

٢- ابتدا سه جمله ی بعدی هر يک از دنباله های زير را پيدا کنيد، سپس جمله ی n ام آن را بنويسيد.
, (الف , , , ...2 7 12 17 , (ب                         , , , , , ...1 1 3 1 1

1 1 1
4 2 4 4 2

 

١- با استفاده از چوب کبريت ، سه شکل زير ساخته شده است.تعداد چوب کبريت های به کار رفته 
در شکل n ام چند تا است؟

٢- شکل زير سه رديف از صندلی های يک سالن تئاتر را نشان می دهد.اگر تعداد صندلی های 
تا  را  صندلی ها  تعداد  کنند،  پيروی  رديف  سه  اين  صندلی های  افزايش  الگوی  از  بعدی  رديف های 

رديف هفتم به دست آوريد:
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na باشد، با تشکيل يک جدول، چهار جمله ی اول آن را بنويسيد. n= 3 ٣- اگر جمله ی n ام دنباله ای 
٤- اگر يک مستطيل کاغذی را در هر مرحله با تا زدن نصف کنيم، تعداد مستطيل های به دست آمده 
در هر مرحله را در يک دنباله بنويسيد. جمله ی عمومی اين دنباله را بنويسيد. (اولين مرحله با اولين   

تا زدن آغاز می شود).
٥- چهار جمله ی اول هر يک از دنباله های زير که جمله ی عمومی آن ها داده شده است را بنويسيد.

n (الف 
na

n
=

+
2

1
na (ب                           n

n
= −2 1
3 n (ج                         

na n= − 22        
٦- چهار دنباله و چهار جمله ی عمومی دنباله به صورت زير داده شده است.مشخص کنيد که هر 

جمله ی عمومی مربوط به کدام دنباله است.

n

n , , ,...
n

( ) , , ,...

n n , , ,...
n , , ,...

−

+

−

+ −
+

1

2

3 3 9
1

2 2 5
4 3

3 1
3 2

5 1 3 9

2 1 6 14 24

  , , , , ...1 2 3 5
2 3 4 6

−n می تواند قانون دنباله ی  +
1
2

٧- اگر n يک عدد طبيعی باشد، آيا 
باشد؟ دليل خود را بيان کنيد. 

٨- رضا اول هر هفته ۱۶۰۰ تومان پول توجيبی می گيرد و در کشوی ميز خود می گذارد و تا آخر هر 
هفته نيمی از پول کشو را خرج می کند. اگر از قبل، پولی در کشو نباشد، رضا در پايان هفته ی اول چه قدر 
پول در کشو دارد؟ در پايان هفته ی دوم چه قدر پول در کشو دارد؟ در پايان هفته ی سوم چه قدر پول در 
کشو دارد؟ پول های رضا در پايان هر هفته را به صورت يک دنباله در نظر بگيريد و چهار جمله ی اول اين 

دنباله را بنويسيد. بين جمله ی n ام  و جمله ی n+1 ام اين دنباله چه رابطه ای وجود دارد؟

دنباله ی حسابی
يک بازيکن فوتبال در هنگام بازی صدمه می بيند و مجبور می شود زانوی پای خود را عمل کند. 
هفته  هر  و  بدود  دقيقه   ۱۲ روزی  اول  هفته ی  در  می کند  پيشنهاد  او  به  معالج  پزشک  عمل،  از  بعد 
٣  دقيقه به زمان دويدن روزانه ی خود اضافه کند. هنگامی که زمان دويدن او به ۱۳۸ دقيقه در روز 

برسد، می تواند برای تيم خود بازی کند.
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هفته  چند  از  بعد  بازيکن  اين  که  بداند  می خواهد  می باشد،  بازيکن  اين  علاقه مندان  از  که  علی   
می تواند  بازی کند. علی جدولی به صورت زير تشکيل داد تا بتواند قانون حاکم بر الگوی جدول را 

به دست آورد. او تعداد هفته ها را با n و زمان دويدن در هفته ی n ام را با an  نشان داده است.

1  هفته ها 2 3 4

a زمان دويدن روزانه =1 12 a = + =2 12 3 15 a = + =3 15 3 18 a = + =4 18 3 21

۱- به علی کمک کنيد تا جدول را برای هفت هفته کامل کند.
۲- چه رابطه ای بين زمان دويدن در هر دو هفته ی متوالی وجود دارد؟

٣- جمله ی n ام را بر حسب جمله ی اول و n بنويسيد.
هفته  چند  طی  از  بعد  بازيکن  اين  که  بگوييد  فوق،  الگوی  بر  حاکم  قانون  آوردن  به دست  با   -٤

می تواند بازی کند؟ 
٥- اگر اين بازيکن هر هفته ۶ دقيقه مدت زمان دويدن خود را افزايش می داد بعد از طی چه مدتی 

می توانست بازی کند؟
در فعاليت بالا با تشکيل دنباله ی نشان دهنده ی ميزان دويدن اين بازيکن در هر هفته، ديده می شود 

که ميزان افزايش بين هر دوجمله ی متوالی مقداری ثابت است.

دنباله هايی كه هرجمله ی آن (غير از جمله ی اول) از افزودن يك مقدار ثابت به جمله ی 
قبلی به دست می آيد را دنباله ی حسابی می ناميم و به  اين مقدار ثابت قدر نسبت دنباله 

می گوئيم .

اين  جملات  باشد،   d و قدر نسبت اين دنباله a اگر اولين جمله ی يك دنباله ی حسابی
دنباله به شكل زير خواهند بود:

    a  و  a+d  و  a+2d  و ...  و  a+(n-1)d  و  ...

جمله ی nام اين دنباله a+(n-1)d  است.

در  فعاليت قبل، دنباله ی به دست آمده، يک دنباله ی حسابی با قدرنسبت ۳ است.
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شهر  شدن از  کيلومتر در ساعت حرکت می کند و در حال دور  سرعت ثابت ۷۰  ماشينی با   -۱
کرمان است. اين ماشين در شروع حرکت ۱۵ کيلو متر با کرمان فاصله دارد. اگر فاصله ی اين ماشين 
تا شهر کرمان را در پايان ساعت اول و دوم و سوم و چهارم بنويسيم، دنباله ای به صورت زير تشکيل 

می شود:
۸۵, ۱۵۵, ۲۲۵,  ۲۹۵

اين دنباله يک دنباله ی حسابی با جمله ی اول ۸۵ و قدر نسبت ۷۰ است . 
۲- شمعی ۲۵ سانتی متری را روشن کرده ايم . اين شمع در هر دقيقه ۲ ميلی متر کوتاه می شود. 
طول اين شمع با گذشت زمان پس از هر دقيقه که می گذرد يک دنباله از اعداد به صورت زير تشکيل 

می دهد.
۲۴/۸ ,    ۲۴/۶ ,    ۲۴/۴ ,   ...

اين  يک دنباله ی حسابی است و هر جمله از اين دنباله با اضافه کردن عدد 0/2- به جمله ی قبلی 
به دست می آيد .پس اين يک دنباله ی حسابی  با جمله ی اول ۲۴/۸ و قدر نسبت 0/2- است.

در دنباله ی حسابی ، اگر قدرنسبت،  مثبت باشد ، جمله های دنباله به اندازه ی ثابتی 
كاهش  ثابتی  اندازه ی  به  دنباله  جمله های  باشد،  منفی  قدرنسبت  اگر  و  می يابند  افزايش 

می يابند.

  d=3و a=۲ :۱- ... , 14 , 11 , 8 , 5 , 2  يک دنباله ی حسابی است. در اين دنباله داريم
جملات اين دنباله در حال افزايش هستند و جمله ی n  ام اين دنباله عبارت است از: 

na (n ) n= + − = −2 3 1 3 1

a و  , يک دنباله ی حسابی است. در اين دنباله داريم: 1= , , , , ....− −
1 1

1 0 1
2 2

 -۲
. جملات اين دنباله در حال کاهش هستند و جمله ی n ام اين دنباله عبارت است از:  d = −1

2
 

n
n na ( ) (n )= + − × − = − + = −

1 1 3
1 1 1

2 2 2 2 2

www.konkur.in

forum.konkur.in



9

 شير آبی در هر دقيقه ۳/۵ ليتر آب وارد يک حوض می کند. اگر اين حوض از ابتدا ۲۵ ليتر آب 
داشته باشد، مقدار آب حوض را پس از گذشت يک ، دو ، سه ، چهار و پنج دقيقه در يک دنباله 
بنويسيد . آيا اين يک دنباله ی حسابی است؟ چرا؟ پس از گذشت چند دقيقه آب اين حوض ۱۰٢ 

ليتر می شود؟

١- با ذکر دليل مشخص کنيد کدام يک از دنباله های زير حسابی هستند؟ سپس الگوی ساختن 
هر دنباله را پيدا کنيد.

(الف
  

, , , , , ...1 1 1 1
1

2 3 4 5           
  ۲۴- , ۲۱- , ۱۸- , ۱۵-  (ب

(ج
  

, , , ,1 2 3 4 5
2 3 4 5 6                 

, (د  , , , , ...0 3 2 3 3 3 4 3

٢- اگر دو جمله ی اول يک دنباله ی حسابی۱۰و۳ باشند، سه جمله ی بعدی اين دنباله را بنويسيد. 
(چند دنباله وجود دارد؟)

n  مقدار ثابتی است. اين  na a −− na نشان دهيد 1 ,a ,a ,..., a ,...1 2 3 ٣- در دنباله ی حسابی 
مقدار ثابت چه عددی را نشان می دهد؟

1  قرار گرفته باشند، جمله ی 
4

1  و بعد عدد 
3

۴- اگر در جملات يک دنباله ی حسابی، اول عدد 
1  را بنويسيد.

3
قبل از 

y (x z)= +
1
2

۵- اگر x  و y و z به ترتيب جملات متوالی يک دنباله ی حسابی باشند، نشان دهيد: 
٦- اگر جمله ی پنجم يک دنباله ی حسابی ۱۷ و جمله ی دوازدهم آن ۵۲ باشد، جمله ی عمومی 

اين دنباله را به دست آوريد.
٧- دنباله ی زير به ازای چه مقداری از x ، يک دنباله ی حسابی خواهد بود:

x , x , x− + +1 2 1 2
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٨-  نشان دهيد که اگر جملات يک دنباله ی حسابی را در عددی ضرب کنيم، دنباله ی جديد نيز 
يک دنباله ی حسابی است.

٩- اگر زاويه های مثلثی را از کوچک به بزرگ مرتب کنيم و يک دنباله ی حسابی تشکيل شود، 
نشان دهيد که يکی از زاويه های اين مثلث ٦٠ درجه است.

١٠- مثلث قائم الزاويه ای ارائه کنيد که طول ضلع کوچک آن ۱ باشد و اگر طول اضلاع آن را 
از کوچک به بزرگ مرتب کنيم يک دنباله ی حسابی تشکيل دهند. اگر طول ضلع کوچک اين مثلث 

a باشد، طول بقيه ی اضلاع را بر حسب a حساب کنيد.

دنباله ی هندسی 
يکی از بازی های دوران کودکی به هوا انداختن توپ بود که در آن بارها شاهد به زمين خوردن  و 
دوباره به هوا رفتن آن بوده ايم و احتمالاً تعداد دفعات زمين خوردن و به هوا رفتن توپ برايمان جالب 
بوده است. اکنون که بزرگ تر شده ايم، می توانيم با توصيف رياضی اين بالا و پايين رفتن های توپ، 

درک عميق تری از آن به دست آوريم.

توپی در اختيار داريم که هرگاه آن را از ارتفاعی به زمين رها کنيم در برخورد با زمين مقداری از 
انرژی خود را از دست می دهد و در هر برگشت به  بالا  به ۶۰  درصد  ارتفاع  قبلی  خود  بر می گردد.

۱- اين توپ را از ارتفاع ۲۵ متری رها می کنيم. ميزان ارتفاعی که توپ پس از اولين و دومين و 
سومين برخورد با زمين به بالا می آيد را بنويسيد.

۲- هر جمله ی اين دنباله با جمله ی قبلی چه رابطه ای دارد؟
۳- پس از n برخورد با زمين، توپ تا چه ارتفاعی بالا می رود؟

۴- آيا اين دنباله يک دنباله ی حسابی است؟
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دنباله هايی كه هر جمله ی آن (غير از جمله ی اول) با ضرب يك مقدار ثابت در جمله ی 

قبلی به دست می آيند را دنباله ی هندسی می نامند.

از  (غير  جمله  هر  آن ها  از  کدام  هر  در  هستند.  هندسی  دنباله ی  يک  زير  دنباله های  از  کدام  هر 
جمله ی اول) با ضرب عددی معين در جمله ی قبلی ساخته شده است.

,  (ب                              ٤٨ , ۲٤ , ١٢ , ٦ , ٣  (الف , , ,1 5 5 5 5 25

,  (ج , ,2 2 2
2

3 9 27
١-  , ١ , ١- , ١    (د                                   

 

۱- وقتی می گويند در يک کشور نرخ رشد ساليانه ی جمعيت ۳ درصد است، يعنی جمعيت آن 
کشور در هر سال به ميزان ۳ درصد جمعيت سال قبل، افزايش می يابد. فرض کنيد يک کشور ۵۰ 

ميليون نفر جمعيت دارد و نرخ رشد ساليانه ی جمعيت آن ۳ درصد است.
الف) جمعيت سال دوم چند برابر جمعيت سال اول است؟ جمعيت سال سوم چند برابر جمعيت 

سال دوم است؟
ب) جمعيت اين کشور را در سال های اول تا پنجم بنويسيد. (می توانيد از ماشين حساب استفاده 

کنيد.)
ج) اين دنباله يک دنباله ی حسابی يا يک دنباله ی هندسی است؟
د) جمعيت اين کشور پس از گذشت n سال چه قدر خواهد بود؟

۲- کدام يک از دنباله های زير دنباله های هندسی هستند؟ دليل خود را ارائه کنيد.

... , ١٦- , ٨ , ٤- , ٢ , ١-  (ب                            ... , ٥ , ٥ , ٥ , ٥ , ٥  (الف
,  (د                                   ... , ۸  , ۶ ,۴  , ٢ (ج      , ( )( ) ,...− π − π − π + π2 21 1 1 1
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در يك دنباله ی هندسی، هر جمله (غير از جمله ی اول)  با ضرب يك مقدار ثابت مانند q در 
جمله ی قبلی به دست می آيد. q را قدر نسبت اين دنباله می نامند. اگر اولين جمله ی يك دنباله ی 

هندسی a و قدر نسبت آن q باشد، جملات اين دنباله به شكل زير خواهند بود:

a , aq , aq2, aq3, ... , aqn-1, ...

دنباله aqn-1  است.  اين   جمله ی nام 

ازجمله دانشمندان ايرانی و مسلمان که به معرفی دنباله ی هندسی و به کارگيری آن پرداخته اند، 
ابوريحان بيرونی بوده است که در کتاب «راشيکات» به بحث راجع به آن پرداخته اند.

۱- اگر يکی از جملات يک دنباله ی هندسی ۵ و جمله ی بعدی آن ۱-  باشد، سه جمله ی بعدی 
اين  دنباله را بنويسيد.

۲- اگر يکی از جملات يک دنباله ی هندسی ۳ و جمله ی بعدی ۴ باشد، جمله ی قبل از ۳ را 
بنويسيد.

) و b باشند، جمله ی بعد از  a ≠0) a ۳- اگر دو جمله ی متوالی يک  دنباله ی هندسی به ترتيب
b چه خواهد بود؟

. y xz=2 ۴- اگر x و y و z به ترتيب جملات متوالی يک دنباله ی هندسی باشند، نشان دهيد: 
۵- اگر جمله ی چهارم يک دنباله ی هندسی ۱ و جمله ی هفتم آن ۸ باشد، جمله ی عمومی اين 

دنباله را بنويسيد.
۶- در دنباله ی زير عدد x را طوری تعيين کنيد تا اين دنباله يک دنباله ی هندسی شود. مسئله 

x , x , x− +1 1 چند جواب دارد؟                       
S1 و داخل آن دو دايره به شکل  ۷- اگر مساحت يک دايره برابر 
اين  تکرار  با  بناميم،   S2 مساحت آن ها را  مجموع  کنيم و  رسم  روبرو 

nS ساخته می شود. , S , ..., S , ...1 2 عمليات دنباله ی 

جمله ی عمومی اين دنباله را به دست آوريد و نشان دهيد اين يک دنباله ی هندسی است.
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۸- اگر جملات يک دنباله ی هندسی را در عددی ضرب کنيم، نشان دهيد دنباله ی حاصل نيز 
يک دنباله ی هندسی است.

۹- اگر جملات يک دنباله ی هندسی را به توان ۲ برسانيم، نشان دهيد دنباله ی حاصل نيز يک 
دنباله ی هندسی است.

۱۰- آيا يک دنباله می تواند هم يک دنباله ی هندسی باشد و هم يک دنباله ی عددی؟ توضيح دهيد.
 a a =3 5 16 a و  a =1 3 4 na يک دنباله ی هندسی باشد و  ,a ,a ,..., a ,...1 2 3 ۱۱- اگر 

جمله ی اول و قدر نسبت اين دنباله ی هندسی را بيابيد.

نزديک شدن  جملات يک دنباله به يک عدد
دنباله های حسابی و هندسی دسته ی خاصی از دنباله ها هستند. در حالت کلی جمله ی عمومی 
يک دنباله می تواند شکل های مختلفی داشته باشد. برخی دنباله ها به گونه ای هستند که اگر به جملات 

آن ها نگاه کنيم، متوجه می شويم که اين جملات به عدد خاصی نزديک می شوند.

۱- در تقسيم ۱ بر ۳ خارج قسمت را تا ۱ رقم اعشار و ۲ رقم اعشار و ۳ رقم اعشار و ۴ رقم 
اعشار به دست آوريد.

۲- خارج قسمت تقسيم های فوق را در يک دنباله بنويسيد.
۳- چه الگويی در جملات اين دنباله وجود دارد؟ جمله ی ششم اين دنباله چيست؟

1 حساب کنيد و دنباله ی اين تفاضل ها را تشکيل 
3

۴- تفاضل شش جمله ی اول اين دنباله را از 
دهيد . 

۵- چه الگويی در جملات دنباله ی تفاضل ها مشاهده می کنيد؟ جملات دنباله ی تفاضل ها به چه 
عددی نزديک می شوند؟

٦- جملات دنباله ی اصلی از خارج قسمت ها به چه عددی نزديک می شوند؟

نزديك  صفر  به  حاصل،  جملات  و  كنيم  كم  معين  عدد  يك  از  را  دنباله ای  جملات  اگر 

شوند، گوييم جملات آن دنباله  به آن عدد نزديك می شوند.
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در تقسيم ۲ بر ۳، خارج قسمت ها از ١ رقم تا n رقم اعشار دنباله ی زير را تشکيل می دهند.                    
۰/۶ , ۰/۶۶ , ۰/۶۶۶, … , ۰/۶…۶ , .…

2 به شکل زير است: 
3

 تفاضل جملات اين دنباله از 
//

//

//

//

−
− = − = = =

−
− = − = = =

−
− = − = = =

−
− = − = = =

2 2 6 20 18 2 0 2
0 6

3 3 10 30 30 3
2 2 66 200 198 2 0 02

0 66
3 3 100 300 300 3
2 2 666 2000 1998 2 0 002

0 666
3 3 1000 3000 3000 3
2 2 6666 20000 19998 2 0 0002

0 6666
3 3 10000 30000 30000 3

/دنباله ی تفاضل به شکل زير است: / / /, , , , ....0 2 0 02 0 002 0 0002
3 3 3 3

همان طور که ديده می شود، جملات دنباله ی تفاضل به صفر نزديک می شوند. پس جملات خود 
2 نزديک می شوند. 

3
دنباله به 

a به همان مقدار ثابت دنباله نزديک می شوند. ,a ,a ,...a جملات يک دنباله ی ثابت مانند: ...,
در اين حالت خاص، جملات دنباله دقيقاً برابر همان عددی هستند که به آن نزديک می شوند.

با تقسيم ۱ بر ۹ خارج قسمت های به دست آمده در هر مرحله را در يک دنباله بنويسيد. اين دنباله 
به چه عددی نزديک می شود؟ دليل خود را ارائه دهيد.

دنباله ی تقريبات اعشاری
a با انجام عمل تقسيم  a  بر b و نوشتن اعدادی که 

b
در بخش قبل ديديم که برای هر عدد گويای 

در خارج قسمت به دست می آيند، دنباله ای از اعداد اعشاری می توان ساخت که جملات آن به عدد 
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a نزديک می شوند. 
b

گويای 
در فعاليت زير خواهيم ديد که چگونه می توانيم برای هر عدد حقيقی( گويا يا گنگ)، دنباله ای از 

اعداد اعشاری به دست آوريم که جملات آن رفته رفته به آن عدد نزديک می شوند.

، شما عدد ديگری را در نظر بگيريد. x = 3
7

فرض کنيد x عددی بين ۰ و ۱ باشد. مثلاً: 
کنيد.  تقسيم  متناظر ۰ و ۱ را به ده قسمت مساوی  اعداد، فاصله ی بين نقاط  ۱- روی محور 
اعداد متناظر اين نقاط جديد را به صورت اعداد اعشاری بنويسيد. x بين کدام يک از اين اعداد 

. / /< <
3

0 4 0 5
7

3 داريم: 
7

قرار می گيرد؟ برای عدد 
۲- با بزرگ نمايی فاصله ی بين نقاط متناظر دو عدد قسمت بالا که x بين آن ها بوده است اين 
فاصله را به ده قسمت مساوی تقسيم کنيد. اعداد متناظر اين نقاط جديد را به صورت اعداد اعشاری 

بنويسيد. x بين کدام يک از اين اعداد قرار می گيرد؟ 
3 اين عدد بين ۰/۴ و ۰/۵ بوده است و پس از رسم بزرگ تر اين فاصله و تقسيم 

7
در مورد عدد 

. / /< <
3

0 42 0 43
7

آن به ده قسمت مساوی داريم: 
متناظر دو عدد قسمت بالا که x بين آن ها بوده است اين  بزرگ نمايی فاصله ی بين نقاط  ۳- با 
فاصله را به ده قسمت مساوی تقسيم کنيد. اعداد متناظر اين نقاط جديد را به صورت اعداد اعشاری 

بنويسيد.  x بين کدام يک از اين اعداد قرار می گيرد؟ 
3 اين عدد بين ۰/۴۲ و ۰/۴۳ بوده است و پس از رسم بزرگ تر اين فاصله و 

7
در مورد عدد 

. / /< <
3

0 428 0 429
7

تقسيم آن به ده قسمت مساوی داريم:  
با تکرار مراحل فعاليت بالا در هر مرحله اعدادی اعشاری به دست می آيند و دنباله ای تشکيل می دهند 

3 اين دنباله به شکل زير است.
7

که به عدد انتخاب شده نزديک می شوند. در مورد عدد 
/ , / , / , / , ...0 4 0 42 0 428 0 4285

  x می توان دنباله ای از اعداد اعشاری ساخت كه جملات آن به  x برای هر عدد حقيقی مثبت
نزديك می شوند.  جمله ی nام اين دنباله يك عدد اعشاری با n رقم اعشار است و هر جمله  ی 
دنباله ی  را  دنباله  اين  آيد.  می  دست  به  قبلی  جمله ی  به  اعشار  رقم  يك  شدن  اضافه  با  آن 

تقريبات اعشاری x می نامند و جمله ی nام آن را تقريب اعشاری x  با  n  رقم اعشار می نامند.
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تقريبات  دنباله ی  که  می شوند  ساخته  زير  اعداد  ترتيب  به  قسمت  خارج  در   ۶ بر   ۱۱ تقسيم  با 
11 است.

6
اعشاری 

... و 1/8333 و 1/833و 1/83 و 1/8

نزديک  عددی  چه  به  دنباله ها  اين  جملات  بزنيد  حدس  زير  دنباله های  از  يک  هر  مورد  در   -١
می شوند و با تشکيل دنباله  ی تفاضل حدس خود را بيازماييد.

/ (الف , / , / ,...0 9 0 99 0 999 / (ب                                 , / , / ,...2 9 2 99 2 999

/ (ج     , / , / ,...5 05 5 005 5 0005 / (د                   , / , / ,...1 19 1 199 1 1999  
٢- در چه حالتی جملات يک دنباله ی حسابی به عدد خاصی نزديک خواهند شد؟

٣- اگر قدر نسبت يک دنباله ی هندسی عددی بزرگ تر از ۱ باشد و جمله ی اول آن صفر نباشد، توضيح 
دهيد که چرا جملات اين دنباله به عدد خاصی نزديک نمی شوند؟

نزديک  عددی  چه  به  دنباله  اين  جملات  باشد،   ۱ برابر  هندسی  دنباله ی  يک  نسبت  قدر  اگر   -٤
می شوند؟

٥- اگر x عددی باشد که در نامعادلات زير صدق می کند، چهار جمله ی اول دنباله ی تقريبات 
اعشاری آن را بنويسيد.

x / , x /+ < − <2 1 8 1316 4 0 4343

2 را با استفاده از روش فعاليت اين بخش بنويسيد. ٦- دو جمله ی اول تقريبات اعشاری 
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ريشه گيری اعداد حقيقی
k يک عدد طبيعی  در سال گذشته با ريشه های دوم  و سوم اعداد حقيقی آشنا شديم. فرض کنيد 

بزرگتر يا مساوی ۲ باشد.

  kb a= a ناميم هرگاه:  ام عدد حقيقی  k b را يك ريشه ی  عدد حقيقی 

. همچنين عدد ۲ يک ريشه ی چهارم  =34 64 ۱-  عدد ۴ يک ريشه ی سوم ۶۴ است، زيرا 
. =42 16 ۱۶ است زيرا 

. ( )− = −52 32 ۲- عدد (۲-) يک ريشه ی پنجم ۳۲- است، زيرا  

اگر k زوج باشد، فقط اعداد نامنفی ريشه k ام دارند(چرا؟) و اگر b يک ريشه ی k ام عدد نامنفی 
. k k( b) b a− = = −b نيز يک ريشه ی k ام a است، زيرا   a باشد، آنگاه 

k نشان می دهند. a برای  k های زوج، آن ريشه ی k ام عدد نامنفی a که نامنفی است را با 

k k, , , ,≠ − = = = =4 4 416 2 16 2 81 3 0 0 1 1  -۳

برای k  های فرد هر عددی، مثبت يا منفی، مانند a ريشه ی k ام دارد و فقط يک ريشه ی k ام دارد که 
k و علامت a يکی است. (چرا؟) a k نشان می دهند. برای k های فرد، علامت  a با 

k,− = − − = −5 32 2 1 ۴- ( k فرد است) 1

k نشان داده ايم، عددی است که  a توجه داشته باشيد که ريشه k ام يک عدد مانند  a را که با 
. k k( a ) a= اگر به توان k برسد برابر a می شود، پس  

k در حالتی که a منفی و k زوج باشد معنا ندارد و هر وقت از اين علامت  a علامت گذاری 
استفاده کنيم به طور ضمنی فرض بر آن است که اگر k زوج باشد a  نامنفی است. 
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ka است. نتيجه بگيريد: ١- فرض کنيد k يک عدد طبيعی فرد است. توان k ام چه عددی برابر 
k ka a=  

ka است؟ توان k ام  ٢- فرض کنيد k يک عدد طبيعی زوج  است.  توان k ام چه اعدادی برابر 
. k ka a= ka است. نتيجه بگيريد:  چه عدد مثبتی برابر 

kk را حساب کنيد و نتيجه بگيريد: k( a b) . مقدار  kk( a ) a= ٣- بنا به تعريف ديديم: 
k k kab a b=  

. k m mka ( a )= ٤- از تساوی بالا استفاده کنيد و نشان دهيد: 
٥- دليل درستی تساوی های زير را بيان کنيد. 

n nk k knk n k k( a ) (( a ) ) ( a ) a= = =

. n k nka a= از اين تساوی ها نتيجه بگيريد: 

= (الف × = × 33 3 36 2 3 2 3 = (ب    =6 38 8 2

توان رسانی با توان اعداد گويا
پدر محمد يک زيست  شناس است و در آزمايشگاه روی باکتری ها کار می کند. در يک آزمايش 
برابر   ۲ ساعت  هر  در  باکتری ها  اين  وزن  مساعد  شرايط  در  که  شد  ديده  باکتری،  نوع  يک  کشت 

می شود.
بنابراين اگر با ۱ گرم باکتری شروع کنيم، در پايان ساعت اول، دوم، ... ، n ام، وزن باکتری ها را 

می توانيم از دنباله ی زير پيدا کنيم.
n, , , ... ,1 2 32 2 2 2

محمد از پدرش پرسيد: آيا بايد حتماً تا پايان ساعت منتظر شويم؟ آيا می توانيم وزن باکتری ها را 
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پس از نيم ساعت هم پيدا کنيم؟
پدر محمد گفت: تو فکر می کنی پس از نيم ساعت وزن باکتری ها چه قدر شده باشد؟ 

  گرم شده باشد.
1
22 محمد گفت: حدس می زنم وزن آن ها  

 چه قدر است؟
1
22 پدر محمد گفت: 

محمد گفت: نمی دانم ولی بايد بتوانيم مقدار آن را بيابيم. اگر فرض کنيم در هر نيم ساعت وزن 
b  می شود.  b b× = 2 باکتری ها b برابر شود، در اين صورت بعد از يک ساعت وزن باکتری ها برابر
 b زيرا) b = 2 b . بنابر اين  =2 2 از طرفی پس از يک ساعت باکتری ها دو برابر می شوند؛ پس 

. =
1
22 2 مثبت است)، پس: 

 به دست می آوريد؟
1
32 ۱- با تکرار روش مشابه چه مقداری برای 

n به دست می آوريد؟
1

2 ۲- با تکرار روش مشابه چه مقداری برای 
۳- اگر باکتری ها در هر ساعت ۳ برابر می شدند، و با ۱ گرم باکتری شروع می کرديم، وزن باکتری ها 

پس از نيم ساعت چه قدر می شد؟
n به دست می آوريد؟

1

3  و 
1
23 ۴- با روش های مشابه چه مقداری را برای 

na پيشنهاد می کنيد؟ 
1

۵- اگر a عددی مثبت و n يک عدد طبيعی باشد، چه مقداری را برای 

۶- اگر a عددی مثبت و n يک عدد طبيعی  و p يک عدد صحيح باشد، چه مقداری را برای 
 پيشنهاد می کنيد؟ 

p
na

pr که p عددی صحيح 
n

= فعاليت بالا نشان می دهد که برای يک عدد حقيقی مثبت a و عدد گويای 
ra که توان r ام a نام دارد، به شکل زير تعريف می شود: و n يک عدد طبيعی است، 

p
n pnra a ( a )= =
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( )
− −= =
1

122 1
6 6

6
    -٢                   ( )= = =

3
3 3224 4 2 8     -۱

( )= = =
3

335 101052 2 2 8     -۳

6 را با استفاده از تعريف توان رسانی به توان اعداد  32 4 و  22 2 و  ۱- هر يک از اعداد 
گويا حساب کنيد و پس از ساده کردن، نتيجه بگيريد که همگی آن ها با هم برابرند.

p kp
n kn
= ۲- اگر p يک عدد صحيح و n يک عدد طبيعی باشد، برای يک عدد طبيعی k داريم   

با استفاده از تعريف توان رسانی با توان اعداد گويا با محاسبه ی هريک از توان رسانی های داده شده 
(a>٠) p kp

n kna a= پس از ساده کردن نتيجه بگيريد:  

قوانين توان رسانی توان های صحيح برای توان های گويا نيز برقرار است. در زير  a و b دو عدد 
حقيقی مثبت و  r و s دو عدد گويا هستند.

r s r s

r s rs

r r r

a a a

(a ) a

(ab) a b

+ =

=

=

تعريف  از  استفاده  و  طبيعی  عدد  يک  بر  صحيح  عدد  يک  تقسيم  صورت  به   s و   r نوشتن  با 
می توان  را  تساوی ها  اين  درستی  ريشه گيری  روابط  از  استفاده  و  گويا  اعداد  توان  به  توان رسانی 

به دست آورد.
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( ) ( ) ( )

( )

+

×

= = × =

= = = = =

= × = × = × =

7 1 1
1

66 6 6

3 1 3 1 3 3
3 442 2 2 2 2 4

1 1 1 1
2 2 2 2

5 5 5 5 5 5

2 2 2 2 2 8

8 4 2 4 2 4 2 2 2

 

 (الف

(ب

(ج

. r =1 ۱- برای هر عدد گويای r نشان دهيد: 1
. r

ra
a

− =
1 ۲- برای هر عدد گويای r و عدد حقيقی مثبت a نشان دهيد: 

1264 را به صورت يک عدد راديکالی با فرجه ی ٣ بنويسيد. ٣- عدد 
٤- ريشه گيری های زير را بر حسب توان های گويا بنويسيد و پس از ساده کردن مجدداً بر حسب 

ريشه گيری بنويسيد.
4 (الف  35 5 6× (ب               3 37 14 5÷ (ج          84 8   

٥- برای هر عدد حقيقی مثبت a و اعداد طبيعی m و n درستی تساوی زير را نشان دهيد.
mnm n m na a a +× =

ضرب  و   a در   a<1 نامساوی  طرفين  ضرب  با  باشد،   ۱ از  بزرگ تر  عددی   a کنيد  فرض   -٦
مجدد نامساوی به دست آمده در  a و ادامه ی اين عمل نتيجه بگيريد:
na a a .... a ...< < < < < <2 31

اما اگر a عددی مثبت و کمتر از ۱ باشد با روش مشابه نشان دهيد:
n.... a ... a a a< < < < < <3 2 1
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توان رسانی با توان اعداد حقيقی

آيا  که  افتاد  فکر  اين  به  کند،  تعريف  را  گويا  اعداد  توان  به  توان رسانی  بود  توانسته  که  محمد 
22 را تعريف کرد و  می توان، توان رسانی به توان اعداد گنگ را هم تعريف کرد. مثلاً، آيا می توان 

معنايی برای آن پيدا کرد؟
محمد نزد دبير رياضی خود رفت و از او کمک خواست. دبير به او گفت از تجربه ی خود در 

 استفاده کند. 
1
22 تعريف 

 از وزن باکتری هايی که در هر ساعت ۲ برابر می شدند استفاده کرديم. 
1
22 محمد گفت: در تعريف 

 r2 اگر با ۱ گرم باکتری شروع می کرديم، پس از r ساعت که r يک عدد گويا است، وزن باکتری ها 
22 گرم باشد. 2 ساعت نيز وزن باکتری ها بايد  گرم بود. بنابراين پس از 

22 است ولی چگونه آن را محاسبه می کنيد؟ دبير گفت: اين معنای مناسبی برای 
22 راهی به   از ريشه گيری استفاده کرديم اما برای محاسبه ی 

1
22 محمد گفت: در محاسبه ی 

نظر من نمی رسد.
دبير گفت: در کار کردن با اعداد حقيقی معمولاً محاسبه ی دقيق امکان پذير نيست و بهتر است 

22 را به دست آورد؟ دنبال يافتن تقريبات اعشاری آن ها باشيم. آيا می توان تقريبات اعشاری 
2 را می شناسيم که دنباله ای به شکل  محمد گفت: اين ممکن است، زيرا ما تقريبات اعشاری 

زير است.
/ , / , / , / , ....1 4 1 41 1 414 1 4142

/ می توانيم مقدارهای  / / /, , , , ....14 141 1414 141422 2 2 2 پس با محاسبه ی مقدارهای 
22 را به دست آوريم.  تقريبی 

دبير گفت: درست است. سپس افزود به طور کلی می توان همانند توان رسانی به توان اعداد گويا 
برای اعداد حقيقی توان رسانی را تعريف نمود. دلايل آن را سال های بعد می بينيد. شما با اين روش 

می توانيد برای هر عدد حقيقی b و عدد حقيقی مثبت a توان b ام a را تعريف کنيد.
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b ؟ =1  چرا برای هر عدد حقيقی b می توانيم نشان دهيم: 1

ba نشان می دهند. توجه داشته باشيد که در توان رسانی، پايه همواره عددی  توان b ام a را با 
مثبت است ولی نما هر عددی می تواند باشد.

قوانين توان رسانی به توان اعداد گويا برای توان رسانی به توان اعداد حقيقی هم برقرارند. در 
زير a و c اعداد حقيقی مثبتی هستند و b و d اعداد حقيقی دل خواهی هستند.

b d b d

b d bd

b b b

a a a

(a ) a

(ac) a c

+ =

=

=

 (الف

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

− + − + +

×

× = = =

= = =

π− π+ = π− π+ = π −

1 3 1 3 1 3 1 3 2

2 2 2 2 2

33 3 2 3

5 5 5 5 25

3 3 3 3

1 1 1 1 1

(ب

(ج

۱- مقدارهای زير را حساب کنيد.

3× (الف 32 2 ) (ب                                    )
3 123

) (ج     ) ( )( )
− +2 2 2 215 ) (د                          ) ( )+ −− +

1

2 1 2 13 2 3 2  
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x برابر ۲ شود. 2 ۲- مقدار مثبت x را به گونه ای تعيين کنيد که 
2 برسانيد.) x طرفين را به توان  =2 2            (راهنمايی: در معادله ی 

(a>٠) . b ba ( a )= ۳- نشان دهيد: 

۴- برای اعداد حقيقی مثبت a و c و اعداد حقيقی b و d نشان دهيد: 
 b b

b b d
b d

a a a( ) , a
c c a

−= =     ,  b
ba

a
− =

1

۵- با استفاده از خواص اساسی توان رسانی، برای هر عدد حقيقی مثبت a و عدد حقيقی دلخواه 
ba همواره عددی مثبت است.  و نتيجه بگيريد: 

b
ba (a )= 22 b نشان دهيد: 
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مفهوم رابطه و تابع
      در موارد زيادی پديده های پيرامون ما با يک ديگر در ارتباط هستند. به طور مثال «رشد» 
به  وابستگی  نوعی  زنده  موجودات  در  رشد  تغييرات  است.  ارتباط  در  زمان  با  که  است  پديده ای 
تغييرات زمان دارد. تغييرات در درجه حرارت و تغييرات ارتفاع به يکديگر وابسته هستند. مساحت 
يک دايره به شعاع آن وابسته است. بنابراين طبيعی به نظر می رسد که اين ارتباط ها را به طور دقيق تر 

مطالعه کنيم و در نتيجه کنترل و آگاهی بيشتری درمورد آن ها و نيز اسرار خلقت داشته باشيم.
    شايد بيشتر شما نمودارهای وزن و يا قد يک کودک از بدو تولد تا هنگام ورود به مدرسه را 
ديده باشيد. شکل (۱) نمودار تغييرات وزن يک کودک طبيعی را  از هنگام تولد تا يک سالگی نشان 

می دهد۱. 

           
شکل١: نمودار تغييرات در وزن يک کودک طبيعی

  هنگامی که پزشکان می خواهند درمورد رشد وزن يک کودک اظهار نظر کنند، نمودار وزن او را 
با نمودار شکل (۱) مقايسه می کنند. در مقايسه ی نمودار وزن هر کودک با نمودار شکل (۱)، چهار 

وضعيت متفاوت ممکن است رخ دهد که در شکل (۲) نشان داده شده اند.

 د) اُفت رشد                           ج) توقف رشد                        ب)کندی رشد                         الف) رشد مطلوب           
شکل٢

١.برای سادگی يک نمونه از نمودار ها ی واقعی ارائه شده است.

رم )
لو گ

ن (کي
وز

زمان (ماه)
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جدول زير نشان دهنده وزن يک کودک است که در پايان هرماه طی يک سال، توسط پزشک (يا 
يک مرکز بهداشتی) ثبت شده است.

زمان(ماه) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

وزن(کيلوگرم) /2 8 /3 3 /4 2 5 5 5 /4 8 /4 5 /5 5 /6 5 /7 2 8 /8 5

الف) به نظر شما در فاصله زمانی تولد تا سه ماهگی، رشد کودک با کدام يک از چهار وضعيت 
نشان داده شده در شکل (۲) مطابقت دارد؟

ب) در چه فاصله ی زمانی وزن او ثابت مانده است؟
ج) اعداد داده شده در جدول را روی شکل (۱) مشخص کنيد. نقاط به دست آمده را به يک ديگر 
وصل کنيد تا نمودار جديدی به دست آيد. با مقايسه ی اين نمودار با نمودار اصلی، رشد کودک از 

نظر وزن را در طی يک سال بررسی کنيد. 
که  نموداری  کمک  به  ولی  بود  نشده  اندازه گيری  ماه ها  بين  فاصله ی  در  کودک  وزن  اگرچه 

رسم کرده ايد، می توانيد وزن او را در فاصله ی بين ماه ها نيز به صورت تقريبی تعيين کنيد. 
به  کرد،  ارائه  می توان   نمودار  يک  صورت  به  اين که  بر  علاوه  را  جدول  در  شده  داده  اطلاعات 
 A صورت های ديگر نيز می توان نمايش داد. مثلاً، می توانيم ماه ها ی يک سال را در مجموعه ای مانند
و وزن های نظير کودک در هر ماه را در مجموعه ای مانند B نمايش دهيم (شکل ۳). همچنين برای 
نشان دادن وابستگی و ارتباط بين اين دو مجموعه، هر عدد در مجموعه ی A را با يک پيکان، به 
عدد نظير آن در مجموعه ی B وصل می کنيم. اين گونه نمايش رابطه ی بين دو مجموعه را  «نمودار 

ون» می نامند.

با توجه به فعاليت بالا، نمودار ون داده شده در شکل (۳) را تکميل کنيد:
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12

2/8
3/3
4/2
5

4/8
4/5
5/5
6/5
7/2
8

8/5

شکل(۳)

A                                          B
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هر يک از سه روشی که برای نشان دادن وابستگی و ارتباط بين دو مجموعه ذکر شد (جدول، 
نمودار و نمودار ون) دارای مزايايی است. شيوه و نوع مطالعه پديده ها، بر استفاده از يک يا چند نوع 
نمايش تأثير می گذارد. در هر حال هر يک از سه نمايش ذکر شده، نمايش يک «رابطه» يا وابستگی 

بين اعضای دو مجموعه هستند.

١ــ شکل (۴) نمودار ميزان توليد يک محصول کشاورزی را در طی سال های ۱۳۸۳ تا ۱۳۸۷ 
نشان می دهد.

شکل٤: نمودار ميزان محصول کشاورزی
الف) نمايش های ديگر اين رابطه (جدول و نمودار ون) را ارائه کنيد.
ب) نقاط A و B و C و D و E هر يک چه چيزی را بازگو می کنند؟

ج) آيا اين امکان وجود دارد که در يک سال معين، ميزان محصول به دست آمده دو عدد متفاوت 
باشد؟! آيا سال هايی را می توان يافت که ميزان محصول توليد شده در آن سال ها يکسان باشد؟ 

اگر در شکل (۴) محور افقی را  محور طول  و محور عمودی را محور عرض در نظر بگيريم، 
مختصات هر يک از نقاط داده شده  را می توان با يک «زوج» از اعداد به صورت زير نمايش داد:

A( , ) B( , ) C( , ) D( , ) E( , )83 2 84 4 85 6 86 4 87 8

) برابر نيستند و   , )2 83 ) و  , )83 2     ترتيب نوشتن اعداد در هر زوج مهم است .مثلاً زوج های
دو نقطه متفاوت  را  در يک دستگاه مختصات نشان می دهند. از اين جهت به هر يک از  زوج های 
متناظر با نقاط A  تا E يک «زوج مرتب» می گوييم. حال اگر همه اين زوج های مرتب داده شده  را 
در مجموعه ای قرار دهيم، يک نمايش ديگر برای رابطه ارائه شده در  فعاليت (۲) به دست می آيد. 

 { }( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )83 2 84 4 85 6 86 4 87 8 مجموعه  ی:      
، ۸۵ را مؤلفه ی اول و ۶ را  ( , )85 6 نمايش زوج مرتبی رابطه ی داده شده می باشد. در زوج مرتب

مؤلفه ی دوم می ناميم.

ن تُن
يليو

م

سال
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٢ــ شکل (۵) نمودار ارتفاع پرواز يک پرنده از سطح زمين را، در طی ۱ دقيقه نشان می دهد.

شکل٥: نمودار ارتفاع يک پرنده

الف) چه تفاوت ظاهری بين اين نمودار و نمودار فعاليت (۲) مشاهده می کنيد؟
ب) اين نمودار، رابطه ی بين چه مجموعه هايی را نشان می دهد؟ 

ج) از بين چهار نمايش مختلفی که برای اين رابطه می شناسيد، به نظر شما کدام يک مناسب تر است؟
د) آيا اين امکان وجود دارد که پرنده در يک زمان معين در دو ارتفاع متفاوت از سطح زمين باشد؟! 
هـ) آيا زمان هايی وجود دارند که در آن ها پرنده ارتفاعی يکسان از سطح زمين داشته باشد؟

شهرهای تهران، مشهد، اصفهان، شيراز و تبريز در يک سطر جدول زير نوشته شده اند. در سطر 
ديگر جمعيت آن شهرها را به طور تقريبی بنويسيد. 

شهر تهران مشهد اصفهان شيراز تبريز
جمعيت(ميليون نفر)

الف) با استفاده از محورهای مختصات نموداری  برای رابطه ی داده شده در جدول رسم کنيد. 
همچنين  اين رابطه را با نمودار ون نمايش دهيد.

ب) آيا امکان دارد که يک شهر دو جمعيت مختلف داشته باشد؟! آيا به طور کلی اين امکان وجود 
دارد که دو يا چند شهر جمعيتی يکسان داشته باشند؟

مفهوم تابع
در اين جا ويژگی های مشترک رابطه های ذکر شده در صفحات قبل را مرور می کنيم. همان طور 
که درمورد تغييرات وزن يک کودک ديديد، اين امکان وجود دارد که در پايان همه ی ماه ها، کودک 

متر)
اع (
ارتف

زمان (ثانيه)
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دارای وزن های متفاوت باشد (نمودار رشد يک کودک معمولی). همچنين ممکن است در پايان دو يا 
چند ماه مختلف دارای وزنی يکسان باشد و به عبارت ديگر وزن او ثابت مانده باشد. اما:

داشته  متفاوت  وزن  چند  يا  دو  معين  ماه  يك  پايان  «در  كودك  يك  كه  است  ممكن  غير 
باشد».

چند  محصول به دست آمده دو يا  پايان يك سال معين «ميزان  ممكن است كه در  غير 
مقدار متفاوت باشد».

متفاوت  ارتفاع  چند  يا  دو  در  معين  زمان  يك  در   » پرنده  يك  كه  است  ممكن  غير  همچنين 
باشد».

و سرانجام غير ممكن است كه يك شهر «در يك زمان معين دارای دو يا چند جمعيت 
متفاوت باشد».

يک  رابطه هايی  چنين  به  رياضيات  در  می کنيد؟  پيدا  رابطه ها  اين  همه ی  در  مشترکی  مفهوم  چه 
«تابع» گفته می شود. به عبارت دقيق تر:

يك تابع از مجموعه ی A به مجموعه ی B، رابطه ای بين اين دو مجموعه است كه در آن 

به هر عضو ازA دقيقاً يك عضو از B نظير می شود.

می توان با استفاده از نمايش های مختلف يک  رابطه، در مورد تابع بودن آن رابطه قضاوت کرد. 
مثلاً به کمک نمودار ون می توان تابع بودن يک رابطه را بررسی کرد. به عبارت ديگر با توجه به مفهوم 

تابع:
است،  شده  داده  نمايش  ون  نمودار  با  كه   B مجموعه ی  و   A مجموعه ی  بين  رابطه  يك 

تنها در صورتی تابع است كه از هر عضو A دقيقاً يك پيكان خارج شود.

اين نکته را می توان به عنوان معياری برای تشخيص تابع بودن يک رابطه با استفاده از نمودار 
ون در نظر گرفت.

با تکميل جملات زير برای تشخيص تابع بودن يک رابطه، هنگامی که آن رابطه  به صورت نمودار 
يا زوج مرتب ارائه می شود، معيارهايی به دست آوريد.
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خط  هر  كه  است  تابع  يك  نمودار  اين  هنگامی  باشد،  شده  داده  رابطه  يك  نمودار  اگر 
موازی محور عرض ها نمودار را حد اكثر............................................................

.............
اگر يك رابطه به صورت مجموعه زوج های مرتب داده شده باشد، هنگامی اين مجموعه 
تابع است كه هيچ دو زوج مرتب متمايزی1 در آن..................................................

 .....................................................

توجه داشته باشيد که ممکن است يک رابطه ی دلخواه، تابع نباشد. به طور مثال رابطه های زير تابع 
نيستند.

۱ــ فرض کنيد مجموعه ی A شامل سه دانش آموز به نام های 
محمد، حسين و اميد و مجموعه ی B شامل ورزش های مورد 
علاقه ی آن ها يعنی واليبال و فوتبال باشد. چرا اين رابطه يک 

تابع نيست؟

 ۴ تا   ۱ طبيعی  اعداد  مجموعه ی  بين  رابطه ی  مقابل  نمودار  ۲ــ 
را  است،  اعداد  اين  مقسوم عليه های  شامل  که  مجموعه ای  و 
نظير  آن  عليه های  مقسوم  به  عدد  هر  رابطه  اين  در  می دهد.  نشان 

می شود.
چرا اين نمودار يک تابع را نشان نمی دهد؟ سه نمايش ديگر 
اين رابطه را که می شناسيد، ارائه کنيد و توضيح دهيد که چرا 

اين نمايش ها، نمايشی از يک تابع نيستند.

۱ــ در هر يک از موارد زير رابطه ای بين دو پديده ذکر شده است. توضيح دهيد که چگونه اين 
رابطه ها را می توان به کمک يک تابع توصيف کرد؟

رابطه ی بين افراد و قد آن ها
رابطه ی بين افراد و وزن آن ها

١. دو زوج مرتب (c,d) و (a,b) مساوی هستند هرگاه a=c و b=d در غير اين صورت دو زوج مرتب را متمايز می ناميم. 

محمد

حسين

اُميد

واليبال

فوتبال

A                      B

اعداد طبيعی

يه ها
وم عل

مقس
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رابطه ی بين افراد و سن آن ها
رابطه ی بين دانش آموزان يک کلاس و نمره ی رياضی پايان ترم آن ها

رابطه ی بين سال های مختلف و ميزان بودجه ی اختصاص يافته به آن سال ها در يک کشور
رابطه ی بين افراد و دمای بدن آن ها در يک زمان خاص

رابطه ی بين مستطيل ها و  محيط آن ها
آيا می توانيد رابطه های ديگری را مثال بزنيد که تابع باشند؟

چند رابطه مثال بزنيد که تابع نباشند.

کدام يک از رابطه هايی که به صورت های متفاوت در مسائل ۲، ۳ ، ۴ و ۵ نمايش داده  شده اند، 
يک تابع هستند؟
۲- نمودار

         
(ب)                                                 (الف)

                

             

(د) (هـ) (و)

(ز)(ح)(ط)(ی)

(ج)
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۳- جدول

x 2 9 0 5 -1
y 1 0 2 4 4

         

x 1 2 3 4 5 …
y 6 7 8 9 10 …

x 1
3 -2 5 -2 7 10

y 1
3 1 5 4 5 2          

x 2 8 7 4 8
y 2 7 7 9 4

۴- نمودار ون

3

7

0

-5

2

1

3

5

4

6

9

6

4

1

2

3

4

7

2

9

5

۵- زوج های مرتب
( , ) , ( , ) , ( , ) ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )

( , ) , ( , ) , ( , ), ( , ) ( , )

( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) ( , ) , ( , ) , ( , )

{ } { }

{ } { }

{ } { }

− −

− −

−

3
2 1 3 5 3 7 01 1 5 1 8 1

5
1 1

11 2 2 4 4 5 2
3 3

2 3 0 6 0 3 7 1 2 3 3 2 (هـ11 (و

(الف)

(الف

(ج)

(ج

(د)

(د

(ب)

(ب

(الف) (ب)

(ج) (د)
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۶- اگر بدانيم رابطه ی زير يک تابع است، مقادير a و b را به دست آوريد و نمودار تابع را رسم 
کنيد.

{ }(a , ) , ( , a ) , (a , b ) , ( , ) , ( , )− − − +1 2 5 2 2 3 3 5 5 3

شهر  يک  دمای  در  تغييرات  مقابل  نمودار   -۷
نشان  را  ظهر  از  بعد   ۱۴ تا  صبح   ۷ ساعت  از 

می دهد.
آيا اين نمودار يک تابع را نشان می دهد؟ 

چه قدر  شده  ثبت  دمای  کم ترين  و  بيش ترين 
هستند؟

در کدام ساعات دما ثابت مانده است ؟
چگونه به کمک نمودار می توان همه ی زمان هايی را مشخص کرد که دمای هوا در آن زمان ها 

يک مقدار معين است؟
۸- کدام يک از نمودارهای زير، می تواند نمايشگر ارتفاع هواپيمايی باشد که از يک فرودگاه بلند 

می شود، مدتی در آسمان پرواز می کند و سپس فرود می آيد؟

نمودارهای ديگر چه چيزهايی را می توانند نشان دهند؟ آيا هر سه نمودار تابع هستند؟

دامنه و برد توابع
جدول زير رابطه ی بين ساعاتی از روز و دمای بدن يک فرد بيمار را نشان می دهد:

ساعات روز 8 9 10 11 12

دمای بدن(سانتی گراد) 40 38 37 37 37

اطلاعات داده شده در جدول راچگونه تفسير می کنيد؟ 
نمايش رابطه داده شده به صورت زوج های مرتب از اين قرار است:

{ }( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )8 40 9 38 10 37 11 37 12 37

راد)
ی گ
سانت

دما (

ساعات
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رابطه  «دامنه»  را  رابطه   هر  دهنده ی  تشکيل  مرتب  زوج های  اول  مؤلفه های  همه ی  مجموعه ی 
{ }A , , , ,= 8 9 101112 می نامند. بنابراين دامنه ی رابطه ی داده شده برابر است با مجموعه ی:

مجموعه ی مؤلفه های دوم زوج های مرتب تشکيل دهنده هر رابطه را «برد» رابطه می نامند. بنابراين 
. { }B , ,= 37 38 40 برد رابطه ی داده شده برابر است با مجموعه ی: 

الف) اگر بخواهيم با استفاده از جدول داده شده،  دامنه و برد رابطه را بيابيم چگونه اين کار را 
انجام دهيم؟

آيا  تعيين کنيد.  آن ها  از  را  رابطه  برد  و  دامنه  و  کنيد  ارائه  را  رابطه  اين  ديگر  نمايش های  ب) 
می توانيد روشی برای يافتن دامنه و برد از نمايش های مختلف يک رابطه ارائه دهيد؟

ج) چرا رابطه ی داده شده يک تابع است؟ 
توجه داريم که دامنه و برد يک تابع دقيقاً مشابه دامنه و برد يک رابطه تعريف می شود، بنابراين:

«دامنه»  را  تابع  يك  دهنده  تشكيل  مرتب  های  زوج  اول  مؤلفه های  همه ی  مجموعه ی 
تابع  «برد»  را  تابع  يك  دهنده  تشكيل  مرتب  های  زوج  دوم  مؤلفه های  همه  مجموعه ی  و 

می نامند.

و برد آن مجموعه  { }A , , , ,= 8 9 101112 دامنه ی تابع مورد بحث در فعاليت قبل مجموعه  
} می باشد. }B , ,= 37 38 40

١- دامنه و برد رابطه های زير را که به شکل های مختلفی ارائه شده اند به دست آوريد. در هر مورد 
تابع بودن رابطه ی داده شده را نيز بررسی کنيد.

 { }( , ) , ( , ) , ( , )−2 3 3 5 2 7 الف) 
ب) 

چند ضلعی مثلث مربع مستطيل متوازی الاضلاع
 مجموع زوايای
180 داخلی(درجه) 360 360 360
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2
1
0
-1
-2

4

1

0                                

ج)

                  

               
٢- تابعی مثال بزنيد که:

الف) دامنه ی آن تنها شامل دو عضو باشد.
ب) برد آن تنها از يک عضو تشکيل شده باشد.

ج) دامنه ی آن تنها يک عضو داشته باشد.
د) دامنه ی آن نامتناهی باشد ولی برد آن تنها يک عضو داشته باشد.

هـ) دامنه  و برد آن نامتناهی باشند.

(د (هـ

(و (ز
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توابع خطی
نام گذاری توابع

همان گونه که مجموعه ها، بردارها، خطوط و بسياری از مفاهيم رياضی را نام گذاری می نماييم، 
  Sو R  برای رابطه ها و توابع نيز می توان نام هايی را انتخاب کرد. معمولاً رابطه ها را با حروفی مانند

و T و ...و توابع را با حروفی مانند f و g و h و... نام گذاری می کنيم۱.به طور مثال:
{ }
{ }

R ( , ) , ( , ) , ( , )

S ( , ) , ( , )

=

= −

1 2 3 5 1 7

0 2 4 7

R و S دو رابطه هستند. رابطه ی S تابع نيز هست  ولی رابطه ی R تابع نيست.
همچنين f و g که به صورت زير تعريف شده اند، دو تابع هستند:

f ( , ) , ( , ) , ( , )

g ( , ) , ( , ) , ( , )

{ }

{ }

= −

=

1
3 4 5 2 2

2

2 5 3 7 4 9

در سال گذشته در درس رياضی ۱ با روابط خطی آشنا شده ايد. رابطه ی بين بسياری از پديده ها، 
يک رابطه ی خطی است.

وقتی که آذرخش رخ می دهد، اندکی پس از ديدن نور آن، صدای آن را می شنويم. در جدول زير 
زمان شنيده شدن صدای آذرخش پس از مشاهده نور آن و نيز فاصله ی ما، تا مکانی که آذرخش به 

وقوع پيوسته است، داده شده است. زمان را با t و مسافت را با h نمايش می دهيم.

t (ثانيه) 0 1 2 5
2

3 4 5 6 9 12 …

h (کيلومتر) 0
1
3

2
3

5
6

1
4
3

5
3

2 3 4 …

الف) چه رابطه ای بين زمان و مسافت وجود دارد؟ اين رابطه را با کلام خود توضيح دهيد.
١. R ابتدای کلمه انگليسی Relation است که به معنی رابطه و f ابتدای کلمه function می باشد که به معنی تابع است.
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ب) زمان های ديگری را مثال بزنيد و فاصله ی (مسافت) متناظر را حساب کنيد. به طور کلی به 
جای t چه اعدادی می توانيم قرار دهيم؟ آيا همه ی زمان های ممکن را می توان در جدول ارائه کرد؟

h (يا  t=
1
3

 ج) به کمک آن چه که در رياضی ۱ آموخته ايد، معادله ی اين رابطه را می توان به صورت
) نمايش داد. نمودار اين رابطه را در (شکل الف) رسم کنيد و دامنه و برد آن را به دست آوريد. th =

3

می کند؟   توصيف  بهتر  را  شده  داده  رابطه ی  نمايش  کدام  می شناسيد،  که  نمايش هايی  بين  از  د) 
همان گونه که ديده می شود، رابطه ی داده شده يک تابع است.

th که در  =
3

y را (در شکل ب) رسم کنيد و آن را با نمودار رابطه ی  x=
1
3

هـ) نمودار خط 
شکل الف رسم کرده ايد، مقايسه کنيد. چه شباهت ها و تفاوت هايی بين دو نمودار مشاهده می کنيد.

       
             (ب)                                                                      (الف)

تفاوت مهم اين دو رابطه در آن است که برای t مقدارهای منفی را نداريم درحالی که برای x مقادير 
منفی را نيز در نظر گرفته ايم. به جز اين نکته، اگر به جای  x ،t و به جای y ،h را قرار دهيم رابطه ی 
تبديل می شود.    y x=

1
3

معادله ی  به   ، h t=
1
3

يعنی آذرخش  مسافت  و  زمان  برای  شده  داده 
اين چنين توابعی را توابع خطی می ناميم.

y  نمايش داد، يك تابع خطی ناميده می شود.  a x b= + هر تابع كه بتوان آن را به شكل  

قابل 
  

y x=
1
3

هر دو نمودار الف و ب در فعاليت قبل توابعی را مشخص می کنند که با معادله ی 
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نمايش هستند، اما دامنه های اين دو تابع و برد آن ها نيزمتفاوتند. دامنه و برد تابع آذرخش، مجموعه 
اعداد حقيقی   نا منفی است، در حالی که دامنه  و برد تابع ديگر مجموعه اعداد حقيقی است.

چند  از  پس  می سوزد.  سانتی متر   ۴ ساعت  هر  در  و  دارد  ارتفاع  سانتی متر   ۲۰ شمع  يک   -۱
را  شمع  ارتفاع  مختلف  ساعات  طی  در  و  کنيد  تنظيم  جدولی  شد؟  خواهد  خاموش  شمع  ساعت 

محاسبه کنيد.
x (زمان) 0 1 2 3 4 5

y (ارتفاع شمع)
نمودار اين تابع را رسم کنيد. 

چرا اين تابع، يک تابع خطی است؟
 y = 5 خط  درمورد  چرا؟  گرفت؟  نظر  در  تابع  يک  عنوان  به  می توان  را   x =2 خط  آيا   -۲

چه طور؟ در حالت کلی چه موقع يک خط را می توان يک تابع نيز در نظر گرفت؟
۳- معادله ای برای هر يک از توابع خطی داده شده با جدول های زير بنويسيد.

x 0 1 2 3 4 5

y 1 4 7 10 13 16

x 2 4 6 8 10 12

y 6 4 2 0 -2 -4
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را  دايره  مساحت  و  شعاع  بين  رابطه ی  مقابل  نمودار   -۱
نشان می دهد.

درستی يا نادرستی هر يک از گزاره های داده شده درمورد 
اين نمودار را بررسی کنيد.

الف) رابطه ی داده شده يک تابع است.
ب) رابطه ی داده شده يک تابع خطی است.

ج) با افزايش  شعاع مساحت نيز افزايش پيدا می کند.

را  بازی  اسباب  نوع  يک  توليد  تعداد  مقابل  نمودار   -۲
نشان  دقيقه   ۱۰ زمانی  فاصله های  پايان  در  کارخانه  يک  در 
می دهد.  پيش بينی شما برای تعداد اسباب بازی های توليد شده 

پس از يک ساعت چيست؟
برای  پيش بينی  مناسب ترين  دقيقه   ۲۵ پايان  از  پس  الف) 

تعداد محصول چيست؟
محصول  تعداد  و  بزنيد  مثال  را  ديگری  زمان های  ب) 

توليد شده در پايان آن زمان را حدس بزنيد. 
ج) نمودار داده شده با نمودار چه خطی قابل مقايسه است؟ 
آيا می توانيد رابطه ای رياضی برای تعداد محصول توليدی در 

هر دقيقه به دست آوريد؟
مشخص  را  تابعی  نمودار  اين  چرا  که  دهيد  توضيح  د) 

می کند.
 y x=− +300 6 ۳- سودی که از توليد يک کالا توسط يک شرکت حاصل می شود از معادله ی :  

به دست می آيد.در اين معادله، x تعداد کالای توليدی و y سود حاصل برحسب تومان است.
الف) نمودار اين خط را رسم کنيد.

ب) سود اين شرکت را وقتی که تعداد کالاهای توليد شده برابر ۱۰۰۰۰ و ۱۰۰۰۰۰ است به دست 
آوريد.

y با محور xها چه چيزی را نشان می دهد؟ اين شرکت  x=− +300 6 ج) محل برخورد خط 
بايد حداقل چه تعداد از اين کالا توليد کند، تا سود دهی آغاز شود؟ 

زمان (دقيقه)

ربع )
تر م
تی م

(سان
حت 

مسا
صو ل

مح

شعاع (سانتی متر)

٦٠        ٥٠        ٤٠        ٣٠        ٢٠        ١٠         ٠
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وارون يک رابطه 
نظر  در  را  آن  محيط  و  مربع  يک  ضلع  طول  بين  رابطه ی 
می گيريم. طول ضلع يک مربع چه اعدادی می تواند باشد؟ برای 
نشان  ون  نمودار  صورت  به  رابطه  اين  متفاوت،  ضلع  طول  پنج 

داده شده است:
دامنه ی رابطه ی بالا مجموعه ی

A , , , ,{ }=
5

1 2 2 7
2

Bاست .نمايش زوج مرتبی رابطه ی بالا  , , , ,{ }= 4 8 10 4 2 28 مجموعه ی  آن  برد  و 
R اگر جای مؤلفه های  ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ){ }=

5
1 4 2 8 10 2 4 2 7 28

2
عبارت است از: 

اول و دوم را در هر يک از زوج های مرتب رابطه عوض کنيم، رابطه ای به دست می آيد که به آن وارون 
رابطه داده شده می گويند و با نماد R−1 نمايش می دهند. بنابراين:

R ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ){ }− =1
5

4 1 8 2 10 4 2 2 28 7
2

دامنه و برد R−1 به ترتيب با برد و دامنه ی R برابر است. همان طور که ديديد، وارون يک رابطه 
نيز، خود يک رابطه است.

هر يک از رابطه های زير را به صورت مجموعه ای از زوج های مرتب بنويسيد و سپس وارون آن 
را به دست آوريد.

        

1

2

5
2

2

7

4

8

10

4 2

28
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x y

1 5

2 10

3 15

4 20

5 25              

-3

2

0

7

4

8

10

الف) وارون رابطه های داده شده در تمرين در کلاس قبل را با همان نمايش رابطه ی داده شده 
ارائه کنيد.

ب) در حالت کلی اگر يک رابطه به صورت نمودار ون يا جدول نمايش داده شده باشد، وارون آن 
چگونه به دست می آيد؟

كردن  پيدا  با  باشد،  شده  داده  نمايش  نمودار  يك  صورت  به  رابطه ای  كه   حالتی  در 
y  (يا همان نيمساز ناحيه ی اول و سوم)،  x= قرينه ی هر نقطه از نمودار  نسبت به خط   

نمودار وارون آن رابطه به دست می آيد.

رسم شده اند. به کمک نقاط مشخص شده،  y x= ۱- در شکل های زير نمودار دو رابطه و خط  
نمودار وارون اين رابطه ها را رسم کنيد.کدام يک از اين رابطه ها و وارون آن هر دو تابع هستند؟
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۲- الف) کدام يک از رابطه های داده شده در تمرين در کلاس، تابع هستند؟
ب) کدام يک از رابطه های  تمرين در کلاس و وارون آن، هر دو تابع هستند؟

ج) اگر رابطه ای تابع باشد، آيا وارون آن رابطه هم تابع است؟

f ( , ) , ( , ) , ( , )

g ( , ) , ( , )

{ }

{ }

=

=

1
0 2 1 5 4

2
7 2 5 2

٣- وارون کدام يک از توابع مقابل، خود يک تابع است؟        

همان طور که مشاهده کرديد وارون هر رابطه، خود يک رابطه است. اما اگر رابطه ای تابع باشد، 
وارون آن رابطه لزوماً يک تابع نمی باشد. 

اگر وارون تابعی مانند f ،خود نيز يك تابع باشد، آن را «تابع وارون» f می ناميم (تابع معكوس) . در اين 

f نمايش می دهيم.  −1 صورت f را وارون پذير (معكوس پذير) می نامند. تابع وارون f را با نماد  

توابع يک به يک
سؤال اساسی اين است که چه توابعی وارون پذيرند؟ يعنی يک تابع بايد چه شرطی داشته باشد تا 
وارون آن هم يک تابع باشد. واضح است که همه توابع چنين خاصيتی ندارند. به عبارت ديگر بايد 

دنبال رابطه هايی بگرديم که علاوه بر تابع بودن، دارای ويژگی يا ويژگی های ديگری نيز باشند.

در ادامه تعدادی تابع به صورت نمودار ون داده شده اند. 
الف) وارون کدام يک از آن ها تابع است؟

ب) ويژگی مشترک آن هايی که وارون شان نيز تابع است، چيست؟

1

2

3

4

5

2

4

6

1

2

3
(الف) (ب)
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-1

5

6

2

1

-9

2

-3

6

-4
(ج) (د)

وارون هر يک از توابع داده شده را می توان (با عوض کردن جهت پيکان ها در نمودارهای ون) 
به دست آورد. همان گونه که ديديد، فقط وارون توابع داده شده در (ب) و (د) نيز، خود تابع می باشند 

و وارون توابع داده شده در (الف) و (ج) تابع نمی باشند (چرا؟). 
در توابع (الف) و (ج) حداقل به عضوی از مجموعه ی دوم بيش از يک پيکان وارد شده است. 
مشترک توابع(ب) و (د) است.   درباره ی توابع (ب) و (د) اتفاق نمی افتد. اين ويژگی  اين موضوع 
يعنی در اين توابع به هر عضو مجموعه ی دوم بيش از يک پيکان وارد نشده است. به چنين توابعی، 

توابع يک به يک می گويند.
تابعی كه بين دو مجموعه تعريف می شود، هنگامی يك به يك است كه به هر عضو مجموعه ی 

دوم بيش از يك عضو از مجموعه ی اول نظير نشود.

 در اين جا (الف) و (ج) توابعی يک به يک نمی باشند در حالی که (ب) و (د) توابعی يک به يک 
هستند. بنابراين:

يك تابع در صورتی وارون پذير است (يعنی وارون آن تابع است) كه يك به يك باشد.

توابع داده شده در (الف) و (د) يک به يک هستند، در حالی که توابع داده شده در (ب) و(ج) يک 
به يک نيستند (چرا؟).

    (ب                (الف
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  (د                        (ج

الف) در حالت کلی روشی برای بررسی يک به يک بودن يک تابع با استفاده از نمودار آن ارائه 
کنيد. از خطوطی که به موازات محور x ها  رسم می شوند، استفاده کنيد.

 ب) نمودار تابع مربوط به سوختن شمع را به خاطر آوريد. آيا اين تابع يک به يک است؟ چگونه 
از روی نمودار تابع می توان به اين موضوع پی برد. آيا تابع مربوط به مسير پرواز پرنده يک به يک 

است؟ 
به طور كلی می توان گفت كه يك تابع در صورتی يك به يك است كه هر خط موازی محور x ها 

نمودار آن را حداكثر در يك نقطه قطع كند. 

۱- کدام يک از توابع داده شده يک به يک هستند؟

(الف)(ب)(ج)

(د) (هـ) (و)
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} (ز  }f ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )= − −11 11 2 4 2 4    

g (ح  ( , ) , ( , ) , ( , ){ }=
1 3

0 1 2 3
2 2

  
۲ــ تابع زير را در نظر می گيريم:

x 1 2 3 4 5

y 4 7 10 13 16

الف) آيا اين تابع يک به يک است؟ معادله ای برای آن بنويسيد.
ب) وارون اين تابع را به دست آوريد. معادله ای برای وارون آن بنويسيد.

پ) نمودار تابع و نمودار وارون آن را در يک دستگاه مختصات رسم کنيد.
۳ــ در تمرين ۱ کدام يک از توابع وارون پذيرند؟ نمودار تابع وارون را برای آن ها (در همان شکل) 

رسم کنيد.
چگونه  که  دهيد  توضيح  دهيم.  نسبت  را  آن ها  ملی  کد  کلاس  يک  اعضای  به  کنيد  فرض  ۴ــ 

رابطه ی بين افراد و کد ملی آن ها تابعی يک به يک را معلوم می کند.

بازه (فاصله)
مجموعه ی همه ی اعداد صحيح بين ٣‒ و ٣ به همراه خود اين اعداد را می توان در مجموعه ای 

مانند A  به شکل زير نمايش داد:
{ }A , , , , , ,= − − −3 2 1 0 1 2 3

نمايش هندسی مجموعه ی A به صورت زير است:

عدد  دو  بين  حقيقی  اعداد  همه ی  يعنی    ،٣ ‒ و   ٣ بين  وگنگ  گويا  اعداد  همه ی  مجموعه ی  اگر  حال 
دهيم:                                                        نمايش  زير  به صورت  را  آن  می توانيم  بگيريم،  نظر  در  را  عدد  دو  اين  خود  همراه  به   ٣ و   -٣

{ }B x x , x= ∈ − ≤ ≤3 3
نمايش هندسی مجموعه ی B به صورت زير است: 
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در اين گونه موارد برای سادگی از نماد ديگری به نام «بازه» يا فاصله استفاده می کنيم و می نويسيم:                                                                      
{ }B x x , x [ , ]= ∈ − ≤ ≤ = −3 3 3 3                                                                                                 

] را بازه ی بسته از ٣‒ تا ٣ می خوانند و اعداد ٣‒ و ٣ را نقاط انتهايی بازه می نامند. , ]−3 3   
اگر به طور مثال از مجموعه ی B ، نقطه ی انتهايی ٣ را حذف کنيم ومجموعه ی به دست آمده را  
   { }C x x , x= ∈ − ≤ <3 3 C  بناميم، داريم :                                                                   
] نمايش داد. در نمايش هندسی مجموعه ی C ، نقطه ی ٣  , )−3 3 مجموعه ی C را می توان با نماد 

روی محور را تو خالی باقی می گذاريم.
      

] را بازه ی «نيم باز» می نامند.  , )−3 3 معمولاً بازه ی 

صورت  به  را  بازه ها  اين  چيست؟   در   ( , )−3 3 و  ( , ]−3 3 بازه های  تفاوت  شما  نظر  به   -١
مجموعه نمايش دهيد.

) را يک بازه ی «باز» می ناميم. , )−3 3 همچنين نمايش هندسی اين بازه ها را ارايه کنيد . بازه ی 

اعداد حقيقی بزرگ تر از  ۵  را در نظر می گيريم و آن را با F نمايش می دهيم :
{ }F x x , x= ∈ > 5   

 نمايش هندسی F در شکل زير ارايه شده است:

F است. ( , )= +∞5 نمايش اين مجموعه با نماد بازه به صورت 
∞+ (بخوانيد مثبتِ بی نهايت) يک نماد است و يک عدد حقيقی نيست.به طريق   توجه داريم که 

∞− را نيز می توان به کار برد.    مشابه نماد 
يک  را   [ , )+∞5 بازه ی  مشابه  طريق  به  و  می نامند  «باز»  بازه ی  يک  نيز  را   ( , )+∞5 بازه ی 

بازه ی  نيم باز می نامند.
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مقدار تابع در يک نقطه – نمايش جبری تابع 
با توجه به آن چه که درمورد دامنه و برد يک تابع گفته شد، تابع را می توان 
تناظری بين دو مجموعه در نظر گرفت که مجموعه ی اول دامنه و مجموعه ی 
دوم برد ناميده می شود، به قسمی که هر عضو از دامنه دقيقاً با يک عضو از 
برد نظير می شود. تابع را به عنوان يک ماشين نيز می توان در نظر گرفت که 
هنگامی که يک عضو از دامنه را به آن به عنوان ورودی می دهيم، عضوی 

(منحصربفرد) از برد را به عنوان خروجی 
به ما می دهد.

تابع  اين  دامنه ی  می گيريم.  نظر  در  را   { }f ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )= 1 5 210 3 15 4 20 تابع   -١
و   ۳ و   ۲ و   ۱ از  عبارتند   f تابع  ورودی های  است.   { }, , ,5 1015 20 آن   برد  و   { }, , ,1 2 3 4
۴ و خروجی ها ۵ و ۱۰ و ۱۵ و ۲۰ هستند. به عبارت دقيق تر عضو ۱ از دامنه به عضو ۵ از برد 
نظير می شود. به جای اين عبارت، می توان با يک قرار داد، کار را ساده تر کرد. معمولاً می نويسند
f به اين  ( ) =2 f و گفته می شود که مقدار تابع f در نقطه ی ۱ برابر ۵ است. بنابراين  10 ( ) =1 5
معنی است که عدد ۲ توسط تابع f به ۱۰ نظير می شود، يا اين که مقدار تابع f در نقطه ی ۲ برابر ۱۰ 
. اين گونه نمايش تابع را در  f ( ) =4 f و 20 ( ) =3 15 است. به همين ترتيب می توان نوشت: 

جدول زير می توان خلاصه کرد که جدولی آشنا به حساب می آيد:
x 1 2 3 4

f (x) 5 10 15 20

f نوشت. (x) x= 5 رابطه ی بين دامنه و برد را می توان به صورت يک رابطه ی رياضی به شکل 
{ }g ( , ) , ( , ) , ( , )= −3 2 70 5 2 ٢- اگر تابع g به صورت مقابل داده شده باشد:     

g( ) , g( ) , g( )= − = =3 2 7 0 5 می توان نوشت:                                           2
x 3 -7 5

g(x) 2 0 2

ورودی

خروجی

١
٢
٣
٤

٢٠ و ١٥ و ١٠و ٥
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جاهای خالی در جدول را کامل کنيد و  نمودار توابعی که در جدول، توصيف شده اند را رسم کنيد. 
(الف) (ب) (ج) (د)

تابع f (x) x=2 g(x) x=2 h(x) x=2 y x=2

دامنه { }, , ,1 2 3 4 مجموعه ی اعداد حقيقی [ , ]2 3  مجموعه ی اعداد حقيقی
نامنفی

برد ? مجموعه ی اعداد حقيقی ? ?

                    
(ب)                                                                (الف)

(د)                                                                      (ج)                   
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گاهی اوقات يك تابع را می توان بر حسب يك عبارت جبری از يك متغير نمايش داد. اين گونه 
نمايش تابع  را نمايش جبری يا ضابطه ی تابع می نامند.

٣- همه ی نمايش های زير جبری به حساب می آيند.
(x )f (x) x g(x) x h(x) k(x) x
(x )
+

= − = = =
+

22 1
3

5 2
عبارت  تنها   تابع  نه  جبری  نمايش  هنگام  در  کرديد،  مشاهده  قبل  فعاليت  در  گونه که  همان       
جبری که تابع را نمايش می دهد مهم است،  بلکه دامنه و برد تابع نيز مهم است.  هرچند همه توابع 
را نمی توان با يک عبارت جبری نمايش داد، با اين حال تعداد زيادی از آن ها با يک عبارت جبری 
مناسب تر  و  ساده تر   تابع  يک  جبری  نمايش  با  کار  موقعيت ها  از  بسياری  در  هستند.  نمايش  قابل 
نمايش  از   f (x) x=2 (خط)  تابع  درمورد  مثال  طور  به  است.  تابع  نمايش های  ديگر  با  کار  از 
 y x=2 معادله ی  جای  به  البته  می شود.  استفاده  کم تر  مرتب  زوج های  مجموعه  صورت  به  تابع 
f استفاده کنيم. در مثال سوختن شمع معادله ی تابع را می توان به صورت  (x) x=2 می توانيم از 
y نوشت. همچنين توابع داده شده در مثال ۳ را به صورت  x= − +4 f يا  20 (x) x= − +4 20

زير نيز نمايش می دهيم:
(x )y x y x y y x
(x )
+

= − = = =
+

22 1
3

5 2

f داده شده باشد، مطلوب است:  (x) x= −2 5 ۱- اگر تابع f با معادله ی 
f الف) رسم نمودار تابع

f ( ) , f ( ) , f ( ) , f ( ) , f ( ) , f ( )−
5

7 7 0 3 2
2

ب) 

۲- نمايش جبری تابع صفحه ی بعد را که نمودار آن ارائه شده است به دست آوريد.
از بين نمايش های مختلفی که برای نمايش اين تابع می شناسيد، کدام يک را مناسب تر می دانيد؟
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۳- جدول زير دمای سنگ های زيرزمين را در عمق های متفاوت زير سطح زمين نشان می دهد:
عمق (کيلومتر) 1 2 3 4 5 6

دما (سانتی گراد) 55 90 125 160 195 230

الف) توضيح دهيد که چرا اين جدول يک تابع را به دست می دهد و نمودار آن را رسم کنيد.
ب) معادله ای برای اين تابع به دست آوريد.

ج) دمای يک سنگ که در عمق ۱۰ کيلومتری زيرزمين است را بيابيد.

را به دست آوريد. f ( )−5 و  f ( )100 f و  ( )2 f را رسم کنيد و مقادير (x) = −3 ۴- تابع 
f ( ) =0 7 f و  ( ) =2 ۵- برای يک تابع خطی می دانيم که: 11

نمودار اين تابع را رسم کنيد و معادلهی آن (نمايش جبری تابع) را بنويسيد.
چرا اين تابع وارون پذير است؟ رابطه ای رياضی برای وارون اين تابع به دست آوريد.

٦- آيا جدول زير يک تابع را نشان می دهد؟ چرا؟

x 1 2 3 4 5 6

y 1 4 9 15 25 36
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0/ کيلومتر را طی می کند. اگر مسافتی که علی در        ۷- علی در هر دقيقه پياده روی، مسافت 2
t دقيقه طی می کند را با f(t) نمايش دهيم، کدام عبارت نمايش جبری اين تابع را به دست می دهد؟

f (الف (t) t /= −0 f (ب                               2 (t) / t=0 2

f (ج (t) t /= +0 f (د                                 2 (t) / t= −0 2

  
          
g( ) , g( ) , g( ) , g( )= = − = =

1
0 2 1 5 2 4 3

3
۸- اگر در مورد تابع g داشته باشيم:      

g را به صورت مجموعه ای از زوج های مرتب بنويسيد و نمودار آن را رسم کنيد. آيا g يک به يک 
است؟ 

۹- نمايش جبری تابع زير را به دست آوريد.

x -2 -1 0 1 4 6

f (x) 13 11 9 7 1 -3

آيا اين تابع يک به يک است؟
۱۰- برای اندازه گيری دما از واحد های «سانتی گراد C» و «فارنهايتF » استفاده می شود که با 

F به يک ديگر وابسته هستند. C= +
9

32
5

رابطه ی 
الف) ۲۰- درجه ی سانتی گراد برحسب فارنهايت چه قدر می شود؟

ب) ۱۰۴ درجه ی فارنهايت چند سانتی گراد است؟
ج) معادله ای بنويسيد که سانتی گراد را برحسب فارنهايت به دست دهد.

د) آيا رابطه ی بين اين دو واحد يک تابع خطی را معلوم می کند؟
۱۱- طول يک مستطيل ۳ واحد بيشتر از عرض آن است. رابطه ای رياضی بنويسيد که محيط 

اين مستطيل را برحسب تابعی از عرض آن بيان کند.
۱۲- آيا تابعی يک به يک می توان يافت که دامنه ی آن شامل سه عضو و برد آن تنها از دو عضو 

تشکيل شده باشد؟
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h(x) را رسم کنيد. h(x) در هر يک از حالت های زير نمودار  x= +2 ۱۳- اگر 1
} باشد. }A , ,= −0 1 2 5 الف) دامنه ی h برابر مجموعه ی

ب) دامنه ی h برابر مجموعه ی اعداد حقيقی مثبت باشد.
پ) دامنه ی h برابر همه ی اعداد حقيقی باشد.

۱۴- در يک تابع خطی که نمودار آن از مبدأ مختصات می گذرد، داريم:  ١٥=(٣) f، رابطه ای 
رياضی برای وارون اين تابع به دست آوريد.

www.konkur.in

forum.konkur.in



www.konkur.in

forum.konkur.in



56

توابع خاص و حل نامعادله
روابط زيادی بين پديده ها يافت می شود که خطی نيست. به طور مثال رابطه ی بين طول ضلع يک 
طول   x اگر  است.  خطی  غير  آن  مساحت  و  دايره  يک  شعاع  بين  رابطه ی  يا  و  آن  مساحت  و  مربع 
y قابل نمايش  x= 2 f يا  (x) x= 2 ضلع يک مربع باشد، مساحت آن تابعی از x است و به صورت 
است. اين تابع چون به کمک يک چند جمله ای درجه  دوم از x بيان شده است، يک تابع درجه دوم 
از x ناميده می شود. به جای x که معمولاً آن را متغير مستقل۱ می نامند می توان از حروف ديگری نيز 
f در حقيقت  (b) b= 2 f يا  (a) a= 2 f يا  (x) x= 2 استفاده کرد. مثلاً a ، b ، c و... بنابراين 
باشند.  يکسان  می گيريم  نظر  در   b يا   a يا   x برای  که  مقاديری  هرگاه  می دهند،  نمايش  را  تابع  يک 
آن  شعاع  حسب  بر  را  دايره  مساحت  که  تابعی  می دهيم  نمايش   r با  را  دايره  يک  شعاع  اگر  بنابراين 
f است که باز هم يک تابع درجه دوم است. به نظر شما دامنه ی  (r) r=π 2 معلوم می کند به صورت 

اين تابع چيست؟
به عنوان مثالی ديگر کُره ای به شعاع r را در نظر بگيريد. حجم کُره، تابعی از شعاع آن است. 
rπ يک چند  34

3
f معرفی کرد. عبارت جبری  (r) r= π 34

3
اين تابع را می توان با نمايش جبری

f را يک تابع درجه سوم می نامند. به  (r) r= π 34
3

جمله ای درجه سوم برحسب r است. بنابراين 
همين ترتيب برخی از توابع هستند که معادله های آن ها، چند جمله ای های جبری بر  حسب يک متغير 

هستند. به اين گونه توابع، توابع چند جمله ای گفته می شود.
به طور مثال توابع زير همگی توابع چند جمله ای هستند:

f (x) x x g(x) x h(a) a a

t(b) b b f (x) x x x f (x) x

= + + = + = + −

= + − = + + − = − +

2 3 3 2

4 5 4

3 1 5 7 2 3 1

3
2 1 6 2 7 4 9

8

١. معمولاً اعضای دامنه را متغير مستقل و مقادير تابع را متغير وابسته می نامند.
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f تابعی باشد که مساحت يک مربع را برحسب طول ضلع آن  (x) x= 2 ۱- فرض کنيد که تابع 
y=x2 داده  معادله ی  با  که  تابعی  نمودار  با  را  آن  و  کنيد  رسم  را  تابع  اين  نمودار  می دهد.  به دست 

می شود مقايسه کنيد. دامنه و برد هر دو را به دست آوريد و با يک ديگر مقايسه کنيد.
۲- تابع g (x) با جدول زير داده شده است. جاهای خالی را پر کنيد.

x -3 -2 0 1 2 3

g(x) x= +2 5 14

تابع همانی: اگر دامنه و برد يك تابع برابر باشند و هر عضو در دامنه دقيقاً به همان عضو در 
برد نظير شود، آن تابع را تابع همانی می نامند.

در ادامه سه تابع با نمايش های متفاوت ارائه شده است:
الف) توضيح دهيد که چرا هر يک از نمونه های ارائه شده تابع همانی هستند؟

ب) آيا می توانيد تفاوت های آن ها را بيان کنيد؟
ج) دامنه و برد هر کدام را به دست آوريد.

2

7

-5

2

7

-5
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اعداد طبيعی 1 2 3 4 5 …

اعداد طبيعی 1 2 3 4 5 …

تابع همانی را معمولاً با معادله ی f(x) = x نيز نمايش می دهند.

تابع ثابت
فرض کنيد که دمای هوا در ساعات ۹ تا ۱۱ صبح تغيير نکند. اين رابطه بين ساعات روز و دمای 

هوا، گونه ای از تابع را مشخص می کند که تابع ثابت ناميده می شود.

نمونه هايی از تابع ثابت در اين جا ارائه شده اند، آن ها را با هم مقايسه کنيد و تفاوت ها و شباهت های 
آن ها را بيان کنيد. بُرد اين توابع چه خاصيتی دارد؟

ساعات روز 9 9/5 10 10/5 11

دمای هوا 18 18 18 18 18

          
تابع ثابت تابعی است كه برد آن تنها شامل يك عضو است.
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تابع قدر مطلق
جدول زير تابعی را نشان می دهد که اعداد را به قدر مطلق آن ها نظير می کند.

x -4 −
7
3

-2 -1 0 1 2
7
3

3 4

f (x) 4
7
3

2 1 0 1 2
7
3

3 4

تابع       می كند،  نظير  برد  در  آن  مطلق  قدر  به  را  دامنه  در  مقدار  هر  كه  تابعی 
f نمايش می دهند. (x) x= قدر مطلق ناميده می شود. تابع قدر مطلق را با 

در حالتی که دامنه ی تابع قدر مطلق مجموعه اعداد 
حقيقی در نظر گرفته شود، نمودار تابع را رسم کرده ايم. 
و۰]   +∞) يعنی:   نا منفی  اعداد  همه ی  تابع،  اين  برد 
اين  پيداست،  شکل  و  جدول  از  که  گونه  همان  است. 

تابع يک به يک نيست.

f را رسم کنيد. (x) x= +3 با تکميل جدول، زير تابع 

x -3 -2 -1 0
1
2

1 2 3

f (x) x= +3 3
7
2
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f  را رسم  (x) x= −2 f و  (x) x= +1 f دو تابع  (x) x= در شکل زير با کمک تابع 
کرده ايم.

الف) با استفاده از شکل های زير توضيح دهيد که هر يک از آن ها چگونه رسم شده است.
ب) دامنه و برد هر يک را به دست آوريد. آيا اين توابع يک به يک هستند؟

را رسم کنيد.
 f (x) x= ج) به همين روش تابع 4+

اين گونه رسم يك تابع به كمك تابعی ديگر را «انتقال» نمودار تابع می نامند.
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در شکل های زير دامنه و برد توابعی که به کمک تابع قدر 

 f (x) x= − f رسم شده اند را بيابيد. (x) x= مطلق 
چگونه رسم شده است؟

f را در حالت های زير رسم کنيد. (x) x= −4 ۱- نمودار تابع قدر مطلق 
f الف) {۴ و ۳ و ۲ و ۱}= دامنه ی

f ب) مجموعه ی همه ی اعداد بزرگتر يا مساوی ۴ = دامنه ی
f ج) همه ی اعداد حقيقی = دامنه ی

تابع    انتقال  کمک  به  را   h(x) x= −
2
3

و   g(x) x= +2 و   f (x) x= +2 توابع   -۲
f رسم کنيد و دامنه و برد آن ها را به دست آوريد.  (x) x= قدر مطلق 

g(x) را در يک دستگاه مختصات رسم کنيد  x= 2 f و  (x) x= h(x) و  x=
1
2

۳- توابع  
و با يک ديگر مقايسه کنيد. برای رسم اين توابع از جدولی شبيه تابع قدر مطلق کمک بگيريد.
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  f(x)=x۲ رسم نمودار برخی از توابع درجه دوم به کمک انتقال تابع

مانند آن چه که در مورد توابع قدر مطلق ديديم، می توان نمودار برخی از توابع درجه دوم را به 
y رسم کرد. x= 2 f يا همان  (x) x= 2 کمک انتقال تابع 

y رسم شده اند. x= 2 الف) توضيح دهيد که هر يک از نمودار های زير چگونه به کمک نمودار 
ب) دامنه و برد هر يک از اين توابع را با استفاده از نمودار آن ها به دست آوريد.
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١- در شکل های زير نمودار توابع درجه دوم زير رسم شده اند.
f (x) (x ) f (x) (x )= − − = + −2 25 2 1 1  
f (x) (x ) f (x) (x )= − + = − + +2 23 1 1 3

الف) تعيين کنيد که هر يک از نمودار ها چه تابعی را نشان می دهند.
ب) دامنه و برد هر يک از اين توابع را به دست آوريد:

           

       

٢- نمودار توابع زير را رسم کنيد.
f (x) x f (x) (x ) f (x) x f (x) (x )= = − − − = = −2 2 2 21

1 4 2 5
3
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 توابع گويا 
همان گونه که برخی از توابع به کمک يک چند جمله ای قابل نمايش هستند، بعضی از توابع را 

می توان به کمک يک عبارت گويا نمايش داد. هر يک از توابع زير يک تابع گويا است:

f (x)
x

=
+
2
1             

x xg(x)
x

− +
=

− +

2 3 1
2

7
5

           
xh(x)

x
−

=
−2

2 1

4             

۱- جدول زير رابطه ی بين اعداد طبيعی و وارون آن ها را نشان می دهد.
x 1 2 3 4 5 6 7 8 …

f (x) 1
1
2

1
3

1
4

1
5

1
6

1
7

1
8

…

الف) معادله ای برای رابطه ی داده شده بر حسب x به دست آوريد. آيا اين معادله يک تابع گويا 
را نشان می دهد؟

ب) دامنه ی اين تابع را معلوم کنيد.
مرتب  زوج های  کردن  مشخص  (با  را  تابع  اين  نمودار  ج) 

داده شده در جدول، در يک صفحه مختصات) رسم کنيد. 

را  حقيقی  طبيعی، اعداد  اعداد  جای  به   ۱ فعاليت  در   -٢
در نظر بگيريد. تنها عدد حقيقی که وارون ندارد، صفر است، 
مناسب  نمايش  يک  است.  نشده  تعريف  صفر  بر  تقسيم  زيرا 

f  يا معادله ی  (x)
x

=
1 برای تابعی که به هر عدد حقيقی، وارون آن را نسبت دهد، نمايش جبری 

عبارت  آن ها  ازای  به  که  است  اعدادی  همه ی  مجموعه ی  تابعی،  چنين  دامنه ی  است. 
 y

x
=
1

 تعريف شده است،يعنی دامنه ی تابع  f (x) مجموعه ی همه ی اعداد حقيقی به جز صفر يا  
x
1 گويای 

R{} است. − 0 همان 
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 الف( چه تفاوتی بین دامنه ی تابع f و دامنه ی تابع 
به دست آمده در فعالیت 1 وجود دارد؟

ب( قسمتی از نمودار تابع f در شکل مقابل رسم 
شده است. بقیه ی نمودار را کامل کنید. )زوج های 
نقاط  و  کنید  مشخص  تابع  از  را  بیش تری  مرتب 

به دست آمده روی نمودار را به هم وصل کنید.(
ج( آیا می توانید به کمک شکل به دست آمده، برد تابع 

f راتعیین کنید؟ آیا این تابع یک به یک است؟

دامنه ی توابع گویای زیر را به دست آورید:

xf (x)
x

+=
−2

1

9
          xg(x)

x
=

−
255

100
       xh(x)

x
+= 7

3
       

x
k(x)

x

−
=

+2

1
4

2
1

 

توابع گویا در دنیای واقعی دارای کاربردهای زیادی هستند.در فعالیت زیر با یکی از این کاربردها 
آشنا می شویم: 

تابعی  به وسیله ی  از رودخانه ای  آلودگی های شهری وصنعتی  از  x درصد   هزینه ی پاک سازی 

xf محاسبه می شود که در آن x درصد آلودگی وf (x) هزینه ی پاک سازی  (x)
x

=
−

255
100

مانند:  
بر حسب میلیون تومان است . مثلًا هزینه ی پاک سازی10 درصد آلودگی برابر است با :                                            

f ( ) /×= = =
−

255 10 2550
10 28 33

100 10 90
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الف) هزينه ی پاک سازی ۵۰ درصد از آلودگی 
اين رودخانه چه قدر است؟

شده،  داده  تابع  به  توجه  با  داردکه  امکان  آيا  ب) 
۱۰۰ درصد از آلودگی رودخانه را از بين برد؟

ج)دامنه ی تابع داده شده را با توجه به رابطه ی 
داده شده به کمک بازه نمايش دهيد.

         g تابع  دامنه ی  با  را  تابع  اين  دامنه ی  د) 
مطرح شده در تمرين در کلاس مقايسه کنيد. چه نتيجه ای از اين مقايسه به دست می آيد؟

 توابع راديکالی۱
پيدا کردن دامنه وبرد هر تابع دلخواهی، هميشه کار ساده ای نيست .در اين کتاب تأکيد بر پيدا کردن 
دامنه ی توابع است. زيرا در بيش تر کاربردهای توابع در دنيای واقعی، تعيين دامنه اهميت بيش تری از پيدا 

کردن برد آن دارد. ضمناً به طور معمول پيدا کردن دامنه، کمک به يافتن برد آن می نمايد.

دوم  ريشه های  نا منفی  اعداد  تنها  که  می دانيد   -١
داده  نمايش  ون  نمودار  با  که  مقابل  رابطه ی  در  دارند. 
شده است ، هر عدد به ريشه های دوم آن نظير شده است، 

چرا اين رابطه  يک تابع نيست؟

اگر رابطه ی بالا را به اين شکل تغيير دهيم که هر عدد به ريشه ی دوم نا منفی آن نظير شود يک تابع 
به دست می آيد. برخی نمايش های متفاوت تابع به دست آمده در صفحه ی بعد ارايه شده است.

۱. در اين کتاب تنها با برخی از توابع راديکالی آشنا می شويم. 

ری
ختيا

 و ب
حال

هارم
ن چ

ستا
 - ا

خان
مان 

ل ز
پ

3

0

4

− 3
3

0
2
-2
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x ٠ ٣ ٤

y ٠ 3 2                       
{( , ) , ( , ) , ( , )}0 0 3 3 4 2

        

٣

٠

٤

3

٠

2

B  است. { , , }= 0 3 2 A وبرد آن   { , , }= 0 3 4 دامنه ی این تابع مجموعه ی 

y  است که یک تابع رادیکالی نامیده می شود. x= نمایش جبری این تابع  به صورت  

٢- در مثال قبل سه عدد 0و3و4 به ریشه ی دوم نامنفی خود نظیر شدند.حال فرض کنید که تابعی 
تابع مجموعه ی همه ی  این  نامنفی آن نظیر کند. دامنه ی  به ریشه ی دوم  نامنفی را  f هر عدد  مانند 
 [ , )+∞0 ] نمایش داد. برد تابع f نیز    , )+∞0 اعداد نا منفی است که می توان آن را به صورت بازه ی 

است .
صورت  به  تابع  این  معادله ی 
f  است و  (x) x= یا   y x=
شده  رسم  مقابل  شکل  در  آن  نمودار 

است.

 آیا  کار  با سه  نمایش دیگر این تابع 
)زوج مرتبی، نمودار ون و جدول( آسان تر و کارآمد تر هستند؟

f را به دست آورید ونمودار آن را رسم کنید. (x) x= +4 ٣- دامنه وبرد تابع 

y  باید اعدادی را بیابیم  که  x= +4 f  یا   (x) x= +4 حل: برای یافتن دامنه ی تابع 
x + ≥4 برای آن ها حاصل ٤+x نامنفی باشد. به عبارت دیگر باید داشته باشیم: 0
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 f  تابع نمودار  است.   [ , )− +∞4 بازه  تابع  دامنه ی  پس  است.   x ≥ −4 نامعادله  اين  جواب 
چنين است :

]  است. , )+∞0 برد اين تابع يا مجموعه ی مقاديری که برای y به دست می آيد، بازه ی 

۱- نمودار توابع زير را رسم کنيد و دامنه و برد آن ها را به دست آوريد.      
g(x) ( الف                  x= +4 h(x) ( ب                  x= −4                  

t(x) (ج    x= −4 m(x) ( د                        x= −2 5                
۲- در شکل های زير نمودار تعدادی از توابع رسم شده اند.دامنه و برد هريک از اين توابع را به 
کمک نمودار آن ها معلوم کنيد.در هر مورد که امکان دارد دامنه و برد را به صورت يک بازه نمايش 

دهيد.
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۱- نمودار توابع زير را در يک دستگاه مختصات رسم کنيد ودامنه وبرد هر يک را به دست آوريد.
کدام يک از اين توابع خطی است؟

f (x) x g(x) x h(x) (x )= = + = −
1 1 1

2 2
2 2 2

     ۲- دامنه ی توابع زير را بيابيد.

y x y x y x y x

f (x) x g(x) x h(x) x y x

= = − + = − + =

= − + = + = − − = − +

32 5 3

1
2 1 3 1 2 7

2

۳- درستی يا نادرستی گزاره های زير را بررسی کنيد .
) است. , )∞0 ) و بُرد آن نيز  , )∞0 f برابر  (x) x= −2 الف) دامنه ی تابع 1

) است. , )∞2 f همه ی اعداد حقيقی و بُرد آن  (x) x= −
1

2
3

ب) دامنه ی تابع 
) است. , )−∞ +∞ f برابر  (x) =2 ج) دامنه ی تابع ثابت 

 f ( )f ( ) = 2
1

2
f آن گاه:   (x) x= +2 د) اگر 1

f مطلوب است: (x) x= −2 3 ۴- اگر 

f ( ) f ( ) f ( ) f (a) f ( x) f (x )+
3

0 1 2 1
2

۵- دامنه ی توابع زير را به دست آوريد.
x xf (x) x x h(x) y g(x)

x x x x x

x x z xy y f (z) y
xzx

− +
= − − = = =

− − −

− + +
= = = =

−+

2
2

2 2 2

2

3 5 3 7 1
1

5 2 2 3

2 7 2 1
4 21                                                                           
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۶- نمودار يک تابع خطی f از نقاط (۳ و۴-) و (۳- و۰) می گذرد. مطلوب است:
f ( ) , f ( )− −1 4

۷- دو مثال از دو تابع متفاوت ارايه کنيد که هر  دو دارای دامنه ها و برد های مساوی باشند، ولی 
هيچ زوج مرتبی در بين آن ها مشترک نباشد.

. f ( )7 f مطلوب است:   (x ) x− =1 5 ۸- فرض کنيد برای تابعی مانند f داشته باشيم:  
] باشد، مشروط بر  , ]05 ] وبرد آن  , ]−3 3 ۹- نمودار تابعی مانند y را رسم کنيد که دامنه ی آن 

آن که :
الف) تابع y  يک به يک باشد.
ب) تابع y  يک به يک نباشد.

۱۰- يک شرکت حمل ونقل مسافر، برای هر گروه ۸۰ نفره يا بيش تر از افراد ، نرخ حمل ونقل 
هر مسافر توسط اتوبوس دربستی را از فرمول زير تعيين می کند:

/  نرخ حمل ونقل  هر مسافر بر حسب هزار تومان  (n )= − −8 0 05 80     n ≥ 80 
n∈ {٩٠،١٠٠،١١٠،١٢٠،١٣٠،١٤٠،١٥٠} تعداد مسافر است و n که در آن

الف) نرخ حمل ونقل هر مسافر برای يک گروه ۱۰۰ نفره چه قدر است؟
ب) هزينه ی حمل ونقل ۱۰۰مسافر چه قدر است؟

ج) تابعی بنويسيد که هزينه ی حمل ونقل را برحسب n به دست دهد .
د) جدول زير را کامل کنيد و سپس نمودار R(n) را رسم نماييد. بيش ترين مقدار به دست آمده 

برای R(n) را چگونه تفسير می کنيد؟ 

  

n (تعداد مسافر) 90 100 110 120 130 140 150

… R(n) (هزينه ی کل بر حسب هزار تومان) … … … 715 … …

g(x) کدام يک از روابط زير در مورد f وg درست  x= +2 f و 1 (x) x= 3 ۱۱- فرض کنيد 
وکدام يک نادرست است ؟        

g(a (الف b) g(a) g(b) , f (a b) f (a) f (b)+ = + + = +   
g(ab) (ب g(a).g(b) , f (ab) f (a).f (b)= =   
g(kx) (ج kg(x) , f (kx) kf (x)= =
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f يک تابع خطی باشد وداشته باشيم: (x) mx b= + ۱۲- فرض کنيد 
f ( ) =2 5 f  و   (x ) f (x)+ = +2 2         

الف) مطلوب است تابع f و رسم نمودار آن.
f برقرار است؟ (x ) f (x)+ = +2 2 ب) آيا می توان گفت که در هر تابع خطی رابطه ی 

شده  تشکيل  استوانه،  دوانتهای  در   r شعاع  به  دونيم کره  و  استوانه  يک  از  گاز  تانکر  يک   -۱۳
است. اگر ارتفاع استوانه ۳۰ متر باشد، حجم تانکر را بر حسب تابعی از r بنويسيد.

}  باشد و هم زمان در دو شرط زير صدق  }, ,02 5 ۱۴- تابعی بنويسيد که دامنه ی آن مجموعه ی: 
کند:  

f ( ) f ( )>0 2      الف) يک به يک نباشد        ب)  
۱۵-دامنه وبرد تابع زير را پيدا کنيد.

xf مطلوب است:  (x)
x
+

=
−2

3

4
۱۶- اگر  

f ( )0 f   و    ( )1 f    و    ( )2  
a را  b−3 2 f مقدار  ( )− = −2 f و 1 ( ) =1 5 f و  (x) x x ax b= + + +3 22 ۱۷- اگر 

به دست آوريد.
می گذرد  (۱و۲)  نقطه  از  که  خط  هر  ازای  به   -١٨
 ( x ۰و) وجهت مثبت محورهای مختصات را در نقاط
و (y و۰) قطع می کند، يک مثلث قائم الزاويه در ناحيه ی 
می شود.رابطه ای  تشکيل  مختصات  محورهای  اول 
به  را  قائم الزاويه  هرمثلث  مساحت  که  بنويسيد  رياضی 
را  تابع  اين  دامنه ی  دهد.  به دست   x از  تابعی  عنوان 

معلوم کنيد.
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١۹- کدام يک از توابع زير وارون پذيرند؟                                                                                                                                    
                                                                                                                                         { }f ( , ), ( , ), ( , )= 3 2 4 2 5 2      { }g ( , ), ( , ), ( , )= 12 3 4 5 2

{ }h ( , ), ( , ), ( , )= 41 5 2 6 1        { }k ( , ), ( , ), ( , )= 11 2 5 3 6   

نامعادله و تعيين علامت
مسائل بسيارى هست که براى حل آن ها بايد علامت عبارت هاى جبرى را مشخص کنيم. به بيان 
اختصار اين  مثبت يا منفى است. به طور  مقاديرى  عبارت به ازاى چه  بدانيم آن  نياز است تا  ديگر 

موضوع «تعيين علامت» ناميده مى شود.
مثل  تابعى  دامنه ى  تعيين  براى  ديده ايد  قبل  بخش هاى  در  که  همان گونه  و  مثال  عنوان  به 
x تعيين علامت شود. همچنين در تمرين هاى گذشته آمده بود  f نياز است تا 1− (x) x= −1
y به دست مى آيد، که  x= −6 که سود حاصل از توليد يک کالا در يک شرکت از رابطه ى 300
x تعداد کالاى توليدى و y سود حاصل از فروش برحسب تومان است. جدول زير مقادير y را به 

ازاى چند مقدار مختلف  از x نشان مى دهد.

x 1 5 50 100 1000

y =6x-300 -  294 -  270 0 300 5700

همان طور که ديده مى شود با توليد ٥٠ عدد کالا سود ما صفر خواهد بود و اگر کمتر از اين تعداد 
کالا توليد شود ضرر خواهد بود يا به عبارتى سود منفى خواهد شد. 

y مشخص مى کند سود و ضرر به ازاى چه تعداد کالا  x= −6 در نتيجه تعيين علامت 300
خواهد بود.

 b و a که در آن y ax b= + عبارت هايى به شکل  تعيين علامت  داريم به  در اين بخش قصد 
ax که a و b دو عدد بوده  b+ اعداد حقيقى و معلومى هستند بپردازيم. هر عبارت جبرى به شکل 

a يک «چند جمله اى درجه ى اوّل» برحسب x ناميده مى شود.  و 0≠
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y را درنظر بگيريد. x= +4 8 عبارت 
الف) جدول زير را تکميل کنيد:

x -5 -3 -2 -1 0
1
2

2

y =4x+8 0 10

y علامت 0 +

x را حل کنيد. + ≥4 8 ب) نامعادله ى 0
 ، f (x) =0 f را رسم کرده و با استفاده از آن مقاديرى از x که  (x) x= +4 8 ج) نمودار تابع 

f را روى شکل مشخص کنيد. (x) f و 0> (x) >0
y انجام دهيد. مشخص کنيد علامت ضريب x در  x= − +2 6 د) قسمت هاى ب و ج را براى 

دو عبارت مذکور چه تغييرى در جواب ايجاد مى کند؟
اکنون به مثال زير توجه کنيد:

y را به ازاى مقادير مختلف از x مشخص کنيم. روشن  x= +2 مى خواهيم علامت عبارت 1
. y ، داريم:0= x −

=
1

2
است که به ازاى 

ازاى  عبارت فوق به  پس   . x + >2 1 داريم0 نهايت  در  x و  > −2 آنگاه 1  x −
>

1

2
اگر 

اين  جمع بندى   . y آنگاه 0>  x −
<

1

2
اگر  که  مى شود  ديده  سادگى  به  است.  مثبت   x −

>
1

2
مطالب در جدول زير ديده مى شود.

x x −
<

1

2

−1
2

x −
>

1

2

y علامت - 0 +
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y به صورت زير است: x= +2 همچنين نمودار 1
و می توان نتايج جدول فوق را از روی آن به دست آورد.

آمده  دست  به   y  ،  x −
>

1

2
ازاى  به  که  است  روشن 

، x −
<

1

2
ازاى  به  و  است  مثبت  يعنى  xها،  محور  بالاى 

y پايين محور xها قرار دارد، يعنى منفى است  x= +2 1

x برابر صفر است. −
=

1

2
و به ازاى 

علامت  تعيين  مورد  در  بالا  مثال  و  فعاليت  به  توجه  با 
a می توان گفت: y در حالتى که 0< ax b= +

x
bx
a

< −
b
a

−
bx
a

> −

y  =  ax+b علامت - 0 +

y به صورت زير تعيين علامت مى شود.  x= +3 4 ١- عبارت 

x x < − 4
3

−
4
3

x > − 4
3

y  =  3x+4 - 0 +

f را مشخص کنيد. (x) x= −2 ٢- دامنه ى تابع 1
x به شکل زير است: −2 جدول تعيين علامت 1

x
1
2

2x-1 علامت - 0 +

. , +∞ 
1
2

بنابراين دامنه ى تابع عبارت است از 
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f را مشخص کنيد. (x) x= −100 5 ١- دامنه ى تابع 
a رسم کنيد.  y را در حالتى که 0> ax b= + ٢- جدول تعيين علامت 

٣- با مراجعه به ابتداى بحث مشخص کنيد براى اين که سود شرکت حداقل ١٠ ميليون تومان 
باشد، چه نامعادله اى بايد حل شود؟ حداقل چه تعداد کالا بايد توليد شود؟

همان طور که مى دانيم حاصل ضرب دو عدد مثبت يا دو عدد منفى همواره مثبت است. همچنين 
اگر دو عدد علامت هاى مختلفى داشته باشند، حاصل ضرب آن ها همواره منفى است. با توجه به اين 

مطلب مى توان مثال زير را حل نمود. 

y را به ازاى مقادير مختلف x بيابيد. جدول تعيين علامت  (x )(x )= − −1 2 علامت عبارت 
x به صورت زير است. x و 2− براى 1−

x 1

x-1 - 0 +                  

x 2

x-2 - 0 +

مى توان اطلاعات مربوط به اين دو جدول را در يک جدول به شکل زير نمايش داد.

x 1 2

x-1 - 0 + +

x-2 - - 0 +

قرار  محدوده اى  چه  در   x کنيم  مشخص  بايد   (x )(x )− −1 2 علامت  تعيين  براى  نتيجه  در 
. x >x و1≥ <1 2 ، x دارد. سه محدوده در جدول فوق وجود دارد: 2≤

x) به صورت زير است(؟) )(x )− −1 2 بنابراين تعيين علامت عبارت 
x 1 2

(x )(x )− −1 2 + 0 - 0 +
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 . ( , ] [ , )−∞ +∞1 2∪ از است  عبارت   (x )(x )− − ≥1 2 0 نامعادله ى  جواب  مجموعه ى  نتيجه  در 
نوشتن، تمام جدول های صفحه ی قبل را مى توان در يک جدول به صورت زير  براى سهولت در 

نشان داد. 
x 1 2

x-1 - 0 + +

x-2 - - 0 +

(x )(x )− −1 2 + 0 - 0 +

) را تعيين علامت کنيد. x )(x )− −2 1 4 ١ــ عبارت 
x را با استفاده از تجزيه حل کنيد. x− + ≥2 7 10 ٢ــ نامعادله ى 0

x چيست؟ ≥2 25 ٣ــ مجموعه ى جواب نامعادله ى 
g(x) به ازاى چه مقاديرى از x قابل قبول است؟ (x )(x )= − − −1 3 ٤ـ تابع 

شنيدن  آماده ى  و  است  شده  زمين  وارد  مدرسه اش  واليبال  تيم  اعضاى  از  يکى  عنوان  به  على 
صداى سوت آغاز بازى از سوى داور است. او به محض شنيدن صداى سوت ضربه اى به توپ 
h(t) نشانگر ارتفاع توپ در زمان t برحسب متر باشد. (مبدأ  (t )= − − +21 3 مى زند، فرض کنيد 

زمان با سوت داور و زمان نيز برحسب ثانيه است).
الف) جدول زير را کامل کنيد.

t 0
1
3

1
2

1
3
2

2

 h(t)   

)h نشانگر چه کميتى مى تواند باشد؟ )0
h(t) را رسم کنيد. چهار زمان مختلف بيابيد که در آن ها توپ در فاصله ى حداقل  ب) نمودار 

٢/٥ مترى از زمين باشد.
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ج) پس از چه زمانى توپ به زمين برخورد خواهد کرد؟ روى نمودار آن را مشخص کنيد.
h(t) مشخص کنيد آيا توپ به ارتفاع بيش از ٣ متر مى رسد؟ د) با توجه به نمودار 

هـ) تمام زمان هايى که توپ در ارتفاع بيشتر از يا مساوى ٢/٥ متر از زمين است را با يک نامعادله 
نشان داده و آن ها را بيابيد. با توجه به نمودار نيز به اين سؤال پاسخ دهيد.

همان گونه که در فعاليت فوق ديده مى شود موارد زيادى پيش مى آيد که براى تعيين علامت يک 
عبارت و يا حل يک نامعادله درنظر گرفتن نمودار آن مفيد مى باشد. 

 f (x) (x )(x )= − −1 2 در قسمت هاى قبل تابع 
تعيين علامت شد، نمودارتابع به شکل مقابل است.

همان طور که مى دانيد تعيين علامت به اين معناست 
که عبارت به ازای چه مقاديری منفى يا مثبت است. در 
شکل مقابل مشهود است که دربازه ى (٢ و ١) نمودار 
زير محور xها قرار دارد، يعنى مقدار تابع منفى است. 
در دو نقطه ى ٢ و ١ (ريشه ها) برابر صفر بوده و خارج 
] نمودار بالاى محور xها مى باشد يعنى  , ]1 2 از بازه ى 

x) مثبت است.  )(x )− −1 2 عبارت 

x را به دست آوريد. − ≥2 2 y جواب نامعادله ى 0 x= −2 ١- با رسم نمودار 2
 y x= +2 x به ازاى چه مقاديرى از x برقرار است؟ با رسم نمودار 1 + >2 1 ٢- نامعادله ى 0

وضعيت آن را نسبت به محور xها بررسى کرده و به سؤال قبل جواب دهيد. 
f را روى  (x) ، با توجه به نمودار آن تمام مقادير x که 2≤ f (x) (x )(x )= − −1 2 ٣- اگر 

شکل مشخص کنيد. 
٤- با توجه به نمودارهاى درجه ى دومى که تا به حال در کتاب ديده ايد آيا مى توانيد با رسم شکل 

حالاتى که نمودار محور xها را قطع نمى کند مشخص کنيد؟
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تعيين علامت چند جمله اى درجه ى دوم
، (x )(x ) x x− − = − +21 2 3 2 نظير  عبارت هايى  علامت  تعيين  با  گذشته  مطالب  در 
x آشنا شديم. در اين بخش قصد داريم روش  x− +2 7 x  و 10 (x )(x )− = − +2 2 2 2

y که در آن a و b و c اعداد معلومى  ax bx c= + +2 کلّى براى تعيين علامت يک عبارت به شکل 
هستند ارائه کنيم.

a و   a و b و c اعداد  ax که 0≠ bx c+ +2 سه عبارت بالا و به طور کلّى هر عبارت به شکل 
معلومى هستند را يک «چند جمله اى درجه ى دوم» بر حسب x مى ناميم.

ax را درنظر بگيريد. bx c+ +2 چند جمله اى درجه ى دوم 
.(∆ ∆ ريشه هاى آن را مشخص کنيد. (فرض کنيد0≤ ، به روش  ax bx c+ + =2 الف) اگر 0

ب) اگر x1 و x2 ريشه هاى معادله ى درجه ى دوم مذکور باشند، نشان دهيد: 
bx x

a
−

+ =1 2 cx و  x
a

=1 2

ج) با استفاده از (ب) جاهاى خالى زير را پر کنيد.
b cax bx c a(x x ) a x (.......)x (.......) a(.......)(.......)
a a

 + + = + + = − + = 
2 2 2

پس از حل فعاليت فوق در مى يابيد که اگر يک عبارت درجه ى دوم دو ريشه داشته باشد آنگاه به 
صورت حاصل ضرب دو عبارت درجه ى اوّل با يک ضريب (همان a) تجزيه مى شود. چون روش 
تعيين علامت عبارت هاى درجه ى اوّل و حاصل ضرب آن ها را مى دانيم به راحتى مى توان آن عبارت 

درجه ى دوم را تعيين علامت  کرد. به مثال زير توجه کنيد.

y را تعيين علامت کنيد. x x= − +22 3 عبارت 1
x هستند.  x− + =22 3 1 1 ريشه هاى معادله ى 0

2
∆ به سادگى به دست مى آيد که ١ و  با روش 

. جدول تعيين    علامت به قرار  x x (x )(x )− + = − −2 1
2 3 1 2 1

2
بنابراين مطابق فعاليت بالا داريم 

صفحه ی بعد است:
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x
1
2

1

x −2 1      - 0 +  +

x −1      - - 0  +

(x )(x )− −
1

2 1
2    + 0 - 0  +

اگر ضريب ٢ در مثال فوق عددی منفى، مثلاً 2− بود چه تغييرى در جدول تعيين علامت رخ مى داد؟

x1 داشته باشد  x2 و  y دو ريشه مانند  ax bx c= + +2 a و عبارت درجه ى دوم  >0 اگر 
 ax bx c a(x x )(x x )+ + = − −2

1 2 طبق فعاليت داريم:
، در  اين صورت جدول تعيين علامت y به صورت زير است. x x<1 2 فرض کنيد 

x x1 x2

ax bx c+ +2 + 0 - 0 +

١- توابع زير را تعيين علامت کنيد.
f (x) x x= − +26 8 الف) 2
g(x) x x= − + −23 9 2 ب) 

x2 داشته  ax دو ريشه مانند x1 و  bx c+ + =2 y و معادله ى 0 ax bx c= + +2 ٢- اگر 
a چيست؟  a جدول تعيين علامت آن را بکشيد. تفاوت آن با حالتى که 0< باشد و 0>

ax را  bx c+ +2 a جدول تعيين علامت  a و 0> x در هر دو حالت 0< x=1 2 ٣- اگر  
مشخص کنيد.

کنيد.  علامت  تعيين  را  عبارت  دو  اين   y (x )= − + 21 و   y (x )= + 21 نمودار  رسم  با   -٤
شباهت اين سؤال با سؤال قبل چيست؟
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تا کنون با مطالعه ى قسمت هاى قبل با روش تعيين علامت عبارت هاى درجه ى دومى که ريشه ى 
حقيقى دارند آشنا شده ايد. در اين بخش قصد داريم تا عبارت هاى درجه ى دومى را بررسى کنيم 

که ريشه ى حقيقى ندارند. 
معادله ى  اگر  ديگر  عبارت  به   .∆ <0 حالت  اين  در  که  داريد  ياد  به  گذشته  سال  از  حتماً 
. از  ac b− >24 . در نتيجه 0 b ac∆ = − <2 4 ax ريشه نداشته باشد آنگاه0 bx c+ + =2 0

طرفى
b cax bx c a(x x )
a a
b b ca (x )
a aa

b b ac b ac ba (x ) a (x )
a aa a a

+ + = + +

 
= + − + = 

 
   −

+ − + = + +   
   

2 2

2
2

2

2 2
2 2

2 2 2

2 4

4 4
2 24 4 4

از دوعبارت داخل کروشه يکى مثبت و يکى نامنفى است. بنابراين عبارت داخل کروشه همواره 
، بسته به اين که a چه علامتى دارد  ax bx c+ +2 مثبت است. (به ازاى هرx) در نتيجه علامت 

همواره يک نوع است. جدول تعيين علامت به شکل زير است. 
x دلخواه

a >0 ax bx c+ +2 +

a <0 ax bx c+ +2   -

رسم  از  پس  مى دانيم  که  همان گونه  است.  بررسى  قابل  نيز  ديگرى  منظر  از  موضوع  اين  البته 
y محل برخورد آن با محور xها نشانگر ريشه هاى آن مى باشد، زيرا در  ax bx c= + +2 نمودار 
 y . بنابراين اگر عبارت مذکور ريشه نداشت به اين معنى است که هيچ گاه 0= y اين مکان ها0=
اتفاق نمى افتد يعنى هيچ نقطه اى از نمودار روى محور xها نيست. با توجه به نمودارهاى درجه ى 
دوم مختلفى که تاکنون ديده ايم دراين حالت يا نمودار به تمامى بالاى محور xها قرار دارد يا به تمامى 

پايين محور xها قراردارد. 
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در اين صورت شکل کلّى به دو صورت زير است:

چرا اگر قسمتى از نمودار عبارت درجه ى دوم بالاى محور xها و قسمتى پايين باشد آنگاه آن 
عبارت حتماً ريشه دارد؟

x را بيابيد. x+ + ≥2 1 تمام جواب هاى نامعادله ى 0
داريم:

x x (x )

(x )

+ + = + − +

= + +

2 2

2

1 1
1 1

2 4
1 3
2 4

نامساوى   x هر  ازاى  به  نتيجه  در   ، x x+ + ≥ >2 3
1 0

4
پس   (x )+ ≥21

0
2

همواره  چون 
نامعادله  جواب  يعنى  است،  درست   x x+ + ≥2 1 0

. عبارت است از مجموعه ی 
y به صورت مقابل  x x= + +2 درضمن نمودار 1

است.
همان گونه که مشاهده مى شود نمودار مقابل به ازاى 

هر x بالاى محور xها قراردارد، يعنى مثبت است.
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y را تعيين علامت کنيد. x x= − +2 5 عبارت 
است  يک  برابر   x2 ضريب  همچنين  و   ∆ <0 بنابراين   ،∆ = − × = −21 4 5 19 مى دانيم 
جواب  مجموعه ى  يعنى   . x x− + >2 5 0 همواره  قبل  مطالب  طبق  بنابراين  مى باشد.  مثبت  که 

. x عبارت است از  x− + >2 5 نامعادله ى 0

به   ax bx c+ +2 دوم  درجه ی  جمله ای  چند  علامت  تعيين  به  مربوط  مطالب  تمام  جمع بندی 
صورت زير است:

( x x<1 2 ∆، در اين حالت دو ريشه ی متمايز مانند x1 و x2 داريم ( حالت اوّل: 0<

x x1 x2

y ax bx c= + +2 a موافق علامت 0 a مخالف علامت 0 a موافق علامت

∆ ، در اين حالت يک ريشه داريم: حالت دوم: ٠=

x x1= x2

y ax bx c= + +2 a موافق علامت 0 a موافق علامت

∆ حالت سوم: 0>
x دلخواه

y ax bx c= + +2 a موافق علامت

. x x− + ≥22 2 1  ١ــ نشان دهيد اگر     ∋x آنگاه 0

. a
a

+ ≥
1

2 a ثابت کنيد   ٢ــ اگر 0<
(يعنى حاصل جمع هر عدد مثبت با معکوس خودش حداقل دو است.)
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(a b)( )
a b

+ + ≥
1 1

4 b وa با استفاده از تمرين قبل نشان دهيد:  ٣ــ اگر 0<
٤ــ دامنه ى هريک از توابع زير را بيابيد.

f (الف (x) x x= − − +22 3 1 g(x) (ب                x= +2 1                    

h(x) (ج x(x )= − 23 xi(x) (د                           
x
−

=
−
1
2

 

٥  ــ نمودار تابع f مطابق شکل زير است.

f به ازای چه مقاديری از x تعريف شده است؟ (x)
y همواره مثبت مى شود  ax x= + +2 3 ٦  ــ تمامى اعدادى که اگر جاى a قرار گيرند عبارت 1

را بيابيد. 
x يا ريشه ى حقيقى ندارد يا دو ريشه ى  x a+ + =2 2 ٧ــ به ازاى هريک از مقادير a معادله ى 0

متمايز يا دو ريشه ى يکسان دارد. در هريک از اين سه حالت تمام مقادير ممکن برای a را بيابيد.
٨ ــ مهدى و اميد در حال تمرين براى مسابقه ى فوتبال هستند. آن ها قرار است تمرين شوت زدن 
انجام دهند. با شنيدن صداى سوت مربّى هرکدام به توپى که جلوى پايشان است ضربه اى مى زنند. 
نشانگر   g(t) t t= − +23 18 و   t زمان  در  مهدى  توپ  ارتفاع  نشانگر   h(t) t t= − +2 10 اگر 
ارتفاع توپ اميد در زمان t باشد طى چند ثانيه توپ اميد در ارتفاع بالاتر از ارتفاع توپ مهدى قرار 

g(t) برحسب متر هستند.) h(t) و  دارد؟ (t برحسب ثانيه و 
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آيا رشد سلول ها، نظام های بانکداری در دنيا و نحوه ی محاسبه ی سنّ يک درخت کهنسال يا يک 
سنگ از دوران باستان، تابع قانون مندی های خاصی است؟

امروزه باتوجه به رشد روزافزون روش های پژوهشی کمی در علوم، هم نياز و هم امکان استفاده 
از روش های رياضی، آمار و علوم کامپيوتر افزايش يافته است و مهم ترين ويژگی به کارگيری رياضی، 
در  رياضی  الگوهای  نقش  نمونه ها  اين  جديدترين  از  يکی  است.  رياضيات  الگوسازی های  توانايی 

مطالعه ی سلول های بنيادی است.

سلول های بنيادی 
در يکی از روزهای سال ۱۳۸۲ اين خبر به تمام دنيا مخابره شد. پژوهشکده ی رويان به عنوان 
مرکز تحقيقات علوم سلولی و درمان نا باروری جهاد دانشگاهی ، موفق به توليد سلول های بنيادی 
جنينی انسان شد . اين سلول ها قابليت تکثير نامحدودی دارند و می توانند  تمام انواع سلول های بدن 

نظير عصب ، ماهيچه ی قلبی ، کبدی و ... را به وجود آورند.

           
شکل ١- (سمت چپ) يک مجموعه  از سلول های بنيادی  دارای حدود ١٠ هزار سلول است

 که در سمت راست با بزرگ نمايی بيشتر، سلول ها به صورت واضح نشان داده شده اند.

در شکل (۲) روند تکثير سلول بنيادی جنينی در ۴ مرحله نشان داده شده است .
    

مرحله ی سوم                       مرحله ی دوم                       مرحله ی اول               مرحله ی صفر
     (قبل از تکثير)

شکل ۲
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اگر روند تکثير سلول بنيادی جنينی مانند شکل (۲) ادامه پيدا کند:

پاسخ،  يافتن  برای  داشت؟  خواهيم  بنيادی  سلول  تعداد  چه  نهم،  مرحله ی  از  پس  می کنيد  فکر 
جدول زير را تشکيل می دهيم.

تعداد مراحل تکثير سلول ها تعداد سلول های بنيادی تکثير شده
0 1

1 2

2 4

3 8

4 16

5 32

6 64

7 128

8 256

9 512

جدول ١

با توجه به جدول (۱) می بينيم که سرعت تکثير سلول های بنيادی چه قدر زياد است ! 
١- پس از چند مرحله، تعداد سلول های تکثيرشده، برابر با ۲۰۴۸ سلول خواهد بود؟

٢- آيا اعداد اين جدول الگويی را مشخص می کنند؟ آيا می توانيد قانونی بين اين دو کميت يعنی 
تعداد سلول ها و مراحل تکثير آن ها به دست آوريد؟

اگر بخواهيم تعداد سلول های تکثير شده در مرحله ی بيستم يا مرحله ی سی ام و يا هر مرحله ی 
ديگری پيدا کنيم ، قطعاً بايد به دنبال راه ميان بری بگرديم وگرنه محاسبات طولانی و وقت گير خواهد 
دست  به  جدول (۲)  می کنيم،  بازنويسی   ،۲ توان های  بر حسب  را  جدول (۱)  منظور  همين  به  بود. 

می آيد. شما هم جای علامت سؤال ها را با استفاده از ماشين حساب پر کنيد.
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مراحل تکثير سلول ها تعداد سلول های تکثير شده
0 ۲۰ = ۱
1 ۲۱ = ۲
2 ۲۲ = ۴
3 ۲۳ = ۸
4 ۲۴ = ۱۶
... ...

9 ۲۹ = ۵۱۲
... ...

؟ ۱۶۳۸۴
... ...

۲۰ ؟ = ۲۲۰
... ...

جدول ٢

نشان  را  شده  تکثير  سلول های  تعداد  و  سلول ها  تکثير  مختلف  مراحل  بين  رابطه ی  زير،  نمودار 
می دهد:

شده
ثير 

 تک
های

ول 
 سل

داد
تع

مراحل تکثير سلول ها
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در فصل اوّل يک الگوی نمايی برای رشد باکتری ها به دست آورديم که جرم تقريبی باکتری ها از 
xg(x) ، محاسبه می شد، دوباره به آن فعاليت باز می گرديم: =2 ضابطه ی 

۱- مقادير به دست آمده در آن فعاليت را در جدولی تنظيم نماييد و نمودار آن را رسم کنيد.
xg(x) را برای  =2 ۲- اگر محور x  ها، بيانگر زمان و محور y  ها بيانگر جرم باکتری هاباشد، نمودار تابع  

رسم نماييد و سپس آن را با شکل زير مقايسه کنيد . x , , , , , , ,=
1 1 3 5 3 7

0 1
4 2 4 4 2 4

xy بيان کنيم. به اين گونه تابع ها، تابع نمايی می گويند که به دليل  =2 می توانيم اين نمودار را برحسب تابع 
متغيربودن نما، چنين نامی به آن ها داده شده است. برای تمام اعداد حقيقی x ، (گويا و گنگ )، اين منحنی را 

xg(x) به کار برد. =2 می توان برای نمايش تابع 
در اين الگو رابطه ی بين زمان و مراحل رشد باکتری، يک تابع نمايی است زيرا رشد باکتری ها بر 

حسب زمان، به صورت توان ها يا نماهای ۲ است.

)x را می توان به ازای تمام xهای حقيقی محاسبه کرد؟  )−2 آيا عبارت 

a و xيك متغير  , a〉 ≠0 xy كه a عددی حقيقی و  1 a= هر تابع به صورت 
است، يك تابع نمايی ناميده می شود.
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xy را به دست آوريد. a= ۱- دامنه و برد تابع 
xy يک تابع يک به يک است؟ چرا؟ a= ۲- آيا تابع نمايی

xy را در نقاط داده شده جدول زير به دست آوريد و سپس نقاط را  = 4 الف) نمودار تابع نمايی  
به يکديگر وصل نماييد.

x x4 y

-2 ۴-۲ 1
16

-۱ ۴-۱ 1
4

۰ ۴۰ ١
۱ ۴۱ ٤
۲ ۴۲ ٤٢ = ۱۶

حل:

، محور yها را در نقطه ی ۱ قطع می کند. x4 نمودار تابع نمايی 
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184/ را به دست آوريد. xy ، مقدار تقريبی = 4 ب) با استفاده از نمودار
حل: از نمودار اين تابع می توان به طور تقريبی مقدار y را برای همه ی مقادير حقيقی x به دست 

x است، برابر با ۱۲ می باشد. /=1 8 آورد. با توجه به نمودار مقدار تقريبی y وقتی که
184/ برابر است با: با استفاده از ماشين حساب، مقدار تقريبی 

/ /≅184 12 12573253  

−x رسم کنيد. ≤ ≤1 xy را به ازای 2 = 7 ۱- نمودار تابع 
y/ را با استفاده از نمودار تابع به دست آوريد. = 067 ۲- مقدار تقريبی 

را در يک دستگاه مختصات رسم کنيد  xy = +3 xy و 3 −= 13 xy و  = 3 ۳- نمودار توابع 
و آن ها را با هم مقايسه کنيد.
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xy را رسم کنيد. ( )=
1
2

الف) نمودار
نقطه ی تقاطع منحنی با محور y ها، چيست؟

 حل: چند نقطه ی دلخواه را درنظر می گيريم.

x x( )1
2

y

-۳ ( )−31
2

۸

-۲ ( )−21
2

۴

-۱ ( )−11
2

۲

۰ ( )01
2

۱

۱ ( )11
2

1
2

۲ ( )21
2

1
4

نقطه ی تقاطع نمودار با محور y ها، ۱ می باشد.

)/ را به دست آوريد. )−2 51
2

ب) با استفاده از شکل تابع، مقدار تقريبی 

)/ برابر  )−2 51
2

5/ است. مقدار تقريبی  5 x  است، حدوداً  /= −2 5 حل: مقدار y وقتی که 

)/ می باشد. ) /− ≅2 51
5 656854249

2
با  
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xy را رسم کنيد. نقطه ی تقاطع منحنی با محور y ها، چيست؟ ( )= +
1

2
3

۱- نمودار 
y/ را به دست آوريد. ( )−= +151

2
3

۲- با استفاده از نمودار تابع فوق، مقدار تقريبی 
برای                و  می شود  کم   y مقدار  می شود  بزرگ   x که  وقتی  قبل  مثال  نمودار  در  که  شود  توجه   
xهای کوچک تر از صفر،مقدار y به سرعت افزايش می يابد. به طور کلی اين وضعيت برای تمام 

>a برقرار  است. <0 xy و 1 a= توابع نمايی 
>a را مشخص نماييد. <0 a و1 xa را برای حالت 1< ۳- از روی نمودار، ويژگی های تابع 

است.  شده  داده  نشان   xy /= ×0 5 2 و   xy = ×3 2 و   xy =2 توابع نمودار  زير،  شکل  در 
توجه کنيد:

 ،y = ها، نقطه ی ١y با محور xy =2 همان گونه که از نمودارها، مشخص است، محل تقاطع منحنی 
، نقطه ی y = ۰/۵ می باشد. xy /= ×0 5 2 y و برای منحنی  = ، نقطه ی3 xy = ×3 2 منحنی 

باتوجه به نمودار اين سه تابع، چه وجه مشترک و چه وجه اختلافی بين اين توابع ملاحظه می کنيد؟
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xy  در چه نقطه ای محور y ها را قطع می کنند. آيا  ( )=
1
10

xy و  =10  ۱- فکر می کنيد توابع 
می توانيد بدون استفاده از جدول، نمودار تقريبی اين دو تابع را رسم کنيد؟

xy را در يک دستگاه مختصات رسم کنيد و آن ها  = 5 xy و  = 4 xy و  = 3 ۲- نمودار توابع 
x با هم مقايسه کنيد. x و 0> را در 0<

در جدول زير، مقادير x و y از يک تابع داده شده است. رفتار اين تابع يا چگونگی تغييرات اين 
تابع، يک تابع نمايی را مشخص می کند يا خير؟ چرا؟

x 0 10 20 30 40 50

y 80 40 20 10 5 2/5

زير  صورت  به   y می شوند.مقادير  اضافه  واحد  ده  به فاصله ی  منظم،  صورت  به   x مقادير  حل: 
می باشند:

 ٢٠                 ٤٠              ٨٠               ۱۰                  ۵                ۲/۵

×
1
2

×
1
2

×
1
2

×
1
2

×
1
2

همان طورکه مشاهده می شود، مقادير y با ضرب يک عدد ثابت در عدد قبلی، به دست می آيند.
با توجه به اين که دامنه ی تغييرات x به صورت منظم در يک فاصله ی معين است و ميزان تغييرات 
نمايی  تابع  يک  رفتار  بيانگر  داده ها می تواند  اين  ثابت است لذا  عدد  يک  در  اثر ضرب  بر   y مقادير

باشد.
يک ديگر  به  را  آن ها  سپس  و  می کنيم  رسم  مختصات  دستگاه  يک  در  را  جدول  در  معلوم  نقاط 

وصل می کنيم. شکل اين تابع، همانند شکل يک تابع نمايی است.
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آيا می توانيد عبارت دقيق تابع نمايی بالا را به دست آوريد؟

را  آن ها  وضعيت  و  رسم کنيد  مختصات  دستگاه  يک  در  را  زير  ازتابع های  دسته  هر  نمودار   -۱
نسبت به هم مقايسه کنيد.

x  (الف x xy , y , y= − = + =2 4 2 3 2

x  (ب x xy , y , y− += = =4 52 2 2

x (ج x xy , y , y= = =5 3 2

۲-  در جدول زير نقاطی از يک تابع داده شده است. آيا چگونگی تغييرات اين تابع، نمايی است؟ 
چرا؟

x 0 10 20 30 40 50

y 15 21 27 33 39 45

۳- رفتار يا چگونگی تغييرات کدام يک از توابع زير، نمايی است؟
xy (الف = +4 3 y (ب                            x(x )= −2 1

y  (ج x+ =5 8 y  (د                              x= +4 3    
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(ز                                          (و                                              (هـ

      

xy را رسم کرده اند. کدام يک از آن ها، نمودار را درست رسم کرده  ( )=
1
3

۴- نرگس و فاطمه نمودار 
است؟ دليل خود را توضيح دهيد.

            
نمودار رسم شده توسط نرگس                             نمودار رسم شده توسط فاطمه

چه فرق اساسی با هم دارند؟ y x= 3 xy و تابع  = 3 ۵- توابع 

۶- نمودار توابع زير را رسم  کنيد. محل تقاطع نقاط نمودار با محور yها را پيدا کنيد.
با استفاده از نمودار، مقدار تقريبی تابع در نقطه ی داده شده را به دست آوريد.

xy (الف ; x /= =9 0 8
                    

xy (ب ( ) ; x /= =
1

1 7
4

xy (ج ; x /= =10 0 3 xy (د                         ( ) ; x /= = −
1

1 3
10

  

۷- مشخص کنيد که آيا داده های زير در هر جدول، بيانگر يک تابع نمايی است يا خير؟ دليل خود 
را توضيح دهيد.
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x (الف 0 1 2 3 4 5

y 1 6 36 216 1296 7776

(ب x 4 6 8 10 12 14

y 5 9 13 17 21 25

(ج
 x 1 0 -1 -2

y 4 1 -2 -5

(د x 0 1 2 3
y 1 ۰/۵ ۰/۲۵ ۰/۱۲۵

(هـ x 10 20 30 40
y 16 12 9 ۶/۷۵

(و x -۱ 0 1 2
y -۰/۵ ۱/۵ -۲ +۴

۸- مشخص کنيد که از توابع زير، کدام يک خطی هستند، کدام يک درجه ی دوم و کدام يک رفتار نمايی 
دارند؟

xy (الف = −7 4 y (ب                    x(x )= − +1 y+3x=5  (ج                 

(و                                            (هـ                                         (د
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(اين قسمت از مطالب کتاب يعنی رشد و زوال نمايی، صرفاً جهت اطلاعات بيشتر دانش آموزان 
است و به عنوان سرفصل رسمی درس محسوب نمی شود.)

رشد و زوال نمايی 
در اين بخش به يکی از کاربردهای مهم توابع نمايی می پردازيم. ابتدا رشد نمايی را مورد توجه 

قرار می دهيم.
رشد نمايی 

در يک بررسی آماری در يکی از کشورها، افزايش تعداد وبلاگ ها از نوامبر سال ۲۰۰۳ (آبان 
ماه ۱۳۸۲) تا جولای ۲۰۰۵ (تيرماه ۱۳۸۴) ۱۳/۷ درصد در هر ماه بوده است. فرض کنيد y بيانگر 
بيانگر ماه ها از نوامبر ۲۰۰۳ باشد. در اين صورت تعداد   t تعداد کل وبلاگ ها برحسب ميليون و

متوسط وبلاگ ها در هرماه از قانون (الگوی) زير پيروی می کند.
t ty / ( / ) / ( / )= + =1 11 0 137 1 11 137

همان گونه که مشاهده می شود، رشد وبلاگ ها، يک نمونه از رشد نمايی است .
مثال ديگری از رشد نمايی سود بانکی می باشد.

پدر علی، مبلغ ۱۰۰ هزار تومان در حساب پس انداز، در يکی از بانک های کشور ذخيره می کند. 
طبق قانون اعلام شده از سوی بانک ، اين پول ها در ساخت يک بزرگراه سرمايه گذاری می شود. 
آينده،  سال   ١٠ در  بزرگراه  تبليغاتی  درآمدهای  و  عوارض  گرفتن  با  که  است  اين  بانک  پيش بينی 
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حداقل می توان ١٤ درصد سود پرداخت کرد. پدر علی، به علی می گويد که اين حساب پس انداز را 
برای تو باز کرده ام و الآن که سن تو ابتدای ۱۷ سال است حساب کن که در پايان ۲۵ سالگی ، چه 

ميزان پول در حساب پس اندازت وجود خواهد داشت؟
علی شروع به محاسبه  کرد. مقدار پس انداز پايان سال اول ابتدای ١٨ سالگی برابر است با:

  , ( , ) , , ,+ × = + =
14

100000 100000 100000 14000 114000
100

مقدار پس انداز در پايان ١٨ سالگی برابر است با : 
, ( , ) / ,+ × =114000 114000 0 14 129 960

اين عبارت را می توان به صورت زير باز نويسی کرد:
[ , ( / )]( / ) , ( / )= 21000001 14 1 14 1000001 14

به همين صورت اگر ادامه دهيم مقدار پس انداز علی پس از پايان ٢٥ سالگی برابر است با:
( , ) ( / )× + 9100000 1 0 14

اين  در   ، باشد  پرداخت  قابل  ساليانه  و  درصد    (۱۰۰ r) سود نرخ  اگر  کلی،  حالت  در  بنابراين 
y1 باشد ، صورت اگر مبلغی در پايان سال اول پرداخت می گردد (اصل به علاوه سود) 

                                                                          y c rc c( r)= + = +1 1 داريم:                                                                   
که c مقدار اوليه ی پس انداز است.

       y [c( r)][ r] c( r)= + + = +2 1 1 1 مبلغ پس از دو سال برابر است با:                        

y [c( r) ][ r] c( r)= + + = +2 3
3 1 1 1 مبلغ پس از ۳ سال برابر است با:                     

بيانگر   y آن  در  كه  است    ty c( r)= +1 صورت  به  نمايی،  رشد  كلی  معادله ی 
برحسب  (تغييرات)  رشد  ميزان  بيانگر   r اوليه،  مقدار  Cبيانگر  نهايی،  مقدار 

اعشار و t بيانگر زمان است.
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فرض کنيد ۴۰۰ هزار تومان در حساب پس اندازی که هر سال ١٢ درصد سود می دهد، ذخيره 
شده است. مبلغ پس انداز را در پايان سال سوم حساب کنيد .

n و لذا،
nr / , c , n , y c( r)= = = = +0 12 400 3 1 حل: با توجه به فرمول 

y داريم : , ( / ) /= + =3
3 4000001 0 12 561971 2

يعنی مبلغ پس انداز در پايان ۳ سال برابر با ۵۰۶/۱۹۷ هزار تومان است.

رشد جمعيت ايران طی سال های ۱۳۳۵ تا ۱۳۶۵، حدود ۳ درصد بوده است. اگر جمعيت ايران 
در سال ۱۳۵۵، حدود ۱۹ ميليون نفر بوده باشد، جمعيت ايران در سال ۱۳۶۵ چند نفر بوده است؟ اگر 

اين رشد همچنان باقی می ماند، جمعيت کشور در سال ۱۳۸۸ چند ميليون نفر خواهد بود؟
از سال ١٣٧٠ رشد جمعيت ايران با کاهش بی سابقه ای به حدود ١/۵ درصد تنزل يافت.بنابراين 
اگر جمعيت ايران در سال ١٣٦٥ حدود پنجاه ميليون نفر بوده است، با نرخ رشد ١/۵ درصد، جمعيت 
سال  در  ايران  جمعيت  بماند،  ثابت  رشد  نرخ  همين  اگر  بود؟  خواهد  نفر  ١٣٨٨چند  سال  در  ايران 

١٤٠٤ چند نفر خواهد بود؟ 
زوال نمايی

همانند رشد نمايی، می توان صحبت از زوال نمايی کرد.

ty است كه در آن y بيانگر  c( r)= −1 معادله ی كلی زوال نمايی، به فرم
مقدار نهايی، c بيانگر مقدار اوليه، r بيانگر ميزان نزول بر حسب اعشار و 

زمان است. بيانگر   t

دارای  بادی  قايق  می دهد.  دست  از  را  بادش  درصد   ۶/۶۰ روزانه  بادی،  کاملاً  قايق  يک   -١
۷۳۷۴۱/۷۸۸ سانتی متر مکعب باد می باشد.

www.konkur.in

forum.konkur.in



101

الف) معادله ای بنويسيد که بيانگر ميزان از دست دادن باد قايق باشد.
اطلاعات  به  باتوجه  لذا  است.   ty c( r)= −1 صورت  به  نمايی  نزول  برای  کلی  معادله ی  حل: 

داده شده در مثال، می توان نوشت:
t ty / ( / ) / ( / )= − =73741 788 1 0 066 73741 788 0 934

 ty / ( / )= 73741 788 0 934 بنابراين معادله ای که بيانگر از دست دادن باد در قايق است به صورت
است که در آن y بيانگر مقدار باد در قايق برحسب سانتی متر مکعب و t بيانگر تعداد روزهاست.

ب) ميزان بادی که بعد از ۷ روز قايق از دست می دهد، تخمين بزنيد.
حل: معادله ی از دست دادن باد

ty / ( / )= =73741 788 0 934                                    
 / ( / ) t= =773741 788 0 934 7  
≈ 45719 با استفاده از ماشين حساب   

بنابراين ميزان بادی که قايق بعد از ۷ روز از دست داده، ۴۵۷۱۹ سانتی مترمکعب می باشد.
٢- جمعيت يکی از کشورهای خارجی، در سال ٢٠٠٠ميلادی برابر با ٤٠،٠٠٠،٠٠٠ نفر بوده 
است. رشد جمعيت اين کشور با نرخ ١٪ در حال کاهش است. جمعيت اين کشور در سال ٢٠١٠ 

ميلادی چند نفر خواهد بود؟
ty می باشد با جايگذاری   c( r)= −1 حل: با توجه به اين که معادله ی کلی زوال نمايی به صورت 

c , r , t، جمعيت اين کشور در سال ٢٠١٠ برابر است با:

y  = 40،000،000(1  -   0/01)10=٣۶١٧۵٢٨٣

١- فرض کنيد در يک کشت باکتری ، در پايان ۲ روز تعداد ۳۶۰،٠٠۰ باکتری و در پايان ۴ روز 
تعداد ٣،۲۴۰،٠٠٠ باکتری وجود دارند. مطلوب است :

الف) تعداد باکتری ها در شروع آزمايش
ب) تعداد باکتری ها در پايان ۲۴ ساعت 

ج) تعداد باکتری ها در پايان ۳ روز 
د) تعداد روزهايی که در پايان آن تعداد باکتری ها برابر با ٢٩،۱۶۰،٠٠٠ خواهد بود.

١٠٠،٣٥٠،٠٠٠ نفر می باشد. اگر نرخ  ٢- جمعيت کشور مکزيک در سال ٢٠٠٠ ميلادی، برابر با 
رشد جمعيت ١/۷٪ در سال باشد، جمعيت کشور مکزيک در سال ٢٠١٢ چند نفر خواهد بود؟

اين  اگر  شد.  تومان   ٥٠،۰۰۰،۰۰۰ وارث  تولدش  سالگرد  پنجمين  و  بيست  در  شخصی   -٣
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شخص اين مبلغ را با نرخ هشت درصد سود ساليانه سرمايه گذاری کند هنگام بازنشستگی در سن 
۶۵ سالگی چه مبلغی دريافت می کند ؟

٤- جمعيت کشور  ليتوانی در سال ٢٠٠٥، برابر با ٢،٢٩٠،٢٣٧ نفر بوده است. نرخ رشد جمعيت 
در اين کشور با نرخ ١/١٪ در حال کاهش است. جمعيت اين کشور در سال ٢٠١٥ ميلادی چند 

نفر خواهد بود؟
دريا،  سطح  از  متر  برحسب   x ارتفاع  در  بار)  ميلی  (برحسب  اتمسفر  فشار  (هواشناسی).   -٥

به وسيله ی تابع زير تقريب زده می شود.
xf (x) ( / )−=1038 1 000134

که x بين صفر تا ۱۰۰۰۰ خواهد بود.
الف) ميزان فشار در سطح دريا چقدر است؟

ب) رستورانی در ارتفاع ۲۰۰۰ متری در اردبيل قرار دارد.
ميزان فشار تقريبی اتمسفر در محل اين رستوران چقدر است؟

ج) اگر ارتفاع افزايش پيدا کند ،چه اتفاقی در فشار اتمسفر ايجاد خواهد شد؟

لگاريتم و تابع لگاريتمى
محاسبه  است،  طبيعى  پديده هاى  از  بسيارى  توصيف  براى  مناسب  ابزار  يک  لگاريتم  محاسبه 
آستانه  آن  به  که  انسان  گوش  توسط  شنيدن  قابل  صداى  ضعيف ترين  مشخص کردن  زلزله،  شدت 
شنوايى مى گويند و همين طور محاسبه آستانه درد که قوى ترين صداى قابل تحمل براى گوش انسان 
تعداد  پيش بينى  در  است.  محاسبه  و  تعريف  قابل  لگاريتم  يعنى  رياضى  مفهوم  اين  کمک  به  است، 
جمعيت يک جامعه پس از زمان معينى که در برنامه ريزى اقتصادى نقش تعيين کننده اى دارد و يا 
هنگام محاسبه نيمه عمر عناصر راديواکتيو که ماده اصلى در انرژى هسته اى است از لگاريتم استفاده 

مى کنيم.
در بحث توابع نمايى ديديم که تکثير و رشد سلول ها از قوانين توابع نمايى پيروى مى کنند. به کمک 
xy مى توان به طور مثال تعداد سلول ها را پس از زمان x پيش بينى کرد. در مواقعى  b= تابع نمايى 
نياز است که بدانيم تعداد معينى از سلول ها پس از چه زمانى به وجود مى آيند، براى پاسخ به اين قبيل 

سؤالات از مفهوم جديدى به نام تابع لگاريتمى که معکوس تابع نمايى است استفاده مى کنيم.
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 تابع لگاريتمى چيست و چگونه ساخته مى شود؟

آن  معکوس  تابع  بنابراين  و  است  يک  به  يک  تابعى  که  مى کنيم  شروع   xy =2 نمايى  تابع  با 
y را مى توان با يافتن قرينه ی نقاط  f (x)= وجود دارد. به ياد آوريد که معکوس تابع يک به يک 

y ساخت. x= روى نمودار تابع  f نسبت به خط 
به جدول و نمودار زير توجه کنيد: 

xy =2

x y
1 2
2 4
3 8
0 1

-1
1
2

-2
1
4

-3
1
8

yx =2

x y
2 1
4 2
8 3
1 0
1
2

-1

1
4

-2

1
8

-3

شکل(١)
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در شکل(١) نمودار تابع نمايى و نمودار تابع معکوس آن (که تابع لگاريتمى ناميده مى شود) نشان 
داده شده است. به عنوان مثال نقطه ی (٤ و ٢) روى نمودار تابع نمايى است. و نقطه ی (٢ و ٤) که 

y است روى نمودار تابع معکوس آن (تابع لگاريتمی) قرار دارد. x= قرينه ی آن نسبت به خط 
 x را لگاريتم y، yx =2 yx نوشت.در عبارت  =2 xy را مى توان به صورت  =2 معکوس 

y نشان می دهيم. log x= 2
در پايه ی ٢ می خوانيم و با نماد 

yx بنويسيد. =2 ١- هريک از تساوى هاى زير را به صورت 
y (الف log

−

= = −

=

2

2

1
2

4
1

2
4

(ب            y log= =

=

2

0

1 0

1 2
                                           

y بنويسيد. log x= 2
٢-هر يک از تساوی های زير را به صورت 

 (الف
log

=

=

5

2

2 32

32 5

(ب                             
                                          

 
در شکافت هسته ی اورانيوم، يک نوترون به هسته ی اورانيوم برخورد می کند و هسته ی اورانيوم 

مقداری  و  می شود  تقسيم  سبک تر  هسته ی  دو  به 
آزاد  نيز  نوترون  سه  يا  دو  و  شده  توليد  انرژی، 
می شود. نوترون های جديد خودشان به هسته های 
ديگر اورانيوم برخورد کرده و منجر به آزادسازی 
همين طور  و  می شوند  ديگر  نوترون های  و  انرژی 
واکنش  فرايند،  اين  می يابد،  استمرار  فرايند  اين 
اثر  در  کنيم  فرض  می شود.  ناميده  زنجيره ای 

شکافت هسته ی اورانيوم سه نوترون آزاد شود.

log

=

=

1
2

16

16 4

1
4

2
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مرحله ی واکنش زنجيره ای تعداد نوترون های آزاد شده

1 3

2 9

3 27

4 81

xy پيروی می کند  = 3 جدول فوق تعداد نوترون های آزاد شده را که از قانون تابع نمايی 
نشان می دهد و به کمک آن می توان تعداد نوترون های آزاد شده را در مرحله ی x پيش بينی 
کرد. اگر بخواهيم بدانيم تعداد معينی از نوترون ها در کدام مرحله به وجود می آيند از تابع 

y که معکوس تابع نمايی فوق است استفاده می کنيم . log x= 3 لگاريتمی 

الف) در مرحله ششم چه تعداد نوترون آزاد شده خواهيم داشت؟
ب) در کدام مرحله تعداد نوترون های آزاد شده برابر با ٢٤٣ نوترون خواهد بود؟

١- جدول ها را کامل کنيد.
تابع  نمودارهاى  سپس  و  کنيد  مشخص  شطرنجى  صفحه  روى  را  جدول ها  نقاط  از  هريک   -٢

y را رسم کنيد. log x= 2 xy و تابع  =2

٣- هر نقطه از نمودار تابع نمايى را با نقطه نظيرش از تابع لگاريتمى مقايسه کنيد.

U-235

kr-92
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٤- دامنه و برد دو تابع را با هم مقايسه کنيد: 

 

xf و نمودار تابع معکوس آن را در يک دستگاه مختصات رسم کنيد و به  (x) = 3 نمودار تابع 
اين سؤالات پاسخ دهيد:

الف) دامنه و برد هرکدام از توابع را مشخص کنيد.
ب) دامنه و برد تابع لگاريتمى و تابع معکوس اش را با هم مقايسه کنيد.

xf (x) =2
xy =2 (x,y)

= 01 2 ( , )01

… ( , )1 2

−= 11
2

2
…

( ), f ( )2 2 …

−= 21
2

4 …

… …

… ( , )3 8

… …

g(x) log x= 2

y log x= 2 (x,y)
log= 20 1 ( , )10

log= 21 2 …

… ( , )−
1

1
2

… ( )( ,g )4 4

log = −2
1

2
4 …

log =2
1

2
2 …

… ( , )32 3

… ( )a ,g(a)
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y را رسم می کنيم. log (x )= −2 1 نمودار تابع 
y log (x )= −2 1

x y

2 ٠
3 ١
5 ٢

3
2

−1

.....

.....

       

توجه کنيد که به x مقادير کمتر از ١ را نمى دهيم. زيرا دامنه ی تابع لگاريتمى مقادير مثبت است. 
x قابل قبول است.  باشد و در نتيجه 1< x − >1 يعنی بايد: 0

x را به صورت نقطه چين رسم مى کنيم تا نمودار راحت تر و دقيق تر  به همين دليل ابتدا خط 1=
رسم شود.

مختصات  دستگاه  xy را در يک  ( )=
1
2

تابع  نمودار  y و  log x= 1
2

تابع  نمودار  مى خواهيم 
رسم کنيم.

١- ابتدا جدول صفحه ی بعد را تکميل کنيد:
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(x , y) y log x= 1
2

xy ( ) (x , y)=
1
2

( , )1
1

2
log= 1

2

1
1

2 ( , )11
2

( , )−2 1 log− = 1
2

1 2 ( , )−1 2

( , )−4 2 log− = 1
2

2 4 ( , )−2 4

( , )1 1
22

… … ( , )1 1
2 2

( , )

٢- هريک از نقاط دو جدول را در دستگاه مختصات مشخص کرده، نمودار تابع لگاريتمى را 
رسم کنيد.

٣- نمودار معکوس تابع لگاريتمی را نسبت به خط y=x رسم کنيد.
٤- دامنه و برد تابع نمايى را از روى نمودار مشخص کنيد.

٥- دامنه و برد تابع لگاريتمى را از روى نمودار مشخص کنيد.
xy چگونه باشند. log x , y ( )= =1

3

1
3

٦- حدس مى زنيد که نمودارهاى تابع 
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به نمودارهاى زير توجه کنيد.
کدام شکل نمودار کدام تابع مى تواند باشد؟

y (الف log (x )= −2 2 y (ب                log x= 3 xy (ج                       −=2

y (د log x= 1
2

y (هـ                        log x= + 22

                
(١)                                                                  (٢) 

             
(٣)                                                                 (٤) 

مجدداً به فعاليت هاى ۱ و ۲ و ۳ توجه کنيد. ملاحظه مى کنيد که تابع لگاريتمى براى مقادير مثبت 
x تعريف مى شود.
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دامنه تعريف توابع لگاريتمی مقادير مثبت است و برد توابع لگاريتمی 
مجموعه ی  است.

محاسبه ی لگاريتم يک عدد

f را به دست آوريم: ( )81 f را درنظر بگيريد. مى خواهيم  (x) log x= 3 تابع 
log y=3 81 f يا  ( ) y=81 فرض کنيم: 

 y = 4 y=43 و در نتيجه:  3 y=81 و يا  3 از تعريف لگاريتم داريم: 

log1 را محاسبه کنيد.
3

log8 و 81 2 
(ب                                                     ( الف

۱- نشان دهيد که : 
۱) log =416 2                         ۲) log = −3

1
3

27
alog را  a a و  >0 a و  ≠1 log1 را محاسبه کنيد. در حالت کلى 

6

1
6

log55 و  ۲- مقدار 

محاسبه و عبارت زير را کامل کنيد.

y y

y y

log y log y

( )

y y

y

−

= =

= =

= =
= = −

=

8 1
3

3

2 81

1
2 8 81

3

2 2 81 3

1 3 4

1
3
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لگاريتم هر عدد a در پايه ى ...... مساوى ...... است.
٣- در عبارت هاى زير y را بيابيد.

log (الف y=41 log (ب        y=28 log (ج          / y=100 01 log (د       y=1
6

36

معادله ی لگاريتمى
عبارت های زير نمونه هايی از معادلات لگاريتمی هستند.

۱) log x =10 2                               ۲) log x log=3 3 5

٣) log x log+ =2 25 4                 ۴) log (x ) log x log+ + =2 2 21 6

منظور از حل معادله ی لگاريتمى يافتن مقدار و يا مقدارهايى براى x است که در معادله صدق کند.

معادلات لگاريتمى زير را با توجه به تعريف لگاريتم حل مى کنيم.
(ب                                                        ( الف

معادلات زير را حل کنيد.
١) log x =3 4                       ٢) log (x )− = −2 1 1                  ٣) /log x =001

1
2

log x log x

x x

x x

−

= = −

= =

= =

10 5

2 1

2 1

10 5

1
100

5
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لگاريتم  دو  تساوى  طرفين  در  که  مى رسيم  حالتى  به  لگاريتمى  معادلات  از  بسيارى  حل  در 
قراردارد. براى ادامه حل به مفهوم زير نياز داريم:

x را نتيجه  z= a مى توان تساوى  alog x log z= a باشد آن گاه از تساوى  a و 1≠ ـ اگر 0<
گرفت و بالعکس.

۱)                                                                   ٢)

٤                                                                   (٣)

 

x قابل قبول نيست زيرا لگاريتم براى اعداد مثبت تعريف مى شود.  = در مثال شماره ی ٣، 1−
x در دامنه ی تعريف لگاريتم هاى معادله ی فوق نيست. = به بيان ديگر 1−

 
معادلات زير را حل کنيد: (جواب هاى قابل قبول براى معادلات زير را مشخص کنيد.)

١) log (x ) log x− =2
3 315 2               ٢) log (x ) log x− =2

10 1030                 

٣) xlog =16 2   

log (x ) log x log x log

x x x

x x

x

x , x

− = =

− = =

− − =

± +
=

= = −

2
7 7 5 5

2

2

2 7

2 7

2 0

1 1 8
2

2 1

log x log log ( x ) log x

x x x
x

= − =

= − =
=

2 2 5 52 2 1

2 2 1

1
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قوانين (قضايا) لگاريتم ها
هنگام حل بسيارى از مسائل واقعى در فيزيک، پزشکى، زمين شناسى و … که در آن ها معادلات 
به  مى شويم.  است  برقرار  لگاريتم ها  بين  که  قوانينى  از  استفاده  نيازمند  است  رفته  به کار  لگاريتمى 

همين جهت در اين بخش به بيان و اثبات اين قوانين مى پردازيم.
+× = × =4 7 4 716 128 2 2 2 همان طور که می دانيم:       

    log log log× = +4 7 4 7
2 2 22 2 2 2 نوشت:    مى توان  نيز  لگاريتم ها  درباره  آيا  که  ببينيم  مى خواهيم 

دو طرف تساوى را جداگانه محاسبه مى کنيم.
log log log y× = × = =4 7 11

2 2 216 128 2 2 2           
a

log a

a

=

=
=

4
2

4

2

2 2

4

         
b

log b

b

=

=
=

7
2

7

2

2 2

7

y=112 2  مطابق تعريف لگاريتم     
y =11

 log log a b+ = + = + =4 7
2 22 2 4 7 بنابراين :  11

در حالت کلی نيز می توان ثابت کرد که:

 (c ≠ ۱) كه  c  , b , a برای اعداد حقيقی و مثبت 

logc a.b=logc a+logc b

، از تعريف لگاريتم داريم: clog ab p= حال به اثبات رابطه بالا می پردازيم. با فرض اينکه 
  pab c=
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c clog b n , log a m= =

n m

m n m n

b c , a c

ab c c c +

= =

= × =
p

m n

ab c

ab c +

=

=
    

p m nc c += c يا  c clog ab log a log b= + بنابراين :  

log log log+ = =10 10 102 5 10 1

می توان ثابت كرد كه:  c) است  )≠1 برای هر عدد حقيقی مثبت c,b,a كه 

c c c
alog log a log b
b
= −

log مى توان نوشت: /100 براى محاسبه ی 1
log log log= − = − = −10 10 10

1
1 10 0 1 1

10

log3 را  4 log است، استفاده  مى کنيم و  /3 20 2 7268 log و  /=3 5 1 از اينکه 4650
محاسبه مى نماييم.

log log log log /= = −3 3 3 3
20

4 20 5 1 2618
5
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∋xوa وc اعداد حقيقى مثبت (راهنمايى: فرض کنيد x و 
c clog a x log a= ثابت کنيد 

 ( x
c clog a n , log a m= =

log  (الف  log log= = = × =
1
2

5 5 5
1 1 1

5 5 5 1
2 2 2

  
 
log (ب log log ( ) log log log log+ = + = + = =2

10 10 10 10 10 10 102 2 5 2 5 2 5 10 1

 d و c و bو a).را تحقيق کنيد c c c clog abd log a log b log d= + + ١- درستی تساوی 
c است.)  اعداد حقيقی مثبت اند و 1≠

log log=53 5 3 ٢- نشان دهيد که: 
n را نتيجه بگيريد.

c clog a n log a= na استفاده کنيد و رابطه ی  a.a. ... .a= ٣- از تساوى 
n∈                                n بار  

٤- حاصل عبارات زير را محاسبه کنيد:
١) log10100   ۲) log101000   ٣) log log+10 104 25    ۴) log log+10 102 4 4

(n,m برحسب) :باشد عبارات زير را محاسبه کنيد log n , log m= =10 103 2 ٥- اگر  

۱) log1018                          ۲) log log+10 1032 27

log4 را محاسبه کنيد. log است استفاده کنيد و 32 /=42 0 5 ٦- از اين که 
٧- حاصل عبارات زير را به دست آوريد:

        ١) log216          ٢) log7
1
49

          ٣) log2 8               ۴) log log−3 354 2

٥) log log+10 102 5 4      ٦) log log+10 102 2 250            
٧) log log log− +10 10 10

1
24 9 125

2
      ٨) log log−3

10 103 4 25
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حل معادلات لگاريتمی با استفاده از قوانين لگاريتم ها

از قوانين لگاريتم ها استفاده کرده و مثال هايى از معادلات لگاريتمى را حل مى کنيم.

۱)  log x log log

log x log log

x xlog log x x

− =

− =

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

5 5 5

3
5 5 5

3 3
3

5 5

3 4 16

4 16

16 16 64 4
4 4

logاگر در معادله ی اصلی به جای x عدد ٤ را قرار دهيم : log log

log log

log log

− =

=

=

5 5 5

5 5

2
5 5

3 4 4 16

2 4 16

2 4 4

بنابراين جواب ٤=x قابل قبول است. 
۲) 

log x log ( x )

log x( x )

x x

x x

+ + =

+ =

+ =

+ − =

3 3

3

2 1

2

2 1 1

2 1 1

2 3

2 3 0 جواب ها را در معادله ی اصلی قرار می دهيم:

log log

log ( ) log ( )

+ =

− + − + =

3 3

3 3

1 3 1

3 3
2 1 1

2 2

x در دامنه ی تعريف لگاريتم ها نيست و بنابراين جواب قابل قبول براى  = − 3
2

توجه کنيد که 
معادله ی لگاريتمى نيست. بنا براين تنها جواب ١=x در معادله ی اصلی صدق می کند.

x

x , x

− ±
=

= = −

1 25
4

3
1

2
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١- معادلات لگاريتمى زير را حل کنيد.

١) log x =9
3
2

                                                    ٢) log (x )+ =5
1

1
2

  

٣) log ( x) log ( x) log x− = − −10 10 104 6      ۴) log log x log+ =3 3 35 10         

۵) log a log log+ =4 4 49 27                       ۶) log log x log− =10 10 1016 2 2        

۷) log log (x ) log− + =7 7 724 5 8               ۸) log n log log= +2 2 2
1

16 49
4

٩) a a alog n log x log x− =4 2                          ۱۰) b b blog log n log (x )+ = −8 3 3 1

۱۱) log z log (z )+ + =10 10 3 1                         ۱۲) log (a ) log+ + =2
6 62 2 2

۱۳) log (t ) log (t )+ + − =2 22 2 1                      ۱۴) log x log (x )+ − =4 4 6 2   

۱۵) log (x )− = −2
1
10

1 1                               

c) است ثابت کنيد. ,e )≠1 ٢- براى هر عدد حقيقى و مثبت  که c,e,a,x که 

١) c clog log x
x
= −

1                ٢) e
c

e

log alog a
log c

=          

 ٣) clog ac a=   ٤) a
clog c a=

٣- با استفاده از قوانين لگاريتم ها يا هر راه حل ديگر نشان دهيد که:
١) log log× =27 33 27 1   ٢) log log= =7 749 2 7 2    ٣) log (log (log )) =3 3 28 0
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٤- کدام راه حل درست و کدام يک نادرست است؟ استدلال کنيد.
١) 

x

x

log x

x

=

=

=
=

3

2

9

3 9

3 3

2

                ٢) log x

x
x

=

=
=

3

9

9

3

19083

                

٥- آيا راه حل زير درست است؟
logاستدلال کنيد.  ( x )

log x log

log x
x

x

− =

− =

− =

=

=

10

10 10

10

2 1 0

2 1 0

2 0 0

2 1

1
2

log را حل کنيد. (x ) log log (x )+ = − −10 10 102 8 5 ٦- معادله ی 
چگونه مى توانيد از درستى جواب به دست آمده اطمينان حاصل کنيد؟

معکوس آن را      y و تابع  log (x )= +2 1 y نمودار تابع  log x= 2 ٧- با توجه به نمودار تابع 
رسم کنيد.

طبق  بر  است.  محلول  يک   pH محاسبه ی  شيمی،  در  لگاريتم  مفهوم  کاربردهای  از  يکی   -٨
تعريف، pH معياری از ميزان اسيدی، بازی (قليايی) يا خنثی بودن يک محلول است و از رابطه ی 

زير به دست می آيد.
pH log H O+ = −  10 3

H غلظت يون هيدرونيوم۱ را نشان می دهد. O+ 
 3 در اين رابطه 

الف) pH هريک از محلول های زير را حساب کنيد.
H٣O) برابر ٤-١٠ × ۲/٩ مول بر ليتر است.

١- در آب پرتقال غلظت يون هيدرونيوم (+

H٣O، از جمله يون های چند اتمی مهمی است که در فرآيندهای زيستی اهميت بسياری دارد و واحد 
١. يون هيدرونيوم، +

اندازه گيری آن مول بر ليتر است.
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(log۲۹ = ۱/۴۶)
H٣O) برابر۱۱-۱۰ * ۲/۵ مول بر ليتر 

٢- در شير منيزی (شربت معده) غلظت يون هيدرونيوم (+
است.

(log۲۵ = ۱/۳۹)
H٣O) برابر ٧-١٠ × ١ مول بر ليتر است.

۳- در آب خالص غلظت يون هيدرونيوم (+
ب) محلول ها را بر مبنای مقدار pH آن ها به سه دسته به صورت زير تقسيم می کنند.

pH < ۷ ١) اسيدی 
pH = ۷  ٢) خنثی
pH > ۷ ٣) بازی 

مقدار غلظت يون هيدرونيوم در محلول خنثی چند مول بر ليتر است؟
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خواندنی
ـ زمين لرزه يا زلزله، لرزش و جنبش خفيف يا شديد زمين است که به علت آزاد شدن انرژى ناشى 
از گسيختگى سريع در پوسته زمين در مدتى کوتاه به وقوع مى پيوندد. محلى که منشأ زلزله از آن جا 
شروع شده و انرژى ازآن خارج مى شود را کانون زلزله و نقطه ی بالاى کانون در سطح زمين را مرکز 

زلزله مى گويند.
 M به دست مى آيد که در آن log E / / M= +11 4 1 5 بزرگى زمين لرزه از رابطه لگاريتمى 
بزرگى زلزله در مقياس ريشتر و E انرژى آزاد شده در واحد ارگ است. رابطه ی فوق نشان مى دهد 
که با افزايش يک درجه اى M مقدار انرژى آزاد شده تقريباً 32 برابر مى گردد. انرژى يک زلزله ى 

8 ريشترى را برابر با انرژى انفجار يک ميليارد تن ماده ی انفجارى TNT برآورد کرده اند.

/log E / / / E= + × = ⇒ = 23 411 4 1 5 8 23 4 10

مى گردند.  تقسيم بندى  عمودى  و  افقى  صورت  دو  به  انرژى  شدن  آزاد  جنبه ی  از  زلزله ها 
خرابى هاى عمده و وسيع معمولاً براثر زلزله هايى از نوع افقى صورت مى گيرد. 

انرژى  ميزان  بر  علاوه  زمين  سطح  از  نقطه  هر  به  رسيده  انرژى  ميزان  که  داشت  توجه  بايد  البته 
آزاد شده درمرکز به مجموعه عواملى از قبيل فاصله از مرکز زلزله، جنس خاک، مقاومت بنا و ... 

بستگى دارد. 
زلزله اى که در سال ١٣٦٩ در منطقه ی رودبار رخ داد 7/3 ريشتر بود. ميزان انرژى آزاد شده 

در مرکز زلزله را تخمين بزنيد.
همچنين بزرگى زلزله ی بم در سال ١٣٨٢، 6/6 ريشتر گزارش شده است. ميزان انرژى آزاد شده 

در اين منطقه را تخمين بزنيد. 
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زوايا و اندازه ی زوايا

با ديدن و تماشا کردن، می توان چيز های زيادی  ياد گرفت. بعضی از  شب ها به ستاره ها نظاره 
می کنيم و از اين همه اجرام آسمانی در تاريکی شب حيرت زده می شويم و لذت می بريم .آيا تاکنون 
چه  بودن  تماشايی  و  انگيزی  شگفت  بر  علاوه  آسمانی  اجرام  اين  که  کرده ايد  فکر  موضوع  اين  به 
استفاده هايی برای انسان ها داشته و دارند؟ برای پی بردن به اين موضوع می توانيد در عالم خيال خود 
به گذشته های دور برويد و در وسط اقيانوسی يک کشتی را تصور کنيد که بادبان هايش بر افراشته 
کيلومتر آب است، هيچ  هزاران  کنيد که از هر طرف  تاريکی شب به پيش می رود. تصور  و در دل 
نشانه ی زمينی  مانند ساحل يا فانوس دريايی وجود ندارد. ناخدا چگونه مسير را تشخيص می دهد 
و کشتی را به سمت مقصد هدايت می کند؟ مسير بادها هم هر از گاهی تغيير می کند و ناخدا به ملوانان 
دستور تنظيم بادبان ها را می دهد.هيچ راه و روشی روی زمين نمی توان يافت که به ناخدا کمک کند 
تا جهت ها را تشخيص دهد و مسير حرکت را گم نکند. پس بايد در آسمان ها به دنبال  نشانه ای بود! 
جمله  دهند که از  تشخيص  راحتی  چهارگانه را به  جهت های  ستارگان،  کمک  با  ملوانان می توانند 

آن ها می توان به ستاره ی قطبی اشاره کرد. 
می يابند،  را  راه  ستاره)  آن  (يا  ستاره  با  يهتدون»  هم  بالنجم  «و  آيه ی  مورد  در  اکرم(ص)  پيامبر 
فرمودند: منظور از ستاره در آيه ی فوق جدی (ستاره ی قطبی) است . زيرا آن ستاره ای  است که 
غروب نمی کند و بر اساس آن، قبله مشخص می شود و به وسيله ی آن اهل بر و بحر (خشکی و دريا) 

راه را می يايند.
 ستاره ی قطبی تقريباً در امتداد محور چرخش زمين (خطی که دو قطب  شمال و جنوب را به هم 
وصل می کند.) قرار گرفته است. به اين معنا که اگر شخصی در قطب شمال قرار داشته  باشد اين 
ستاره را تقريباً بالای سر خود می بيند و ما برای اين که رو به سوی قطب شمال حرکت کنيم با ديدن 

اين ستاره که در قطب شمال  قرارگرفته است مسير خود را پيدا می کنيم.۱

١. اگر زمين به دور محورش نمی چرخيد ستاره ی قطبی و تمام ستارگان در جای خود ثابت بودند. اما با چرخش زمين 
ظاهراً به نظر می آيد که هر ستاره دايره ای را در طول شبانه روز می پيمايد. به اين حرکت،حرکت ظاهری می گويند. 
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اين  و  می کند  حرکت  ساعت  عقربه های  حرکت  جهت  خلاف   در  دايره ای  روی  قطبی  ستاره ی 
ستاره در هر ۲۳ ساعت و ۵۶ دقيقه و ۴/۳۳ ثانيه، يعنی ۰/۹۹۷۲۷۲۳ شبانه روز يک بار اين دايره ی 

کوچک را طی می کند . 
۱ــ اگر يک دوران کامل خلاف جهت حرکت عقربه های ساعت به اندازه ی ۳۶۰ درجه باشد و 
 ،1
2

فرض کنيم هر ۲۴ ساعت يک بار اين دايره به وسيله ی ستاره ی قطبی طی می شود، به نظر شما  
1 دوران طی چه مدتی صورت می پذيرد؟

1
4

2 و 
3

٢ــ حرکت ستاره ی قطبی را روی صفحه ی مختصات در نظر گرفته و فرض کنيد ستاره ی قطبی 
از نقطه ای روی قسمت مثبت محور x ها به طول ۲ واحد در جهت خلاف حرکت عقربه های ساعت 
دايره را طی کند، اندازه ی  1

2
6

1 و 
1
6

1 و 
6

شروع به حرکت کند. اگر ستاره ی قطبی به اندازه ی 
زاويه ی طی شده ی هريک از نقاط را نسبت به مبدأ مختصات مشخص نماييد.

 در  صفحه ی مختصات يک زاويه به وسيله ی دو نيم خط که رأس مشترک دارند ايجاد می شود 
که يک نيم خط را به  عنوان ضلع ابتدايی که مکان شروع حرکت نيم خط دوم است و ديگری را ضلع 

انتهايی که مکان انتهايی نيم خط می باشد، در نظر می گيريم. 
يک زاويه به وسيله ی مقدار و جهت چرخش از ضلع ابتدايی به ضلع انتهايی تعيين می شود. 

يک  با  زاويه  باشد،  ساعت  عقربه های  حرکت  جهت  در  شروع  مکان  از  دوم  خط  نيم  مکان  تغيير  اگر 
مقدار منفی و اگر خلاف جهت حرکت عقربه های ساعت باشد، با يک مقدار مثبت مشخص می شود. 

۱ــ يک زاويه ی منفی در جهت حرکت عقربه های ساعت.

يک زاويه ی مثبت  در جهت خلاف حرکت عقربه های ساعت. 
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  یک زاویه در دستگاه مختصات در موقعیت استاندارد است، اگر 
رأس آن در مبدأ و ضلع اولیه اش روی قسمت مثبت محور x ها باشد، 
مواقع  بعضی  در  است  ممکن  می کند  حرکت  انتهایی  ضلع  که  موقعی 

بیش تر از یک  دور کامل بچرخد. مانند شکل مقابل: 
اندازه ی یک  زاویه که ضلع انتهایی آن  دقیقاً یک دور کامل بچرخد، 

360 درجه است.  

2ــ زوایای 210 و 60- درجه را در موقعیت استاندارد رسم کنید.
o o o
= +210 180 30 داریم:  

ضلع انتهایی به اندازه ی 30 درجه از محور x ها می گذرد. 

 چون 60- درجه یک زاویه ی منفی است، ضلع انتهایی  به اندازه ی 
60 درجه در جهت عقربه های ساعت از محور x ها عبور می کند.

1ــ هر یک از عبارت های زیر را در موقعیت استاندارد به درجه بیان کنید.

1 دور کامل در خلاف جهت حرکت عقربه های ساعت.
3

الف) 

3 دور کامل در جهت حرکت عقربه های ساعت. 
4

ب) 

2ــ زوایای 405 و 120- درجه را در موقعیت استاندارد رسم کنید.

3ــ اگر ستاره ا ی حول محور عبور کننده  ای از مرکز زمین  روی مسیر دایره ای شکل به شعاع 
زوایای  تحت  را   (١،٠) نقطه ی  از  ستاره  این  ی  یافته  دوران  بگردد،  ظاهری  طور  به  واحد  یک 

, در موقعیت استاندارد مشخص کنید.     , ,30 180 270 360   
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O

واحد ديگری برای اندازه گيری زاويه
يکی از ورزش های بسيار مفرح که اکثر مردم به راحتی می توانند اين ورزش را انجام دهند، ورزش 

دوچرخه سواری است که حتی در مسابقات المپيک يکی از ورزش های پر طرفدار است. 

به  دوچرخه سواری  پيست  يک  شهر،  ورزشگاه  در  کنيم  فرض 
صورت دايره ای وجود دارد.  معلم ورزش مدرسه از دانش آموزان 
می خواهد که در مسابقه دوچرخه سواری دور پيست دايره ای شرکت 
کنند. دانش آموزان از نقطه ی A که در شکل مقابل مشخص شده 
است در جهت خلاف حرکت عقربه های ساعت شروع به رکاب زدن 

می کنند. علی يکی از دانش آموزانی است که در اين مسابقه شرکت کرده است. مکان رکاب زدن 
علی، دايره ای به شعاع يک کيلومتر است که با زاويه ای که علی حول O چرخيده است مشخص 

می شود.
۱ــ اگر زاويه ای که علی چرخيده است ۹۰ درجه باشد، او چه مسافتی را پيموده است؟

۲ــ اگر او ۳۱۵ درجه از دايره را طی کرده باشد، چه مسافتی را طی نموده است؟
۳ــ علی پس از ١٥ دقيقه به اندازه ی ۷۶۵ درجه روی دايره را طی نموده است او چه مسافتی 

را طی نموده است؟
θ و مسافت طی شده توسط او L باشد، چه رابطه ای  ۴ــ اگر زاويه ی چرخيدن دوچرخه سوار 

θ وجود دارد؟ بين L و 
همان گونه که ديديم مقدار مسافتی که روی محيط دايره توسط علی طی شده است و زاويه ای که علی 
چرخيده است با هم رابطه مستقيم دارند و با دانستن هر يک می توان ديگری را به دست آورد.بنابر اين 

مسافت طی شده توسط علی می تواند معياری برای اندازه گيری زاويه چرخيدن علی باشد.

اگر متحركی از نقطه A روی دايره ای به شعاع واحد در جهت مثبت حركت كند و به مكانB  برسد، 
مسافت طی شده توسط متحرك را اندازه ی زاويه ی دوران پاره خط OA حول 

می ناميم. راديان  حسب  بر   O
اگر در جهت منفی حركت كنيم همين مسافت طی شده را با علامت منفی 

نشان می دهيم.
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١ــ اگر از نقطه ی A روی دايره به اندازه ۹۰ درجه بچرخيم، يک ربع 
دايره را طی کرده ايم که طول يک چهارم محيط دايره است.چون شعاع دايره 

π است.
2

π2 يعنی 
4

π2 است، پس طول ربع دايره  ۱ و محيط دايره 

٢ــ اگر از نقطه ی A روی دايره به اندازه ی ۱۸۰- درجه بچرخيم، نيم دايره ای طی می شود که طول 
π− است.  π2 يعنیπ است.پس زاويه ی طی شده بر حسب راديان 

2
آن

٣ــ اگر از نقطه ی A روی دايره به اندازه ی ۴۵۰ درجه بچرخيم، يک بار دايره طی می شود و 
π5 است، 

2
π يعنی

π+2
2

برای بار دوم به اندازه ی ۹۰ درجه می چرخيم. پس مسافت طی شده برابر 
راديان است. π5

2
يعنی ۴۵۰ درجه معادل 

طی  را  آن  محيط   1
360

اندازه ی  به  بچرخد  درجه  يک  اندازه ی  به  اگر  دايره  روی  متحرک  هر 
π راديان است. پس يک درجه 

180
π2 يعنی 

360
می کند.برای دايره ای به شعاع ١ اين طول برابر 

π راديان است.
180

Dπ راديان خواهد 
180

پس اگر زاويه ای به اندازه ی D درجه باشد، بر حسب راديان به اندازه ی 
R D

R D

π
=

=
π

180

180

بود.اگر مقدار زاويه ای برحسب درجه D و بر حسب راديان R باشد، داريم:       

از اين تساوی برای تبديل واحد درجه به راديان و تبديل واحد راديان به درجه می توان استفاده کرد.

π− راديان را به درجه بنويسيد.
6

مقدار 

D

π
− ×

= = −
π

180
6 30 با استفاده از رابطه ی بالا داريم:                                   
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π
3

π
6

π11
6

π7
4π5

3
π3
2

π
2

π5
4

π π2

π7
6

? ?

?

?

π2
3

١ــ يک متحرک روی دايره، چه زاويه ای بر حسب راديان بچرخد تا به جای اول خود باز گردد؟
72−درجه معادل چند راديان است؟ ٢ــ ۲۰۰ درجه معادل چند راديان است؟ 

نشان  را  واحد  شعاع  به  دايره ای  مقابل  شکل  ٣ــ 
با  راديان  و  درجه  حسب  بر  زوايا  اندازه های  که  می دهد 
را  فوق  دايره ی  خالی  جاهای  هستند.  معادل  يک ديگر 

تکميل نماييد.

π− راديان معادل چند درجه است؟
6

π3 راديان معادل چند درجه است؟ 
2

۴ــ 
۵ ــ در فعاليت مربوط به پيست دوچرخه سواری 
باشد،  کرده  طی  را  کيلومتر   π7

2
مسافت  علی  اگر 

درجه  حسب  بر  را  است  چرخيده  که  زاويه ای  مقدار 
بيان کنيد.

کمانی   r شعاع  به  دايره ای  در   θ زاويه ی  يک  اگر 
L می باشد.در حالتی که r  =1 باشد 

r
θ به راديان برابر  به طول L را ببرد، در اين صورت اندازه ی 

θ برابر است. اندازه ی L با اندازه ی 

در دايره ای به شعاع ۳ سانتی متر توسط زاويه یθ کمانی به طول ۶ سانتی متر بريده می شود.مقدار 
θ به راديان چه قدر است؟

Lحل:
r

θ = = =
6

2
3 اندازه یθ به راديان برابر ۲ می باشد.                                          
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۱ــ دايره ای به شعاع واحد رسم کنيد. روی اين دايره انتهای کمان های داده شده را در موقعيت 
استاندارد مشخص کنيد.

π3                   ب) ۳راديان
2

الف)  
۳π- راديان چه کسری از دايره ی طی شده می باشند؟ اندازه ی آن ها  ٢ــ زوايای ۳- راديان و  

را بر حسب درجه بيان کنيد.(با تقريب سه رقم اعشار)
٣- اندازه ی زاويه ای که عقربه ی ساعت شمار از ساعت ۱ بعد از ظهر تا ۳ بعد از ظهر حرکت می کند 

را بر حسب درجه و راديان بيان کنيد.
/ راديان دوران کند؟ π2 5 ٤ــ چه مدت طول می کشد تا عقربه ی دقيقه شمار به اندازه ی 

٥ــ فرض کنيد سوار چرخ و فلکی شده ايد که ۴۰ کابين دارد 
و کابين های آن شماره گذاری شده اند. اگر در آغاز حرکت در 
 ۳ شماره ی  کابين  روی  شما  ساعت،  عقربه  های  خلاف  جهت 
موقعيت  در  شما  دوران،  راديان   π47

10
از بعد  باشيد،  نشسته 
کدام کابين قرار داريد؟

٦ــ فرض کنيم فاصله ی تهران تا مشهد روی قسمتی از سطح زمين 
فرض  کيلو متر   ۶،۴۴۰ را  زمين  شعاع  باشد.اگر  کيلو متر   ۱۰۰۰ تقريباً 
زمين  مرکز  در  آن  رأس  که  راديان  حسب  بر  را  زاويه ای  اندازه ی  کنيم، 
باشد پيدا کنيد به طوری  که تهران روی يک ضلع آن و مشهد روی ضلع 

ديگر آن باشد.
شناخت دايره مثلثاتی

در رياضی سال اول متوسطه مقادير مثلثاتی زوايای حاده را می توانستيد محاسبه کنيد.
حل يک مسئله:

خانواده آقای حسينی دريک روز تعطيل به شهربازی رفتند، رضا و زهرا فرزندان آقای حسينی 
قصد دارند سوارچرخ و فلکی به شعاع ٢٠ متر شوند. بعد از اينکه رضا از سطح زمين سوار کابين 

مشهد      ١٠٠٠       تهران
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30 در جهت  شماره ی ١ شده است، مسئول چرخ وفلک جهت سوارشدن زهرا کابین را به اندازه ی 
خلاف حرکت عقربه های ساعت حرکت داد. می خواهیم بدانیم فاصله ی رضا از سطح زمین چه قدر 

است. با توجه به دانسته هایمان از ریاضی سال اول متوسطه، می توانیم این مسئله را حل کنیم. 

 x که  می بینیم  بگیریم  درنظر  ا  ر مقابل  اگر شکل 
زمین)   تا  چرخ  مرکز  فاصله ی  )  OA بین  اختلاف 
با استفاده از نسبت   .AH = h HA می باشد و  و 

 
x hcos −

= =
21

30
20 20

 م:  داری کسینوس ها 
که با توجه به رابطه ی بالا h به دست می آید.

یا ٢٤٠  اندازه ی ١٢٠ درجه  به   اگر کابین رضا 
درجه یا ٣٠٠ درجه دوران کند فاصله ی رضا از سطح زمین چه قدر خواهد بود؟

90 را  برای این که به سؤال فوق پاسخ داده شود بایستی نسبت های مثلثاتی زوایای بیش تر از 
بتوانیم محاسبه کنیم.  

در این قسمت به این  می پردازیم که چگونه مقادیر مثلثاتی هر زاویه ی دلخواه را محاسبه کنیم.
در  فعالیت  زیر  از ابزار  پرگار ، نقاله، کاغذ  شطرنجی و ماشین حساب استفاده کنید. 

روی کاغذ شطرنجی محور مختصات را رسم نمایید. 
فرض کنید طول هر ضلع مربع روی صفحه شطرنجی 
نمایش 0/1 واحد باشد. به مرکز مبدأ مختصات مانند 

شکل مقابل دایره ای به شعاع 1 رسم کنید.
 1ــ نقاله را به گونه ای قرار دهید که نقطه ی O در 
اندازه ی  به  A زاویه ای   مبدأ قرار گرفته و از نقطه ی 
 P 57/3 درجه را روی دایره مشخص نمایید و آن را

بنامید. 
عرض  و  طول  شطرنجی  کاغذ  بردن  کار  به  با  2ــ 

نقطه ی P را به دست آورید.  
57/ درجه را محاسبه کنید و رابطه ی بین مختصات  3 3ــ با ماشین حساب کسینوس و سینوس 
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نقطه ی P ومقادير سينوس و کسينوس را بنويسيد.
۴ــ با ۲ و ٣ برابر کردن زاويه فوق، سه فعاليت صفحه ی قبل را تکرار کنيد.

cos) به طور تقريبی با  / ,sin / )57 3 57 3 با توجه به فعاليت صفحه ی قبل می توانيم بگوييم 
مختصات نقطه ی P برابر است.

هر  ازای  به  مثلثاتی)  (دايره ی   1 شعاع  به  ای  دايره  در 

 P(cos ,sin )θ θ نقطه ی   ،θ زاويه ی  حقيقی  مقدار 

θ حول مبدأ می باشد  دوران يافته ی نقطه ی A تحت دوران 

cos می باشد. xθ = sin و  yθ = كه در آن  

π روی دايره ی مثلثاتی مشخص 
2

۱ــ در شکل زير کسينوس و سينوس مضارب صحيح زاويه ی 
شده است.

( ), (cos ,sin )

(cos ,sin )

π π
=

=

01
2 2

90 90

( ), (cos ,sin )

(cos ,sin )

− = π π

=

1 0

180 180

( ), (cos ,sin )

(cos ,sin )

π π
− =

=

3 3
0 1

2 2

270 270

( , ) (cos ,sin )

(cos ,sin )

=

=

10 0 0

0 0

نقطه ی  مختصات  می کند.  دوران  مختصات  مبدأ  حول   π13
5

اندازه ی  به   (۱,۰) نقطه ی  ٢ــ 
به دست آمده ی آن را تا ۳ رقم اعشار حساب کنيد.
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) عبارت است از:                     cos π13
5  

و
 
sin π13

5
با استفاده از ماشين حساب مقدار (

 (۰/٩٥١ و ٣٠٩/۰-)   
نقطه ی  در  است  شده  شروع   (۱,۰) نقطه ی  از  که   θ زاويه ی   انتهايی  ضلع  کنيم  فرض   -۳  
آوريد.  به دست  را   cosθ و  sin θ مقادير  بگيرد،  قرار  مثلثاتی  دايره ی  روی   P( , )−2 2 1

3 3
sin θ = − 1

3
و 

 cosθ = 2 2
3

)P بنابراين:      , ) P(cos− = θ
2 2 1
3 3

و sin )θ

مشخص  مثلثاتی  دايره  روی  را  خاص  زوايای  از  بعضی  کسينوس  و  سينوس  دقيق  مقادير  حال 
می کنيم.

خط L را در شکل مقابل در دايره ی مثلثاتی در نظر بگيريد 
A می گذرد. P تصوير A تحت دوران ( , )= 1 0 که از نقطه ی 

θ  به مرکز O می باشد و OP خط L را در نقطه ی Q قطع 
QA=tanθ π باشد، اندازه ی  

< θ<0
2

می کند. وقتی  

١ــ مثال شماره ی ٢ صفحه ی قبل را با استفاده از کاغذ شطرنجی و رسم دايره ی مثلثاتی آزمايش کنيد.
۲ــ از نمودار شکل بالا استفاده نماييد و درستی رابطه های صفحه ی بعد را بررسی کنيد:

( , )01
( , )1 3
2 2

( , )2 2
2 2

( , )3 1
2 2

( , )10

( , )−
3 1
2 2

( , )−
2 2
2 2

( , )−
1 3
2 2

( , )−
2 2
2 2

( , )−
1 3
2 2

( , )− −
1 3
2 2

( , )− −
2 2
2 2

( , )− −
3 1
2 2

( , )−10

( , )−
3 1
2 2

( , )−0 1
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sin cosθ+ θ =2 2 θ داريم: 1 الف: به ازای هر مقدار 
sintan
cos

θ
θ =

θ
cosθ باشد، داريم:  θ با شرط اين که 0≠ ب: به ازای هر مقدار 

tan را تعيين کنيد. ( )−270 tan و π ۳- مقادير 
π باشد را نشان دهيد. <θ< π

2
tan در حالتی که  θ ٤- با رسم دايره ی مثلثاتی، مقدار 

٥- با توجه به اين که به صورت عملی با مقادير مثبت و منفی عبارت های مثلثاتی آشنا شده ايد، 
جدول زير را تکميل کنيد.

   θ ربع مقدار cosθ sin θ tan θ

π
< θ<0

2
اول

π
<θ< π

2
دوم

π
π<θ <

3
2

سوم

π
<θ< π

3
2

2
چهارم

بر   -۷ (اندازه ی   sin( ) , cos( ) , tan( )− − −7 7 7 علامت 
حسب راديان است) را مشخص کنيد.

  حل: (٧-) راديان، دوران بيش تر از يک دور و در جهت حرکت 
عقربه های ساعت می باشد.بنابراين ضلع انتهايی زاويه در ربع چهارم 
سينوس  و  تانژانت  و  مثبت  کسينوس  چهارم  ربع  در  و  می گيرد  قرار 

منفی می باشند.

نقاط  کند،  دوران  مختصات  مبدأ  حول   θ اندازه ی  به   A ( , )= 10 نقطه ی  اين که  فرض  با   -۱
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θ را به دست آوريد. حاصل از دوران به ازای مقادير داده شده ی 
π11
2

ج)   − π13 ب)  الف)۸۱۰- درجه 
cosθ می باشد  = 1

2
π2 به طوری که  θ بين ۰ و  ۲- با استفاده از دايره ی مثلثاتی همه ی مقادير

را بيابيد.

١- مقادير دقيق عبارت های زير را به دست آوريد:

 tan π11
6

sin و cos۳۰۰º و  π3
4  

sin135 و cos و  π7
4

sinθ بيابيد. cosθ باشد، دو مقدار ممکن برای  = 2
5

٢- الف) اگر 
      ب) با رسم شکل، مختصات فوق را روی شکل نشان دهيد.

دايره ی   θ کمان   انتهايی  نقطه ی  طوری که  به  باشد  استاندارد  موقعيت  در   θ زاو يه ی  اگر   -۳
tan را در نقطه ی فوق  ,cos ,sinθ θ θ ) قطع کند، مقادير  , )−

1 2

5 5
مثلثاتی را در نقطه ی 

حساب کنيد.
π2, را بيابيد به طوری که روابط  0 θ بين  ٤- با استفاده از دايره ی مثلثاتی همه ی مقاديری از 

زير برقرار باشد:
sinθ (الف = 1

2
tan (ب  θ = − 3 cosθ (ج  =0  

π2 واحد فاصله را  ٥- اگر از نقطه ای روی دايره ی مثلثاتی شروع به حرکت کنيم و به اندازه ی 
طی کنيم، به جايی که حرکت را شروع کرده ايم می رسيم. اگر حرکت را برای بار دوم ادامه دهيم، 
ای که در دور اول به آن رسيديم، مجدداً به آن می رسيم. با استفاده از بحث  (x , y) همه ی مقادير 

بالا مقادير هر يک از عبارت های زير را به دست آوريد:
sin( ) cos( )

sin( ) cos( )

π π
π+ π−

π π
π− π+

2 2
3 6

2
2 2

4 3
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cosθ باشد. = 1
2

π−, پيدا کنيد به طوری که  π
2 2

θ بين   ٦- دو مقدار از 
 sinθ = −1

2
٧- فرض کنيم: 

, پيدا کنيد به طوری که رابطه ی فوق درست باشد. π0 2 θ بين  الف) دو مقدار از
θ مشخص کنيد که معادله ی فوق درست باشد. ب) دو مقدار منفی از 

cos باشد و به ازای  sinθ = θ −, پيدا کنيد به طوری که  π π2 2 θ بين  ٨- چهار مقدار از 
tan را به دست آوريد. θ θ به دست آمده از بالا  مقادير

 

تعيين مقادير مثلثاتی برای تمام زوايا 

۱- يک دايره ی مثلثاتی رسم نموده و نقطه ای مانند P روی آن چنان بيابيد که زاويه ی نظير آن 
30 باشد.

۲- قرينه ی نقطه ی P را نسبت به محورy ها مشخص نموده و آن را Q ناميده و مختصات آن را 
معين کنيد.

QOBو زوايای  بين  رابطه ای  چه  بناميم،   B (۱,۰-)را  نقطه ی  و   A را   (۱,۰) نقطه ی  اگر   -۳
POA وجود دارد؟

۴- زاويه ی AOQ  را در جهت مثبت مشخص نموده و سپس بر اساس اين زاويه مختصات 
نقطه ی Q را به دست آوريد.

٥- از مختصات تعيين شده  Q در بند ۲ و بند ۴ فعاليت فوق چه نتيجه ای می گيريد؟

sin( ) sin
cos( ) cos

π−θ = θ
π−θ = − θ

    
   :θ در حالت كلی به ازای هر زاويه ی دلخواه 
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)sin را به دست آوريد. )π−θ sin باشد، مقدار  /θ =0 15 فرض کنيم:  
sin( ) sin /π−θ = θ =0 15 با استفاده از روابط به دست آمده در صفحه ی قبل داريم: 

π5 را به دست آوريد.
6

π2  و  
3

مقادير سينوس و کسينوس زوايای 

مقادير   θ دلخواه  زاويه  هر  ازای  به  و  نموده  رسم  مثلثاتی  دايره  نقاله  و  پرگار  از  استفاده  با 
را به دست آورده و رابطه ی بين اين دو را حدس بزنيد وحدستان را با دو  cosθ و 

 sin( )π
−θ

2
θ آزمايش کنيد. مقدار از 

sin( ) cos

cos( ) sin

π
−θ = θ

π
−θ = θ

2

2

     
θ  بر حسب درجه داريم:  به ازای هر زاويه ی  

)sin را به دست آوريد. )π
−θ

2
cosθ باشد، مقدار  = 2

5
اگر 

sin( ) cosπ
−θ = θ =

2
2 5

cos(۹۰+θ را با استفاده از  sinθ  و ( sin(۹۰+θ و همچنين رابطه ی  cosθ و ( رابطه ی بين 
فعاليت بالا بنويسيد.
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يک دايره ی مثلثاتی را درنظر بگيريد.
را  آن  مختصات  و  ناميده   P را  نقطه  آن  و  دهيد  دوران   θ اندازه ی  به  را   A( , )10 نقطه ی  ١ــ 

بنويسيد.
٢ــ قرينه ی نقطه ی P را نسبت به مبدأ مختصات مشخص کرده و آن را Q ناميده و مختصات آن 

را مشخص کنيد.
را  آن  مختصات  است،   π+θ اندازه ی  به  دوران  تحت   A تصوير    Q اين که  به  توجه  با  ٣ــ 

بنويسيد.
٤ــ ازدو بند فوق چه نتيجه ای می گيريد؟

cos( ) cos
sin( ) sin

π+ θ = − θ
π+ θ = − θ                           

در حالت كلی: 

چه قدر خواهد بود؟ cos( )π+ θ cosθ باشد، مقدار  = 2
3

اگر 
)cosحل: ) cosπ+ θ = − θ = −

2
3

۱- با استفاده از پرگار و نقاله دايره مثلثاتی رسم نموده و به ازای يک زاويه دلخواه x  روابط بالا 
را آزمايش کنيد.

۲-روابط فوق را برای تانژانت هر زاويه دلخواه بررسی کنيد.
x به دست آوريد.  π

=
6

)sin را به ازای  x )+ π4 2 ٣- مقدار 

با استفاده از ماشين حساب مقادير زير را حساب کنيد:
۱- زوايای زير بر حسب راديان هستند.

sin (الف , sinπ −π
3 3

)sin (ب        ) ,sin( )π − π5 5
6 6       

)sin (ج / ) ,sin( / )−2 8 2 8  
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cos(۸۳٠) و cos(-۸۳٠) -۲

اما  هستند  قرينه  فوق  زوايای  تمام  می بينيم  کنيم  دقت  اگر 
سينوس و کسينوس زوايای قرينه متفاوت عمل کرده اند.حال به 

تحليل چرايی اين موضوع می پردازيم.
θ وQ دوران  فرض کنيم P دوران يافته ی (۱,۰) تحت زاويه 

θ− مطابق شکل مقابل باشند. يافته ی (۱,۰) تحت زاويه
توجه کنيد که P,Q قرينه ی يکديگر نسبت به محور x ها هستند. 

بنابر اين مختص x آن ها يعنی کسينوس ها مساوی هستند اما مختص y آن ها يعنی سينوس ها قرينه اند. 
بنا براين: 

cos( ) cos( )
sin( ) sin( )

−θ = θ
−θ = − θ

          
θ داريم: به ازای هر زاويه ی 

θ به دست آوريد. ١- روابط فوق را برای تانژانت 
)sin را به دست آوريد. )θ−180 )cos و  )θ−180 ٢- مقادير 

رابطه بين شيب خط و تانژانت زاويه
شيب خط هايی که با محور x ها زاويه ی حاده می سازند تانژانت همان زاويه است.اما در مورد 

خط هايی که با جهت مثبت محور x ها زاويه ی منفرجه می سازند چه می توان گفت؟

 

Q(cos , sin )θ − θ

P(cos ,sin )θ θ
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(d شيب خط) dm tan= θ                   ( d′ dm (شيب خط  ?′ =                                              

شيب خط هايی که با محور x زاويه ی منفرجه می سازند 
بايد  منفرجه  زاويه های  تانژانت  پس  است،  منفی  عددی 
y عدد ۲-  x= −2 عددی منفی باشد. به نظر شما در خط 

چه رابطه ای با زاويه ی اين خط و محور xها دارد؟

خط ١-y = -x با محور xها چه زاويه ای می سازد؟

x به دست آوريد. π
=
6

۱- مقادير هر يک از عبارت های زير را به ازای 
y  (ب  ٢sin۳x + ١= y  (الف cos( x )π= − + −

3
1 2

4 2
 

y (ج                   sin( x )= − − π
2

4 3
3

 ٢- عبارت cos۴=cos(-۴) درست يا نادرست است؟ با استفاده از دايره ی مثلثاتی جوابتان را 
بررسی کنيد.(زوايای فوق بر حسب راديان هستند.)

مقادير  حساب  ماشين  بدون  است)  درجه  حسب  بر   θ باشد(  sin /θ =0 4 اگر   -٣
)sin را به دست آوريد. ) ,sin( )−θ −θ180

d d′

θ

θ
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مقادير حساب  ماشين  بدون   ( راديان  حسب  بر   θ باشد(  cos /θ =0 2 اگر   -٤
)cos را به دست آوريد. ),sin( )π

π+ θ −θ
2

دايره ی  از  استفاده  با  است  نادرست  اگر  و  درستی  دليل  است  درست  زير  عبارت های  اگر   -٥
مثلثاتی دليل نادرستی آن ها را بيان کنيد.

sin( ) sin( )

cos cos

− π π
=

π π
=

2 2
3 3

5
6 6 ٦- با ارايه ی مثالی نشان دهيد رابطه ی زير همواره درست نيست.

sin( ) sin sinπ−θ = π− θ

 cos cos( )θ+ π−θ θ نشان دهيد0=  ٧- به ازای هر مقدار 
٨- خط d با محور xها زاويه ی ٣٠ درجه می سازد، شيب اين خط را به دست آوريد.

تابع مثلثاتی

يک شهر بازی چرخ وفلکی دارد که شعاع داير ه ی آن ۱۵ متر است.فاصله ی مرکز دايره ی اين 
چرخ وفلک تا زمين ۲۰ متر است. برای هر نقطه ی C از اين چرخ وفلک با مشخص بودن زاويه ی 
OC باخط افق می توان فاصله ی نقطه ی C  تا زمين را به دست آورد. به عبارت ديگر فاصله ی C تا 

زمين به زاويه ی OC با خط افق بستگی دارد.
زاويه ای که OC با جهت مثبت خط افق می سازد را x و فاصله ی C تا زمين را y بناميد.

 OH و AC مجموع دو طول y باشد، نشان دهيد π ۱- در حالتی که x زاويه ای بين صفر و 
y sin x= +20 15 است و نتيجه بگيريد: 

π2 باشد، شکل جديدی بکشيد و باز نتيجه بگيريد:  π و  ۲- در حالتی که x بين 
y=١٥+٢٠sin x
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تابعی که در فعاليت بالا به آن رسيديم، نمونه ای از توابع مثلثاتی می باشد.
تعبير  مثلثاتی  دايره ی  در  و  هستند  مثلثاتی  توابع  ساده ترين  از   y cos x , y sin x= = توابع 

هندسی ساده ای دارند.(x بر حسب راديان است.)

     

تمام   توابع  اين  دامنه ی  شده اند و  cosx تعريف  sinx و  مقدار های    x مقدار  هر  ازای  به 

است.با تغيير x مقاديری كه برای  sinx و  cosx به دست می آيد اعدادی بين 1- و1 هستند، 

] است. , ]−11 به عبارت ديگر برد اين توابع 

حال به مسأله ی چرخ و فلک صفحه ی قبل برمی گرديم:

  y =20+15sinθ ۱- اگر سوار چرخ و فلکی شويد که فاصله ی شما تا سطح زمين از رابطه ی 
تعيين شود، با تکميل جدول زير فاصله ی خود تا سطح زمين را بر اساس زاويه ی طی شده به دست 

آوريد.

θ (زاويه ی طی شده)  π
6

π
4

π
3

π
2

π2
3

π π3
2

π2

y (فاصله ی شخص تا سطح زمين)
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۲- با توجه به جدول صفحه ی قبل به نظر شما در مورد فاصله ی خودتان تا سطح زمين در زوايای 
π2 چه می توان گفت؟ صفر و 

π2 ترسيم و تکميل نموده و مقادير به دست آمده  +θ ۳- جدول صفحه ی قبل را برای زوايای 
را با مقادير جدول اوليه مقايسه کنيد. چه نتيجه ای می گيريد؟

نتيجه ای  چه  نماييم  ترسيم   × π+ θ2 2 زوايای  برای  را  اوليه  جدول  اگر  شما  نظر  به   -۴
می گيريم؟ 

فرض کنيم مريم سوار چرخ و فلک شود و بعد از يک دور چرخيدن، زهرا سوار چرخ و فلک شده و 
θ که يک دور کمتر  π2 و زهرا به اندازه ی  +θ کنار مريم بنشيند، در اين حالت با آن که مريم به اندازه  ی 

از مريم چرخيده است، اما هر دو در يک محل قرار می گيرند.

 sin( ) sin
sin( ) sin
.
.
.
sin( n ) sin

θ+ π = θ
θ+ × π = θ

θ+ × π = θ

2

2 2

2

π2 دوره ی تناوب تابع فوق ناميده می شود. به چنين توابعی توابع تناوبی می گوييم و زاويه ی 
π2 می باشد(چرا؟) y =cosθ نيز دارای دوره ی تناوب  تابع 
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منحنی توابع مثلثاتی

يک اره ی برقی را به شعاع ۴۰ سانتی متر در  نظر بگيريد 
که يک نقطه ی قرمز رنگ بر روی لبه ی خود دارد و در هر 
ثانيه چهار دور در جهت مثبت می چرخد.فرض کنيم که 
نقطه ی قرمز اره  برقی در لحظه ی t      =۰ روی ميز مسطحی 

باشد که الوار را برای برش روی آن قرار می دهند. با فرض اين که مرکز اره برقی روی مبدأ مختصات باشد، 
در اين صورت:

١- نقطه ی قرمز در هر ثانيه چه زاويه ای را طی می کند؟
۲- در ۱ دقيقه چه زاويه ای را طی می کند؟

۳- در چه مدتی ۷۶۵ درجه می گردد؟
(ثانيه) در چه محلی قرار می گيرد،  t , , , , ,=

1 1 1 1 3
1

16 8 4 2 4
۴- نقطه ی قرمز در زمان های 

روی شکل نشان دهيد.
۵- جدول زير را تکميل نموده و نمودار آن را رسم کنيد:

t t =0 t = 1
16

t = 2
16

t = 3
16

t = 4
16

t = 5
16

t = 6
16

t = 7
16 … t =1

 اندازه
 ارتفاع
 نقطه ی
 قرمز تا
سطح

اگر بر روی محورهای مختصات جهت مثبت محور xها را زمان طی شده و محور yها را سطوح 
مختلف ارتفاع از سطح ميز در نظر بگيريم، نمودار حاصل، موج سينوسی است که نقاط جدول فوق 

روی آن نمودار قرار دارند.
 صفحه ی اره برقی در هر ثانيه ٤ دور کامل خلاف جهت حرکت عقربه   های ساعت طی می کند به 
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1  ثانيه  يک دور کامل طی می کند واين موج تکرار می شود. بنا براين تابع فوق تناوبی 
4
عبارت ديگر هر

1  ثانيه تکرار می شود.
4

است و اين تناوب در هر 

چه  به  منفی   t شما  نظر  به  می آيد؟  پيش  چه  کنيم  فرض  منفی  را   t اگر  که  کرده ايد  فکر  اين  به  آيا 
معناست؟

برای t منفی منحنی را رسم کنيد.

y می پردازيم: sin= θ حال به بررسی و تحليل نمودار تابع 

جدول زير را درنظر بگيريد:

 

x 0
π
6

π
3

π
2

π2
3

π5
6

π π7
6

π4
3

π3
2

π5
3

π11
6

π2

sin x 0 0/5 0/87 1 0/87 0/5 0 -0/5 -0/87 -1 -0/87 -0/5 0

١- نمودار جدول فوق را رسم و آن را در جهت مثبت محور xها گسترش دهيد.
٢- عبارات زير را تکميل کنيد.

π افزايش می يابد، مقدار y از ٠ تا ١ افزايش می يابد.
2

وقتی که x از ٠ تا 

π افزايش می يابد، ............................. π تا 
2

وقتی که x از 

........................................ π3
2

π تا  وقتی که x از 

............................................................
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منفی  جهت  در  و  کنيد  رسم  را   y sin x= تابع  نمودار  و  جدول   x− π ≤ ≤2 0 ازای  به   -٣
 y sin x=  ،x ها گسترش دهيد و بيان نماييد که  در بازه ی فوق به ازای چه مقاديری ازx محور

افزايش  و به ازای چه مقاديری از x کاهش می يابد.
π2 راديان تکرار می شود. ، موج سينوسی آن هر  y sin x= از نمودار فوق مشخص است که تابع 

π2 است. بنا براين تابع فوق يک تابع تناوبی با دوره ی تناوب 

 ..., , , , , ,...− π −π π π2 0 2 نقاط  در   y sin x= تابع  که  پيداست  قبل  صفحه ی  جدول  از 
k)  x متعلق به مجموعه ی اعداد صحيح  k= π y برای  sin x= صفر است. بنا براين مقدار تابع 

می باشد.) صفر است.

y =  sin۳θ صفر می شود؟ θ مقدار تابع  به ازای چه مقاديری از 
kθ صفر است. بنابراين: = π3 y =  sin۳θ  به ازای  kحل: مقدار تابع 

k
θ = π

π
θ =

3

3

- و... مقدار تابع فوق صفر می شود. π2
3

- و  π
3

π و ۰ و 
3

π2 و 
3

به ازای نقاط ... و 
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رابطه ی بين منحنی تابع سينوسی و دايره ی مثلثاتی

y را روی دايره ی مثلثاتی انجام می دهيم. sin= θ ١- با تکميل جدول زير تفسير تابع 

 ( , )01 ) به نقطه ی  , )10 p از  π نقطه ی 
2

θ از ٠ تا  با تغيير 
y از ٠ به ١ افزايش می يابد. sin= θ حرکت می کند و مقدار 

ربع اول

) حرکت  , )−10 ) به  , )01 p از  π نقطه ی  π تا 
2

θاز  با تغيير 
از ١ به صفر کاهش می يابد. y sin= θ می کند و مقدار

ربع دوم

ربع سوم 

ربع چهارم
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π2 تغيير کند، مکان نقطه ی p را روی نمودار  ٢- شکل زير را در نظر بگيريد. اگر x از ۰ تا 
مشخص کنيد:

y را در نظر بگيريد: cos= θ ١- جدول و نمودار تابع 

x y=cos x

0 COS 0=١
π
4

cos π = 1
4 2

π
2

cos π =0
2

π3
4

cos π
= −

3 1
4 2

π cosπ = −1

π5
4

cos π
= −

5 1
4 2

π3
2

cos π
=

3
0

2
π7
4

cos π
=

7 1
4 2

π2 cos π =2 1
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  ، π π تا 
2

 ، π
2

y را از روی نمودار از ٠ تا  cos= θ ١-١) تفسير افزايشی يا کاهشی بودن تابع 
π2 بنويسيد. π3 تا 

2
π3 و 

2
π تا 

١-۲) دوره ی تناوب تابع فوق را مشخص کنيد. 
cosθ به ازای چه  ١-۳) به ازای چه مقاديری، تابع فوق برابر صفر است و در حالت کلی تابع  

مقاديری صفر است.
− رسم نماييد. π ≤ θ ≤2 y را به ازای 0 cos= θ ١-۴) جدول و نمودار تابع 

y  را با رسم دايره ی مثلثاتی برای ربع های اول تا چهارم انجام دهيد. cos= θ ٢- تفسير تابع 
π2 تغيير کند، مکان نقطه ی p راروی  ٢-١) نمودار شکل زير را در نظر بگيريد. اگر x از ۰ تا 

نمودار بررسی کنيد:

π2 راديان تکرار می شود.بنابراين  y مشخص است که موج کسينوسی هر  cos= θ از نمودار 
π2 است. تابع فوق يک تابع تناوبی با دوره ی تناوب  
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- و ...  صفر است.  π3
2

- و  π
2

π و 
2

π3 و 
2

π5  و 
2

y در نقاط ... و  cos= θ تابع 

θ که k متعلق به مجموعه  ی اعداد صحيح  = kπ+ π
2

y به ازای   cos= θ بنابراين مقدار تابع 
است صفر است.

y در چه نقاطی صفر است؟ cos( )= − θ2 تابع 
kحل: 

k

π
− θ = π+

− π π
θ = −

2
2

2 4

π3 و… تابع فوق صفر می شود.
4

π و 
4

π  و 
−
4
π و
−
3
4

به ازای نقاط ... و 

در دو فعاليت زير می خواهيم بررسی کنيم که مقادير حداقلی و حداکثری تابع y = a sin bx و نيز 
دوره ی تناوب تابع y = a sin bx چه قدر است.

۱- جدول زير را کامل کنيد:

x 0
π
6

π
4

π
3

π
2

π3
4

π π5
4

π3
2

π7
4

π2

sin x 0 0/5 0/71 0/87 1

sin 2x 0 0/87 1 0/87 0

sin 3x 0 1 0/71 0 -1

۲- نقاطی که توابع فوق به ازای آن ها صفر است را روی محور xها مشخص کنيد.
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۳- نقاطی که توابع فوق به ازای آن ها مقادير حداقلی و حداکثری دارند را مشخص کنيد.
۴- با رسم توابع فوق روی يک دستگاه،  دوره ی تناوب هر يک را به دست آوريد.

y چه مقدار باشد؟ sin bx= ۵- حدس می زنيد دوره ی تناوب تابع 

جدول زير را در نظر بگيريد:

x 0
π
6

π
3

π
2

π2
3

π5
6

π π7
6

π4
3

π3
2

π5
3

π11
6

π2

sin x 0 0/5 0/87 1 0/87 0/5 0 -0/5 -0/87 -1 -0/87 -0/5 0

2sin x 0 1 1/73 2 1/73 1 0 -1 -1/73 -2 -1/73 -1 0

1
2

sin x 0 0/25 0/43 0/5 0/43 0/25 0 -0/25 -0/43 -0/5 -0/43 -0/25 0

۱- مقادير حداکثری و حداقلی توابع فوق را به دست آوريد.
۲- حدس می زنيد مقادير حداکثری و حداقلی تابع y = a sinx چه قدر باشد؟

شود  طی  کامل  دور  يک  که  اين  برای   y = a sin bx و   y = a cos  bx توابع  در  کلی  حالت  در 
(b )≠0 . x

b
π

≤ ≤
2

0 ≥bx تغيير نمايد. بنابراين:  ≤ π0 2 بايستی  

تابع  مقدار  مينيمم  و    a تابع  مقدار  ماكسيمم   y =a  sin bx و   y = a cos bx درتابع 

  می باشد.
b
π2 −a و دوره ی تناوب آن 

بنابراين با دوره ی تناوب و تعيين مقادير حداقلی و حداکثری می توان معادله ی نمودار تابع را نيز 
حدس زد.
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نظر  از  را   y = 2sinx و  y = sin 2x توابع  قبل  صفحه ی  فعاليت  دو  جداول  از  استفاده  با   -۱
حداقلی و حداکثری و نيز دوره ی تناوب مقايسه کنيد.

۲π بررسی کنيد: ۲- درستی جملات زير را در يک دوره ی تناوب از صفر تا 

x حداقل مقدار را دارد. 
a
π

=
3
2

x حداکثر و در 
a
π

=
2

y (٠ < a) در  sin ax= الف) تابع 

x حداقل مقدار را دارد. 
a
π

= x حداکثر و در  
a
π

=
2 y (٠ < a) در  cos ax= ب) تابع 

١- با استفاده از تعيين مقادير حداقلی و حداکثری و دوره ی تناوب تابع y = 2cos3x  نمودار تابع را 
رسم کنيد.

دوره ی  و  بوده   -۲ حداقلی  و   ۲ حداکثری  مقادير 
π2 می باشد. از طرفی تابع y = 2cos3x در 

3
تناوب آن 

π صفر هستند و در 
2

π و 
6

يک دوره ی تناوب در نقاط 
π  حداقل 

3
π2 حداکثر مقادير و در نقطه ی 

3
نقاط  ۰ و 

مقدار را دارد. بنابراين نمودار از دو طرف قابل گسترش است.

۲- نمودار y = 2sin(πx) را رسم کنيد.

و  حداقل  مقادير  بالا  روابط  به  توجه  با  حل: 
حداکثر ۲- و ۲ می باشد که اين حداقل و حداکثر 

 =  x به دست می آيد.
3
2

x  = 1 و 
2

در نقاط 
پس:  است.   x≤ π ≤ π0 2 طرفی  از 

x≤ ≤0 2
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دوره ی تناوب ۲ می باشد با توجه به اين که
صفر   x =2 و   x =1 و   x=0 نقاط  در   sinπx
در  کامل  سينوسی  موج  يک  انتهای  و  است 
به  آن  نمودار  بنابراين  می باشد،   x=2 نقطه ی
صورت مقابل است که اين موج را می توان از دو 

طرف گسترش داد.

۱- الف) جدول زير را کامل کنيد :

x 0
π
6

π
4

π
3

π
2

π2
3

π3
4

π5
6

π π7
6

π5
4

π4
3

π3
2

π5
3

π7
4

π11
6

π2

sin (-x) 0 -0/5 -1

2sin (-x) 0 -1 -2

ب) نمودار y = sin(-x)  و y = ۲sin(-x) را رسم کنيد.
۲- نمودار های توابع  زير را رسم کنيد.

y =    -2 sin 1 (الف 
2

x y =     - ۳ cos 1 (ب 
2

x    
۳- با استفاده از تعيين مقادير حداقلی و حداکثری و نيز دوره ی تناوب توابع زير را رسم کنيد.

y = cos 1 (ب                y = ۳sin۲x (الف 
3

x                     ج) y =  -۲cos
π
2

x 

با  عقربه  است.   ۶/۵  cm ساعت  يک  شمار  دقيقه  عقربه ی  طول   -٤
می توان  مقابل  مثلث  به  توجه  با  می سازد.   θ زاويه  ی  افقی  محور  جهت 

. y / sin= θ6 5 نوشت 
الف) حداکثر ارتفاع نوک عقربه چه قدر است ؟

ب) حداقل ارتفاع آن را محاسبه کنيد. در کدام زوايا ارتفاع صفر است ؟
ج) طول عقربه ی ساعت شمار cm ۵ و ارتفاع عمودی نوک آن از محور افقی تابعی به معادله ی 

sin θ ٥ = y است، نمودار تابع y را در اين حالت رسم کنيد.

θ
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۵- معادله ی هر يک از منحنی های زير را به صورت  y = a sin bx يا y = a cos  bx  که در آن 
x بر حسب راديان باشد، بيان کنيد.

          

۶- وزنه ای به يک فنر وصل است به گونه ای که به طور پيوسته پايين و بالا می رود.تغيير مکان وزنه 
)d =   -3/5cos به دست می آيد که d اندازه برحسب  π2 t)  ثانيه از رابطه ی t از نقطه ی تعادل بعد از

سانتی متر می باشد.
≥t رسم نماييد. ≤0 الف) نمودار تابع را به ازای 3

ب) بيشترين فاصله ی وزنه از نقطه ی تعادل چه قدر است؟
ج) چه مدت طول می کشد تا وزنه يک نوسان کامل انجام دهد؟

کاربردهايی از مثلثات

دليل  است.  علاقه مند  نجات  و  امداد  مسائل  به  فاطمه 
است.  ما  کشور  در  زلزله  چون  اتفاقاتی  وقوع  وی  علاقه مندی 
درنتيجه او سعی دارد مسائل اين  چنينی را بهتر و بيش تر بشناسد. 
در  حادثه ای  بود  ديده  را  آن  فيلمی  در  که  مسائل  اين  از  دريکی 

نقطه ی B مانند شکل مقابل روی داد.                                   

A آمبولانس

Bمصدوم Cبيمارستان

www.konkur.in

forum.konkur.in



153

 ۱ فاصله ی  در  آمبولانس  کنيد.)  تصور  سيل،...  تصادف،  زلزله ،  می توانيد  را  حادثه  (اين   
کيلومتری از حادثه ی B در نقطه ی A قرار دارد. زاويه ی C , B را نيز راننده ی آمبولانس حدس 
زد. او فاصله ی خود تا بيمارستان را نيز می داند. راننده ی آمبولانس می خواهد بداندکه آيا به اندازه ی 

کافی بنزين برای رفتن از B به C  دارد يا نه؟
فاطمه نيز می خواهد اين مسئله را حلّ نمايد. او پيش خود چنين استدلال می نمايد که : آمبولانس 

می بايست مسير A تا B و سپس مسير B تا C را طی کند.
فاطمه تلاش دارد که اين مسئله را از طريق مثلثات 
حل نمايد. اما در سال پيش زوايايی که او خوانده بود 
همه حاده بودند. در نتيجه پيش خود گفت: بگذار اول 
سپس  کنم  حلّ  را  مسئله  حاده  زوايای  با  مثلث  برای 
مثلث  نمود.فاطمه  حل  می توان  نيز  را  مثلث ها  بقيه ی 
مقابل را ترسيم نمود و سپس به حل آن به صورت زير 

پرداخت:
BC = BH+HC=ABcosB+ACcosC

با توجه به اين که همه ی مقادير برای او مشخص است مسئله حل می شود.

مسئله را برای زاويه ی منفرجه مانند قبل حل کنيد.
فردای آن روز در کلاس درس، معلم رابطه ای را بررسی نمود که مسئله ی فوق را به راحتی با آن 

رابطه می توان حل نمود. حال به بررسی آن رابطه می پردازيم:

مثلث ABC را مانند شکل مقابل در نظر بگيريد:

a۲=(b-x)۲+h۲=b۲-۲bx+x۲+h۲=b۲-۲b(c cos A)+c۲=b۲+c۲-۲bc  cos  A
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بنابراين در مثلث ABC داريم:
a2= b2+c2-2bc  cos A

b2= a2+c2-2ac  cos  B

                                            c2= a2+b2-2ab  cos  C
به روابط فوق روابط کسينوس ها می گوييم.

با استفاده از رابطه ی کسينوس ها، اندازه بزرگ ترين ضلع 
را در شکل مقابل به دست آوريد.

      a2=b2+c2-2bc  cos A =92+72-2(9) (7) cos120

                 a⇒ = 193

۱- مسئله ی امداد و نجات را با استفاده از رابطه ی کسينوس ها حل کنيد.
، مقدار BC را پيدا کنيد. cos A , AC , AB , ABC= = =

1
10 8

8
۱-١) در مثلث  

 -٢
الف) رابطه ی کسينوس ها را برای يک مثلث قائم الزاويه بنويسيد.

است»  فيثاغورث  رابطه ی  تعميم  کسينوس ها  «رابطه ی  عبارت  در  تعميم  معنای  شما  به نظر  ب) 
چيست؟
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به نظر فاطمه روش جديد و استفاده از فرمول فوق  الذکر بهتر بود، چرا که لازم نبود تمامی زوايای 
 Bمثلث را بشناسند و با شناخت يک زاويه مسئله را حل می کرد.آيا اگر در مسئله ی فوق زاويه ی
و اضلاع  AC وAB مشخص بودند با استفاده از رابطه ی کسينوس ها می توانستيم مسئله را حل 

کنيم؟
برای  را  می آمد  جالب  نظرش  به  که  مسئله ای  بود  فاطمه  همکلاسی  که  سميه  روز  آن  فردای 

شکل  به  زمينی  بودکه  آن  مسئله  نمود.  تعريف  فاطمه 
شهرداری  بودکه  مانده  باير  آن ها  محله ی  درانتهای  مثلث 
نمايد.  پارک  به  تبديل  و  کرده  چمن  را  آن جا  می خواست 
مسئله  محاسبه ی مساحت زمين بود.ابتدا آن ها شکلی را 
مثلث  مساحت  آن  در  که  نمودند  ترسيم  مقابل  صورت  به 
 ABCS / AH BC= ×1 2 هندسی فرمول  با  را   ABC

می خواستند محاسبه نمايند.
اما در اين زمين باير مقدار زيادی آشغال ريخته شده بود و عملاً محاسبه ی AH ممکن نبود. بعد 

از دو روز فکر کردن فاطمه راه حلّ ديگری يافت.
AB  را قرار داد و در نتيجه:  sin B× او به جای AH ، مقدار 

ABCS (AB sin B) BC AB BC sin B acsin B= × × = × × =
1 1 1
2 2 2

عملی  شکل  به  اما  بود،  يکی  هندسی  فرمول  با  رياضی  لحاظ  به  چند  هر  بالا  فرمول  او  نظر  به  حال 
می توانست مساحت مثلث را حساب کند.

مساحت مثلث ABC را در صورتی که B = ۱۳۵ درجه و a = ۵ و c = ۶ باشد پيدا کنيد:

S acsin B

sin

=

= × × × =

1
2

1 15 2
5 6 135

2 2
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باشد، مساحت  B∠ = 30 BC سانتی متر و  = AB سانتی متر و 9 =14 در مثلث ABC، اگر 
مثلث را حساب کنيد.

فاطمه و سميه مسئله و حل خودشان را  فردای آن روز به معلم  خود نشان دادند. معلم  آن ها را 
تحسين نموده و راه حل آن ها را به بچه های کلاس نشان داد.

سپس درس جديد را به اين شکل ادامه داد. همان گونه که ديديم مساحت مثلث را بچه ها به شکل 
زير محاسبه نمودند.حال به همين شکل سه رابطه ی  متقارن زير را داريم:

ABCS (الف AB AC sin A= × ×
1
2

ABCS (ب BC AC sin C= × ×
1
2

ABCS (ج AB BC sin B= × ×
1
2

 AB AC BC× ×
1
2

در ادامه توضيح داد که اگر سه فرمول بالا را با هم برابر قرار  دهيم و بر 
تقسيم نماييم داريم:

رابطه ی فوق را نخستين بار ابوريحان بيرونی دانشمند ايرانی در کتاب «قانون مسعودی» به وجه 
قابل توجهی اثبات کرده است.

C =120 و a = 5cm باشد، مقادير b و c را  B =  20 و   ۱- مثلث زير را در نظر بگيريد. اگر 
به دست آوريد.

sin A sin C sin B
BC AB AC

= =
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درصورتی  مقابل  شکل  به  توجه  با   -۲
 A =90 و    B =32 و   متر   a=562 که

باشد، فاصله ی x را حساب کنيد.

۱- محيط يک زمين کشاورزی که به شکل مثلث است را به دست آوريد، اگر يک ضلع آن ۴۵ 
کيلومتر وضلع ديگر آن ۴۰ کيلومتر و زاويه ی بين آن ها ١٥٠ درجه باشد.

۲- طول قطر يک پنج ضلعی منتظم که طول يک ضلع آن ۱۰ سانتی متر می باشد را پيدا کنيد.
۳- سُرسُره های يک پارک را در نظر بگيريد که نردبانی به طول ۵/۲ متر جهت بالا رفتن دارد. اگر 
طول سرسره ۵/۴ متر باشد و نردبان زاويه ی ۷۵ درجه با زمين بسازد، سينوس زاويه ای که سرسره 

با زمين می سازد را حساب کنيد.
 125 ۴- قطرهای يک متوازی الاضلاع ١٢ و ٢٢ سانتی متر است و تقاطع اين دو يک زاويه ی 

می سازد. طول اضلاع بزرگ تر متوازی الاضلاع را به دست آوريد.
۵- باغی به شکل ذوزنقه وجود دارد که طول های اضلاع موازی آن ٣٠ ، ۲۰ کيلو متر و دو ضلع 

60 باشد، مساحت باغ را حساب کنيد. ديگر هر يک ١٠ کيلو متر است. اگر يکی از زوايای پايه 
الاضلاع  متوازی  يک  مجاور  اضلاع   -۶
است  سانتی متر   ١٥ و   ١٢ اندازه های  دارای 
مساحت  است.   150 آن  زاويه ی  يک  اندازه ی 

متوازی الاضلاع را پيدا کنيد. 
ايستاده  راديويی  ايستگاه  يک  آنتن  نزديک  شخصی   -۷
60 است . اگر او  است. زاويه ی  ديد شخص با نوک آنتن 
۱۰۰ متر به عقب برود زاويه ای که با نوک آنتن در موقعيت 

45 است. ارتفاع آنتن را حساب کنيد. �45جديد می سازد  60�
45 60
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۸- آنتنی به طول ۱۱ متر را بر روی 
که  گونه ای  به  بگيريد  نظر  در  تپه ای 
 /1 5 انتهای آنتن با سطح تپه زاويه ی 
که  زاويه ای  اگر  می سازد،  شکل  مطابق 
ابتدای آنتن با سطح افقی زمين می سازد  

25 باشد ارتفاع تپه را حساب کنيد.

( sin /25 0 42 sin و  / /1 5 0 02)

در  که  را  درختی  می خواهد  رضا   -۹
سمت ديگر رودخانه است اندازه    بگيرد. 
او روبروی درخت در نقطه ی A ايستاده 
است. زاويه ی ديد رضا با نوک درخت 
اندازه ی  به  او  است.   60 حدوداً  
۲۵  متر  طی  از  بعد  و  برمی گردد   125
بين  زاويه ی  می رسد.   B نقطه ی  به 
مسير AB و خط C) BC پای درخت 
45 می باشد. ارتفاع درخت را  است) 

حساب کنيد.
۱۰- محمد و جواد در فاصله ی ۳ کيلو متری از يک ديگر، راکتی که از يک پايگاه موشکی پرتاب 
شده است را مشاهده می کنند. اگر موقعيت محمد به جواد شمال به جنوب باشد به گونه ای که محمد 
راکت را به طرف غرب مشاهده می کند که با موقعيت او ۶۵ درجه زاويه دارد و جواد راکت را به 
طرف غرب مشاهده می کند که با موقعيت او ۷۵ درجه زاويه دارد. فاصله ی هر يک از آن ها تا راکت 

چه قدر است؟   
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فروش  جهت  هفته  مختلف  روزهاى  در  که  را  ميوه هايى  کيلوگرم)  (برحسب  وزن  ميوه فروشى 
عرضه کرده، به صورت زير دسته بندى کرده است.

پرتقال سيب
شنبه ٤٨٠ ٢٤٠
دوشنبه ٣٢٠ ١٨٠
چهارشنبه ٥٦٠ ٣٠٠
جمعه ٢٠٠ ١٧٠         

پرتقال سيب
يک شنبه ٢٢٥ ٨٠
سه شنبه ٢٥٠ ١١٠
پنجشنبه ٢٢٥ ١٠٥

اطلاعات فوق را مى توان به صورت آرايشى از اعداد نشان داد.

 
 
 
 
 
 

480 240

320 180

560 300

200 170         

 
 
 
  

225 80

250 110

225 105

آرايش فوق از اعداد را يک ماتريس و هريک از اعداد را درايه  ی ماتريس مى نامند.

معمولاً ماتريس را با حروف بزرگ C ، B ، A و .... نشان می دهند. 

ماتريس مقابل ماتريسی با سه سطر و سه ستون است.

درايه ی  ٤   در سطر سوم و ستون دوم واقع است.

 
 − 
  

2 5 7

11 1 6

0 4 1

 سطراول
سطر دوم
سطر سوم

ستون     ستون     ستون
سوم       دوم        اول
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سطر   m ماتريس  m (بخوانيد  n× مرتبه ی  از  ماتريس  يک  ستون   n و  سطر   m با  ماتريس  يک 
در n ستون و يا به طور خلاصه ماتريس m در n) است. ماتريس مثال قبل يک ماتريس از مرتبه ی 

3× (سه در سه) است. 3

در صورتى که تعداد سطرها و ستون هاى يک ماتريس برابر باشند، يعنى m = n باشد، ماتريس را 
مربعى مى نامند. 

 

2× به صورت زير است که در آن عدد ٧ درايه اى است که در  3 مثالى از يک ماتريس با مرتبه ی 
سطر دوم و ستون اول واقع شده است.

دو سطر
                                                      

                                                                                      سه ستون

جاى هريک از درايه هاى ماتريس بالا را مشخص کنيد.

در جدول هاى زير موجودى حساب جارى پس انداز حسن و احمد در بانک ملى و بانک     کشاورزی 
داده شده است.

موجودى احمد                                                             موجودى حسن 

جاری پس انداز
ملى ٧٠٠٠٠ ٨٠٠٠٠

کشاورزی ١٠٠٠٠٠ ٩٠٠٠٠         

جاری پس انداز
ملى ٦٠٠٠٠ ٥٠٠٠٠

کشاورزی ٤٠٠٠٠ ٩٠٠٠٠
موجودى حسن و احمد را در ماتريس هايی به صورت زير مى توان نشان داد:

 
 
 

70000 80000

100000 90000          
 
 
 

60000 50000

40000 90000  

− 
 
 

1 5 2

7 4 3
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ماتريسى که فقط يک سطر دارد را ماتريس سطرى و ماتريسى که فقط يک ستون دارد را ماتريس 
ستونى مى ناميم.

 يک ماتريس ستونى است. 
− 
 
 

2

6 ] يک ماتريس سطرى و  ]2 5 7  

و  کنيد  مشخص  زير  نمونه ی  مانند  را  ستون ها  در  سطرها  شده،  داده  ماتريس هاى  از  هريک  در 
مرتبه ی ماتريس را بنويسيد.

A B C

D H V Z [ ]

×
− −     

= = =     −     

−    
    = = = = −−     
     −−     

2 3
1 5 7 3 5 5 3 2

2 6 3 2 0 0 5 3

1 2 1 24 3

0 5 3 5 1 11 0

1 1 2 35 6

در هر يک از ماتريس هاى فوق درايه ی واقع در سطر اول و ستون اول را مشخص کنيد.

a11 درايه اى است که در سطر اول و ستون اول جاى  a درايه ی  a
A

a a
 

=  
 

12 12

21 22

در ماتريس 

دارد و a21 درايه اى است که سطر دوم و ستون اول را مشخص مى کند.  

A هريک از درايه ها را مشخص کنيد.  
=  
 

2 7

5 1
در ماتريس 

a a a a= = = =11 12 21 222 7 5 1

ستون
سوم

ستون
اول

ستون
دوم

سطراول
سطردوم
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 , a , a , a , a , a31 22 21 12 11 A هريک از درايه هاى 
− 
 = − 
  

2 1

4 1

5 0

در ماتريس 

a32 را مشخص کنيد.

تساوى دو ماتريس 

دو ماتريس مساوى اند اگر هم مرتبه باشند و علاوه بر آن درايه هاى دو ماتريس نظير به نظير با هم 
برابر باشند.

− −   
   − = −   
      

2 5 1 2 5 1

4 9 2 4 9 2

1 7 3 1 7 3          

   
≠   

   

2 5 2 5

7 1 7 4

        
 

−   ≠ −      − 

2 5
2 3 1

3 8
5 8 1

1 1

١- مانند مثال هاى بالا شما هم سه مثال از تساوى و عدم تساوى دو ماتريس بنويسيد.
٢- x و y را طورى بيابيد که دو ماتريس زير برابر باشند.

x x
y y
+ −   

=   +   

5 2 1

2 2

٣- مقادير x و y و z را در عبارات زير به دست آوريد.

x y
z

+ −   
=   +   

2 7 2 1 6

0 4 6 0 2    
[ x y ] [ ]− + =2 1 4 5 2 3 4 5
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جمع دو ماتريس

در  و  متوالى  هفته ی  دو  در  کيلوگرم  برحسب  ميوه  مصرف  مى گرديم.  باز  ميوه فروش  مثال  به 
روزهاى شنبه و سه شنبه خانواده اى به صورت جدول هاى زير است.

 

   

پرتقال سيب
شنبه 8 5

سه شنبه 7 4             

پرتقال سيب
شنبه 5 4

سه شنبه 3 6

هفته ی دوم                                                 هفته ی اول

که مى توان آن ها را به شکل ماتريس نوشت.

A مصرف هفته ی اول ×
 

=  
 

2 2
8 5

7 4
B مصرف هفته ی دوم               ×

 
=  
 

2 2
5 4

3 6
  

:B و A ميزان مصرف ميوه ی اين خانواده در دو هفته مجموعاً عبارت خواهد بود از جمع دو ماتريس

                             سيب             پرتقال        سيب  پرتقال      سيب   پرتقال 
       شنبه

A B
+ +     

+ = + =     + +     

8 5 5 4 8 5 5 4

7 4 3 6 7 3 4 سه شنبه6

دو ماتريس كه دارای تعداد سطرهای برابر و تعداد ستون های برابر باشند را می توان با 
هم جمع كرد. به اين صورت كه درايه های نظير به نظير دو ماتريس با هم جمع می شوند.
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− −     
+ =     −     

2 7 5 6 4 1 4 11 6

1 4 3 1 2 7 0 6 10

− −     
+ =     − −     

5 7 5 7 0 0

2 4 2 4 0 0

 که درايه هاى آن همگى صفر هستند، ماتريس صفر مى گوييم و آن را  
 
 

0 0

0 0
به هر ماتريس مانند 

m نشان مى دهيم. nO × با نماد 

− −   
             + − − =           − −
      

4 5 4 5

0 0

1 9 1 9 0 0

1 1 1 1 0 0
3 4 3 4

O که ماتريسى با سه سطر و دو ستون است را نيز ماتريس صفر می نامند. ×

 
 =  
  

3 2

0 0

0 0

0 0

ماتريس 

مانند جمع دو ماتريس، تفاضل دو ماتريس در صورتى که ماتريس ها هم مرتبه باشند، امکان پذير است.

− − −     
     − − − = − − − +     
     − − −     

2 11 6 1 2 0 2 1 11 2 6 0

4 3 1 2 3 1 4 2 3 3 1 1

5 9 7 3 1 6 5 3 9 1 7 6
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ضرب عدد در ماتريس

m است که  n× m، ماتريسی با مرتبه ی  n× حاصل ضرب عدد حقيقى k در ماتريس با مرتبه ی 
هريک از درايه هاى آن برابر حاصل ضرب عدد k در درايه نظير در ماتريس اوليه است. 

k را درنظر بگيريد. ماتريس kA عبارت است از: A و 2= ×
 

=  − 
2 3

5 0 2

1 4 7
ماتريس 

k A
( )×

× × ×     
× = × = =     − × × × − −     

2 3
5 0 2 2 5 2 0 2 2 10 0 4

2
1 4 7 2 1 2 4 2 7 2 8 14

A−3 را مشخص کنيد. A5 و  A را درنظر بگيريد. ماتريس ×

− 
 =  
  

3 3

1 3 2

2 4 5

5 9 1
ماتريس 

قرينه ی ماتريس

 m nO × صفر  ماتريس  آن ها  مجموع  که  است   m n( )A ×−1 ماتريس   ، m nA × ماتريس  قرينه ی 
خواهد بود.

A باشد، قرينه ی ماتريس A عبارت است از: ×
 

=  
 

2 2
5 6

2 9
اگر 

www.konkur.in

forum.konkur.in



167

( )A ( )×
− × − × − −     

− = − = =     − × − × − −     
2 2

5 6 1 5 1 6 5 6
1 1

2 9 1 2 1 9 2 9

١ــ در مثال فوق مجموع ماتريس A و ماتريس قرينه اش را به دست آوريد.
٢ــ قرينه ی هريک از ماتريس هاى زير را به دست آوريد و سپس مجموع هر ماتريس با قرينه اش 

را به دست آوريد. 

A B C D [ ] H

 
 

−       
= = = = =       − −       

− 
 

1
27 1 1 4 2 2 2

4 2 8 5
2 6 2 1 3 1 1

3
2

٣ــ معادله های   ماتريسی زير را درنظر بگيريد:

A   
+ =   

   

5 8 0 0

8 5 0 0                 
B

−    + =      

92 1
0 0 0

1
0 0 0

7 0 2

B
−   

+ =   −   

1 2 1 0 0 0

3 1 1 0 0 0

الف) مرتبه ی ماتريس های B و A را مشخص کنيد.
ب) درايه هاى ماتريس های B و A را معلوم کنيد.

درنظر  را    A , B , C
−     

= = =     
     

2 5 3 1 1 1

0 1 2 5 2 5
ماتريس هاى  ١ــ   

بگيريد.
الف) حاصل عبارات زير را محاسبه کنيد.

A B, B C, C A+ + +
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ب) عبارات زير را محاسبه کنيد. 
A, C, A B, B C+ −2 3 2

A برقرار است؟ B B A+ = + ج) آيا رابطه ی 
A) برقرار است؟ B) C A (B C)+ + = + + آيا رابطه ی 

m برقرار است؟ مثال بزنيد. n m n m nC , B , A× × × آيا اين رابطه ها براى هر سه ماتريس 
٢- قرينه ی ماتريس هاى داده شده را به دست آوريد.

A
− 
 = − 
  

1 3

1 2

2 1           
B

− 
=  − 

1 2

1 3        
C

− 
=  − 

2 1 1

3 4 1

P باشند، ماتريس R را طوری بيابيد که
 
 = − 
  

3 2

5 1

4 0

Q و 
 
 = − 
 − 

5 7

6 4

2 9

٣- اگر 
P Q R+ + =0 

٤- در رابطه ی زير x و y را بيابيد.
x y
x y
−   

=   +   

2 3 6

3 3

ضرب ماتريس ها
شخصى ميوه ی موردنياز خانواده اش را در روزهاى شنبه 

و سه شنبه مطابق جدول مقابل تهيه کرده است. 

اطلاعات جدول را به صورت ماتريس زير نشان مى دهيم.

شنبه
سه شنبه

 
 
 

1 2

2 3

سيب       پرتقال

پرتقال سيب
شنبه 1 2

سه شنبه 2 3
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اگر قيمت پرتقال هر کيلو ١٥٠٠ تومان و سيب هر کيلو ١٠٠٠ تومان باشد در صورتى که بخواهيم 
قيمت کل ميوه اى که شخص در روز شنبه پرداخته است را محاسبه کنيم مى توانيم ماتريس سطرى 
اين  در  کنيم.  ضرب  است  ميوه  کيلو  هر  قيمت  بردار  که    

 
 

1500

1000
ستونى  ماتريس  در  را   [ ]1 2

صورت خواهيم داشت:
[ ] ( ) ( ) 

× = × + × = 
 

1500
1 2 1 1500 2 1000 3500

1000

و قيمت کل ميوه براى روز سه شنبه به صورت زير خواهد شد.

[ ] ( ) ( ) 
× = × + × = 
 

1500
2 3 2 1500 3 1000 6000

1000

اطلاعات فوق را مى توان به صورت حاصل ضرب دو ماتريس زير نوشت:
     

× =     
     

1 2 1500 3500

2 3 1000 6000

اکنون اگر قيمت ميوه  ها در دو ميوه فروشی متفاوت و به صورت زير باشد:

ميوه فروشى دوم           ميوه فروشى اول                                           

                                           ١٠٠٠                            ١٥٠٠      قيمت هر کيلو پرتقال

                                             ٩٠٠                            ١٠٠٠       قيمت هر کيلو سيب

براى به دست آوردن هزينه ی کل ميوه در روزهاى شنبه و سه شنبه و در صورت خريد از هريک 
از دو ميوه فروشی، لازم است دو ماتريس را در هم ضرب کنيم:

× + × × + ×       
× = =       × + × × + ×       

1 2 1500 1000 1 1500 2 1000 1 1000 2 900 3500 2800

2 3 1000 900 2 1500 3 1000 2 1000 3 900 6000 4700

براى آشنايى بيش تر با ضرب ماتريس ها به مثال هاى بعد توجه کنيد.
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×

×

=

=

آن ها  ضرب  حاصل  بگيريد.  نظر  در  را   B ×
 

=  
 

2 1
7

3
ماتريس  و   A ×

 
=  
 

2 2
2 5

1 9
ماتريس 

به  صورت زير است:
× + ×       

× = =       × + ×       

2 5 7 2 7 5 3 29

1 9 3 1 7 9 3 34

توجه کنيد که تعداد درايه هاى سطر اول ماتريس A با تعداد درايه هاى ستون اول ماتريس B برابر 
است. همين طور در سطر دوم ماتريس A و ستون اول ماتريس B تعداد درايه ها برابرند.

C و ماتريس A در مثال قبل را درنظر بگيريد. حاصل ضرب  ×
 

=  
 

2 2
7 2

5 3
اکنون ماتريس 

A به صورت زير خواهد بود. C× ××2 2 2 2

× + × × + ×       
= =       × + × × + ×       

2 5 7 2 2 7 5 5 2 2 5 3 39 19

1 9 5 3 1 7 9 5 1 2 9 3 52 29

A را درنظر بگيريد.   
=  
 

2 1

5 9
D و ماتريس   

=  
 

3 7 4

2 1 6
دو ماتريس 

١ــ مرتبه ی ماتريس هاى فوق را بنويسيد.
٢ــ حاصل ضرب دو ماتريس را به دست آوريد.

A D× ×
   

× = × =   
   

2 2 2 3
2 1 3 7 4

5 9 2 1 6
 

D انجام پذير است؟ چرا؟ A× ××2 3 2 2 ٣ــ آيا حاصل ضرب 

تعداد  با  اولى  ستون های  تعداد  که  است  امکان پذير  صورتى  در  ماتريس  دو  ضرب  حاصل 
سطرهای دومى برابر باشند.
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A باشد،  , B , C
 

−     = = = −          − 

2 1
3 2 3

1 2
1 0 1

0 1

١ـ اگر 

A را محاسبه کنيد. B , C B× ×

B را محاسبه کنيد. A , A B× × A باشد،  , B
− −   

= =   
   

1 1 2 1

0 1 1 0
٢ـ اگر  

A B B A× ≠ ×  نشان دهيد:  

حاصل ضرب  درنظر     بگيريد.  را   B
 − =
 
− 

5 1
2 2
4 1

و   A  
=  
 

2 1

8 5
ماتريس هاى   

B را به دست آوريد. A , A B× ×

I نشان مى دهيم. ×2 2  را ماتريس واحد يا يکه مى ناميم و آن را با  
 
 

1 0

0 1
ماتريس 

CI است؟ IC= I بيابيد. آيا  ×2 2 C را در   
=  − 

2 5

1 4
حاصل ضرب ماتريس 

AB باشد، ماتريس B را ماتريس  I= براى دو ماتريس مربعى و هم مرتبه ى A و B در صورتى که 
وارون ماتريس A مى ناميم و آن را با نماد A−1 نشان مى دهيم.

B A−= در فعاليت بالا ماتريس B ماتريس وارون ماتريس A است. 1

A  
=  
 

7 3

4 2          B
− 

=  
 

1 2

5 1 ماتريس هاى A و B و C را درنظر بگيريد.                   

C

− 
 

=  
 −  

3
1

2
7

2
2

کدام يک از ماتريس ها، وارون ماتريس A  است؟                                       
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حل دستگاه دو معادله دو مجهول با استفاده از ماتريس

همان طور که می دانيد دستگاه زير مثالى از يک دستگاه دو معادله دومجهولى است.

x y
x y
− =

− + =

2 6

4

مى توان دستگاه فوق را با استفاده از تساوى ماتريس ها به صورت زير نوشت:
x y
x y
−   

=   − +   

2 6

4

با توجه به ضرب ماتريس ها، ماتريس سمت چپ را مى توان به صورت ضرب دو ماتريس نوشت:
x
y

−     
=     − +     

2 1 6

1 1 4

x باشد، مى توان رابطه ی 
A , X , C

y
−     

= = =     − +     

2 1 6

1 1 4
اگر در رابطه ی فوق  

AX=C  :ماتريسى روبرو را نوشت

x آشنا هستيد. يک بار ديگر آن را مرور مى کنيم. =3 7 با راه حل معادله ی 

1 وارون عدد ٣ است.) 
3

   (عدد 
x

x

x

x

=

× = ×

=

=

3 7

1 1
3 7

3 3
7

1
3
7
3

               

 (عدد ١ عضو بى اثر عمل ضرب اعداد است.)

AX به چه چيزى احتياج داريم؟ C= اکنون به نظر شما براى حل معادله ی ماتريس 
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d را درنظر بگيريد. b
B

c aad bc
− 

=  −−  

1 a و ماتريس  b
A

c d
 

=  
 

ماتريس 

 حاصل ضرب دو ماتريس را به دست آوريد. چه نتيجه اى از اين حاصل ضرب مى گيريد؟

ad را دترمينان ماتريس A مى ناميم. bc− ماتريس B وارون ماتريس A مى باشد و مقدار 

A را به دست آوريد.  
=  − 

1 2

1 3
وارون ماتريس 

A−

− 
 − 

= =   +    
  

1

3 2
3 21 5 5
1 1 1 13 2

5 5

اگر A−1را وارون ماتريس A بناميم داريم:       

2× مانند A چيست؟ ١- به نظر شما شرط وارون پذيرى ماتريس 2

x را حل کنيد.  y
x y
− =

− + =

2 6

4
٢- دستگاه 

١- دترمينان هر يک از ماتريس های زير را محاسبه کنيد.

A
− 

=  
 

1 2

4 5  
و                   

         
B  
=  
 

2 1

10 5  
و                

            
I  
=  
 

1 0

0 1  
٢- وارون هريک از ماتريس هاى زير را پيدا کنيد.

 A
 

=  − 

2 3

1 2  
                             

 B
− 

=  − 

6 3

2 1
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 ٣- کدام يک از عبارت هاى زير برقرار نيست؟
(فرض کنيم A و B و AB وارون پذير باشند) (AB) A B− − −=1 1 الف) 1

A وارون پذير باشند) B+ A) (فرض کنيم A و B و  B) A B− − −+ = +1 1 ب) 1
2× بزنيد که وارون آن با خودش برابر باشد.  ٤- مثالى از يک ماتريس 2

A) را پيدا کنيد. )− −1 1 A در اين صورت   
=  
 

3 5

2 4
٥- اگر 

a وارون پذير نباشد. 
a

+ 
 − 

1 1

2 4
٦- مقدار a را به گونه اى پيدا کنيد که ماتريس 

٧- در هريک از دستگاه هاى دو معادله دومجهولى زير، ماتريس ضرايب را نوشته و با استفاده از 
ماتريس معکوس ضرايب جواب دستگاه را به دست آوريد.

x (الف y
x y

− =
 + =

3 4

2 3
x (ب               y

x y
+ =

 + =

2 3 0

6 4 1
x (ج                y

x y
− + =

 − =

7

5 4 1

x مفروض است: y
x y
+   

=   −   

7

7
٨- رابطه ی ماتريسى 

دست  مقادير x و y را به  بنويسيد و  ماتريس  حاصل ضرب ٢  صورت  سمت چپ را به  ماتريس 
آوريد.

حل کنيد. ×2 ٩- معادلات زير را با توجه به محاسبات در ماتريس هاى مربعى مرتبه ی 2
  

X  (الف    
+ =   
   

0 1 2 0

1 0 0 2
X  ( ب            

−   
+ =   

   

2 3 4 1
2

4 5 3 2

www.konkur.in

forum.konkur.in



www.konkur.in

forum.konkur.in



176

شمارش 
شماره ی  جمله  از  می دهند،  نسبت  مختلفی  شناسه های  آن ها  شناسايی  جهت  افراد  به  امروزه 
شناسنامه، کد ملی و ... به وسايلی مانند خانه، ماشين و ... نيز جهت تعيين مالکيت آنها شماره و 

کدهايی نسبت داده می شود که گاهی از چند رقم يا حروفی در کنار هم تشکيل شده اند. 

                    
قبل از اين ابداعات بشر، شناسه  ها و نشانه هايی منحصر به فرد در عالم خلقت وجود داشته است. 
اثر انگشت يکی از اين نشانه ها است که با دانستن آن می توان فرد را شناسايی کرد. مثال ديگر که 
ضمناً مهم ترين شناسه يا کُدی است که در وجود جانداران از جمله انسان قرار دارد DNA است. 
سال  در  حتماً  می رود،  شمار  به  بيستم  قرن  در  بشر  علمی  دستاوردهای  بزرگترين  از  يکی  آن  کشف 

گذشته با برخی خواص اين ملکول آشنا شده ايد. 
DNA  منبع اطلاعات وراثتی هر شخص از جمله رنگ چشم، پوست، گروه خونی، قد و ...              
می باشد. در اجزای مختلف بدن حتی پوست و مو نيز يافت می شود. هم اکنون در موارد مختلفی 

از جمله امور جنايی از آن برای شناسايی اشخاص نيز استفاده می شود. 
همان طور که می دانيد DNA از دو رشته ی بسيار طولانی که به موازات هم و مارپيچی هستند 
 ۱G و A، T، C تشکيل شده است. اجزای اصلی اين دو رشته، چهار باز آلی به نام های اختصاری

می باشند. 
همان طور که در شکل ديده می شود روبروی حرفT در رشته ی ديگر حرف    
  Cو G مکمل و A و T قرار می گيرد ،به بيان ديگر C حرف G و روبروی A 
نيز مکمل يکديگر می باشند.اگر عناصر يک رشته DNA را به طور افقی بنويسيم 

رشته ای بسيار طولانی به شکل زير به دست می آيد. 
..……… C C A G T A G C A .………

510 حرف می باشد! برای شناسايی هر  طول اين رشته در بدن انسان بيش از 
فرد در کشور از کد ملی که ۱۰ رقمی می باشد استفاده می شود، حال تصوّر کنيد 

١. سيتوزين، تيمين، آدنين و گوانين
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کد بالا با اين طول بسيار زياد قادر است چه اطلاعاتی از بشر را منتقل نمايد!
DNA دستورالعمل ساخت پروتئين های مختلفی را صادر می کند. پروتئين ها از اسيد های آمينه 
تشکيل شده اند. در حدود ۲۰ نوع اسيد آمينه وجود دارد. نحوه ی قرار گرفتن اسيدهای آمينه ی 
مختلف در پروتئين، نوع آن را تعيين می کند. سه حرف متوالی در طول رشته می تواند دستور ساخت 
اسيد آمينه ی خاصی باشد و به رمز ژنتيک موسوم است. به عنوان مثال رشته ی CCGCAG  در 
قطعه ای از رشته DNA نشان دهنده ی ترکيب دو نوع اسيد آمينه ی خاص۱ برای ساخت پروتئين 

خاصی توسط سلول است. 

به نظر شما اگر قرار بود DNA برای ناميدن يک اسيد آمينه به جای يک رشته ی سه حرفی از 
رشته ای دو حرفی استفاده کند آيا می توانست ۲۰ نوع اسيد آمينه را نام گذاری کند؟

با انجام فعاليت زير به جواب اين سؤال دست خواهيد يافت.

 تعدادی از رشته های دو حرفی متشکل از ۴ حرف G ، C ، T و A عبارتند از: 
AA, AT, AG, GA, CC و ...

الف) تمام رشته های دو حرفی که به وسيله ی C ، G ، T و A ساخته می شوند را بنويسيد.
ب) آيا با دسته بندی مناسب يا رسم يک جدول يا نمودار می توانيد همه ی آن ها را به شکل منظمی 

نشان دهيد؟
ج) چگونه مطمئن می شويد که تمام حالت ها را نوشته ايد؟ تعداد آن ها چند تا است؟ 

د) آيا می توانيد با دسته بندی مناسب تعداد رشته های ۳ حرفی که با اين ۴ حرف ساخته می شوند 
را بيابيد؟

توجه کنيد در بخش (د) از فعاليت فوق برخلاف (الف) نوشتن همه ی حالت ها به صورت دستی 
بنابراين يافتن يک روش مناسب که تعداد حالت ها را بدون کم و زياد بدهد با  کار ساده ای نيست! 

ارزش خواهد بود. 
جدای از مطلب شگفت انگيز فوق مسائل بسياری پيرامون ما هستند که در رابطه با حل آن ها بايد 

دست به کار شمارش شويم. 

١.گليسين و والين
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١

١ ٢

...

...

......

...

...

١
٢
٧
١

رقم اول رقم دوم رقم سوم

با مطالعه ی اين فصل خواهيد توانست به سادگی مسا ئلی از اين گونه را حل کنيد. 

} انتخاب شده  }, ,1 2 7 تمام اعداد سه رقمی را در نظر بگيريد که ارقام آن ها از مجموعه ی 
است. تعدادی از آن ها عبارتند از: ۷۲۱ و ۱۲۷ و ۱۱۱. 

الف) چند تا از اين اعداد هستند که دو رقم سمت چپ آن ها برابر ۱۲ است؟
 ۱ رقم  با  که  اعدادی  تمام  روبه رو  شکل  تکميل  با  ب) 

شروع می شوند را بنويسيد. تعدادشان چند تا است؟
تمام اعداد سه رقمی كه با ۲ شروع می شوند چند تا  ج) 

هستند؟ چند تا با ۷ شروع می شوند؟
د) تعداد کل اعداد سه رقمی فوق چند تا است؟ 

تعداد اعداد دو رقمی با ارقام فرد را بيابيد. 
ارقام فرد عبارتند از ۹، ۷، ۵، ۳ و ۱.بنابراين با در نظر گرفتن نمودار حالت ها داريم:

١۹ و١۷ و١٥ و١۳ و ١۱
٣۹ و ٣۷ و ٣٥ و ٣۳ و ٣۱

.  ..
٩۹ و ٩۷ و ٩٥ و ٩۳ و ٩۱

١

١
٣
٥
٧

١

٩

٣
٥
٧
٩

٣

٩

.  ..
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. دو نمودار فوق با توجه به ظاهرشان «نمودار  × =5 5 25 بنابراين جواب اين مثال برابر است با 
درختی» حالت ها ناميده می شوند. 

اميد برای خريد يک جفت کفش و جوراب ورزشی به يک فروشگاه رفت، در اين فروشگاه کفش 
در دو رنگ سفيد و مشکی و جوراب در سه رنگ سفيد، آبی و سبز عرضه شده بود. می خواهيم 
بدانيم اميد به چند روش مختلف می تواند خريد خود را انجام دهد. اگر او کفش سفيد را انتخاب کند 

برای انتخاب جوراب سه گزينه دارد: 
۱- کفش سفيد،جوراب سفيد      ۲- کفش سفيد،جوراب آبی     ۳ – کفش سفيد،جوراب سبز

اگر او کفش مشکی را انتخاب کند مجدداً برای انتخاب جوراب سه روش وجود دارد. بنابراين 
× روش مختلف برای خريد کفش و جوراب دارد. اگر جدول زير را در نظر بگيريم  =2 3 6 اميد 

کافی است در هر سطر يک علامت بزنيم. 
مشکی سفيد کفش

سبز آبی سفيد جوراب

برای علامت زدن سطر اول دو حالت و برای علامت زدن سطر دوم ۳ حالت وجود دارد، بنابراين 
به ۶ طريق می توان جدول بالا را علامت زد. 

۱- بين دو شهر X و Y دو جاده و بين دو شهر Y و Z چهار جاده وجود دارد. به چند طريق 
می توان از شهر X (از طريق Y) به شهر Z رفت؟ 

۲- محسن قصد دارد تعدادی از دوستان خود را در روز عيد قربان دعوت کند، او می خواهد 
ناهار را خود آماده کند. برای اين کار در نظر دارد يک غذا و يک سالاد درست کند. اگر او طرز 
از  استفاده  با  کند؟  آماده  را  ناهار  روش می تواند  چند  بداند به  را  سالاد  نوع  سه  غذا و  نوع  تهيه ۴ 

نمودار درختی نيز به سؤال جواب دهيد.
۳- سکه ای را سه مرتبه پرتاب می کنيم، ممکن است در هر مرتبه به رو يا پشت به زمين بيافتد. چند 
حالت مختلف ممکن است رخ بدهد؟ اگر به رو آمدن را با H و به پشت آمدن را با T نشان دهيم، کليه 

حالت ها را با استفاده از نمودار درختی نشان دهيد. 
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         ١.    الف          ب            ج            د   
        ٢.    الف          ب            ج            د          
        ٣.    الف          ب            ج            د          

با   است  گزينه ای  چهار  تست  يک  سؤال  هر  شود،  برگزار  سؤالی   ۳ آزمون  يک  است  قرار   -۴
گزينه های الف، ب، ج و د. اگر قرار باشد در هر سؤال يک و تنها يک گزينه علامت زده شود به چند 

طريق مختلف ممکن است پاسخ نامه پُر شود؟ 

اصل ضرب
    اگر خوب به مثال ها، فعاليت ها و تمرين های فوق توجه کرده باشيد متوجه می شويد که وجه 
اشتراکی بين همه ی آن ها وجود دارد، در هر کدام از آن ها چندين جزء وجود دارد. در مثال مربوط 
به اميد خريد او دو جزء دارد، يکی خريد کفش و ديگری خريد جوراب، در ساختن عدد دو رقمی با 
ارقام فرد دو جزء داريم، رقم يکان و رقم دهگان. در پرتاب سکه (تمرين ۳) سه جزء داريم، نتيجه ی 
پرتاب در مرتبه ی اول، دوم و سوم. جواب های به دست آمده در تمام حالت ها ما را به اصل ساده ولی 

مهم زير رهنمون می سازند.

 اصل ضرب: هرگاه عملی از دو جزء مختلف تشكيل شده باشد و جزء اول به m طريق 
مختلف و به ازای هر كدام از آن هاجزء دوم به n طريق مختلف قابل انجام باشد، آنگاه انجام 

آن عمل m×n حالت مختلف دارد.

يک تعميم از اصل ضرب به قرار زير است:
 n طريق مختلف، جزء دوم به m هرگاه عملی از سه جزء مختلف تشکيل شده باشد و جزء اول به
m n p× × طريق مختلف و جزء سوم به p طريق مختلف قابل انجام باشد، آن گاه انجام آن عمل به

حالت مختلف امکان پذير است. 
البته با توجه به الگوی فوق می توان اصل ضرب را به اعمالی با هر تعداد جزء تعميم داد. 

١- چند کلمه ی دو حرفی با استفاده از حروف c ، b ، a و d می توان ساخت؟
برای اين کار کافی است مشخص کنيم حرف اول و دوم چه هستند. اگر شکل زير را برای دو 

حرف در نظر بگيريم.                 

برابر  ضرب  اصل  طبق  جواب  بنابراين  دارد.  حالت   ۴ نيز  دوم  خانه ی  و  حالت   ۴ اول  خانه ی 
× است. =4 4 16
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} می توان ساخت. طوری که  }, , , , ,01 2 3 4 5 ٢- چند عدد چهار رقمی با استفاده از ارقام 
بر ۵ بخش پذير باشد؟ 

اگر چهار جايگاه به شکل زير برای ارقام در نظر بگيريم و تعداد حالت های ارقام را بالای  هر 
جايگاه بنويسيم داريم:

5 6 6 2

صفر  رقم  کنيد  توجه   . × × × =5 6 6 2 360 با  است  برابر  جواب  ضرب  اصل  طبق  بنابراين 
نمی تواند در جايگاه سمت چپ باشد، بنابراين اين جايگاه ۵ حالت دارد، جايگاه سمت راست هم دو 

حالت دارد ارقام ۰ يا ۵.
٣- با استفاده از سه رنگ آبی، قرمز و سبز به چند روش می توان خانه های جدول زير را رنگ کرد؟ 

برابر  جواب  ضرب  اصل  طبق  بنابراين  داريم.  انتخاب  سه  خانه  هر  آميزی  رنگ  برای 
× است. × × =3 3 3 3 81

۱- با استفاده از دو رقم ۲ و ۱ چند عدد ۵ رقمی می توان ساخت؟
} را می توان با يک کد ۶ تايی از ۱ و ۰ نشان داد.١، متناظر  }, , ... ,1 2 6 ۲- هر زيرمجموعه از 

  { }, ,2 4 5 مجموعه ی  متناظر   ۰۱۰۱۱۰ کد  مثال  عنوان  به  است.  نبودن  متناظر   ٠ و  عضو  بودن 
است. صفر در جايگاه اول کد يعنی عنصر يک در مجموعه نيست و يک در جايگاه چهارم يعنی ٤ 

در مجموعه هست و ....
الف) کد ١١٠٠١١متناظر چه زير مجموعه ای است؟کد متناظر زير مجموعه ی تهی چيست؟
} چند است؟ }, , ... ,1 2 6 ب) تعداد کدهای ۶ تايی از ۱ و ۰ چند است؟ تعداد زير مجموعه های 

چند است؟
 { }, ,..., n1 2 ج) در حالت کلی تعداد زير مجموعه های 

۳- يک عدد سه رقمی را متقارن می ناميم اگر رقم يکان و صدگان آن برابر باشند، مانند ۲۳۲.
چند عدد سه رقمی متقارن داريم؟
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r) پس از محاسبه چند جمله دارد؟ s)(t u v)+ + + ۴- الف) عبارت 
x) پس از محاسبه چند جمله دارد؟  y z)(a b)(c d)+ + + +       ب) عبارت 

۵- چند عدد سه رقمی بدون رقم ۸ داريم؟
۶- با استفاده از سه رنگ آبی، قرمز و سبز به چند روش می توان خانه های شکل زير را رنگ کرد 

طوری که خانه های مجاور رنگشان متفاوت باشد؟

 c ,c ,c ,c1 2 3 4 b از شهر B و  , b , b1 2 3  ،A از شهر a ,a ,a1 2 3 ۷- در سرزمين گچ های نقاشی 
 a3  ، b3 ، a2 با    b1 با a1 برای گردش فضايی با فضا پيمای آلفا ثبت نام کرده اند. می دانيم C از شهر
c1 سازگار نبوده و نمی توانند با هم سوار فضاپيما شوند. در ضمن فضاپيما ظرفيت ۳ نفر دارد  c2 و  با 
که قرار است از هر شهر يکی سوار بشود. به چند طريق می توان سه نفر را رهسپار کرد؟ (راهنمايی: از 

نمودار درختی استفاده کنيد.)

جايگشت
    مثال های زيادی وجود دارند که ترتيب انجام اعمال در آن ها مورد توجه است. قطعاً برای پوشيدن 

جوراب و کفش ترتيب انجام اين دو عمل روشن است! فعاليت زير را بخوانيد و پاسخ دهيد. 

 احمد، آرش و رضا به عنوان دانش آموزان ممتاز استان شناخته شده اند. به همين مناسبت در 
مرکز استان مراسمی جهت تقدير از آن ها ترتيب داده شده است و قرار است يکی يکی جهت دريافت 
هدايای خود بالای سکو بروند. قطعاً روش های مختلفی برای بالا رفتن آن ها وجود دارد. مثلاً اول 
احمد، دوم آرش و سوم رضا يا اول احمد، دوم رضا و سوم آرش و ... می توان با استفاده از نمودار 

درختی حالت ها را شمرد.
احمد  رضا - آرش

  آرش - رضا

آرش ... - احمد
احمد - ...

رضا ... - ...
... - ...

الف) جدول روبرو  را کامل کنيد.                                    

ب) با استفاده از اصل ضرب چه طور می توان به اين سؤال 
جواب داد؟
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. !7 تعداد جايگشت های حروف کلمه ی «کشورمان» برابر است با 
با توجه به مثال های فوق گزاره کلی زير در مورد تعداد جايگشت ها قابل بيان است:

تعداد جايگشت های  n شیء متمايز برابر با n! است. 

۱- با توجه به مباحث بالا در مورد واژه ی «جايگشت» و دليل نام گذاری آن بحث کنيد.
۲- حاصل عبارت های زير را به دست آوريد: 

! (الف
!

10
5

! (ب                                    ! ! !+ + +1 2 3 4 (ج                                  n!
(n )!−1

 

× را با استفاده از نماد فاکتوريل نمايش دهيد. × ×8 9 10 ۳- حاصل ضرب 11
۴- ۱۰ نامه ی مختلف را به چند طريق می توان در ۱۰ پاکت مختلف قرار داد؟

با استفاده از تنها ۳ رقم صفر و چند نماد فاکتوريل و پرانتز و اعمال رياضی عدد ۶ را بسازيد.

١٠ نفر دانش آموز دبيرستانی در مسابقه ی دو ١٠٠ متر شرکت کرده اند، نفرات اول، دوم و سوم 
مدال طلا، نقره و برنز دريافت خواهند کرد. به چند طريق ممکن است که برندگان طلا، نقره و برنز 

مشخص شوند؟ 
برای مشخص شدن مدال طلا ۱۰ امکان وجود دارد، برای مدال نقره ۹ امکان و برای مدال برنز 
که  است.   ٧٢٠ يعنی   × ×10 9 8 برابر  جواب  ضرب  اصل  مطابق  بنابراين  دارد.  وجود  امکان   ۸

! نيز نشان داد.
!

10
7

می توان آن را به صورت 
در اين مثال يک جايگشت سه تايی از ۱۰ نفر مورد نظر بود به طوری که ترتيب آن ها نيز نفرات 
اول تا سوم را مشخص می کرد. به طور کلی اگر جايگشت های k تايی از n شیء متمايز مد نظر باشد 
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. n!
(n k)!−

n(n  که برابر است با   )(n )...(n (k ))− − − −1 2 1 تعداد آن ها برابر است با: 

P(n نشان  ,k) تعداد جايگشت های k تايی از nشیء متمايز را معمولاً با نماد 
می دهند و داريم:

                                
n!P(n,k)

(n k)!
=

−

k n≤ توجه كنيد كه:

. P(n , n) n!= P(nبحث کرده و به دو روش نشان دهيد  ,n) ۱- در مورد معنای 
۲- چند رشته ی (کلمه ی) سه حرفی با حروف متفاوت انگليسی می توان نوشت؟

۳- درون بشقابی يک سيب، يک پرتقال و يک انار گذاشته شده است.اگر از بين ٦ نفر ٣ نفر به 
طرف بشقاب رفته و هر کدام يک ميوه بردارند به چند روش ممکن است ٣ ميوه توزيع شده باشند؟

۴- نشان دهيد تعداد جايگشت های ۵ حرفی از حروف کلمه ی computer که حرف اول بی صدا 
)P است.  , )5 7 4 باشد برابر 

به ياد داشته باشيد که يکی از مهم ترين ويژگی ها در مبحث جايگشت، ترتيب قرار گرفتن اشياء 
است. به عنوان مثال دو عدد ۱۲۳ و ۳۱۲ با هم يکی نيستند و در اصل دو جايگشت متفاوت از 
} می باشند. همچنين در مثال گذشته اگر برندگان مدال طلا، نقره و برنز مثلاً علی،  }, ,1 2 3 اعضای 
احمد و حسين باشند فرق می کند با وقتی که احمد، حسين و علی باشند. عامل مشترک در ايجاد اين 
تفاوت ها ترتيب قرار گرفتن اشياء است. در بخش بعد با دسته ای از مسائل آشنا می شويم که ترتيب 

قرار گرفتن اشياء مهم نيست. 

۱- تمام جايگشت های حروف کلمه ی water را در نظر بگيريد.
الف) تعداد آن ها چند تا است؟

ب) در چند تا دو حرف a و w کنار هم هستند؟
ج) در چند تا دو حرف a و w کنار هم قرار ندارند؟
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۲- تعداد جايگشت های حروف کلمه ی computer که در آن سه حرف m، o و c به صورت 
com قرار گرفته باشند چند تا است؟

} قابل  }, , ... ,1 2 10 } به مجموعه ی  }, , ... ,1 2 10 ۳- چند تابع يک به يک از مجموعه ی 
تعريف است؟

٤- چند عدد ٥ رقمی زوج با ارقام متمايز داريم؟
٥- در يک شرکت که ۲۵ عضو دارد قرار است يک رئيس، يک منشی و يک خزانه دار انتخاب 
شوند. اگر هر عضو فقط در حداکثر يکی از اين سمت ها بتواند باشد به چند طريق می توان انتخاب 

آنها را انجام داد؟ 
٦- به چند طريق می توان ۴ کتاب مختلف رياضی و ۳ کتاب مختلف فيزيک را در يک قفسه کنار 

هم چيد طوری که کتاب های فيزيک همگی کنار هم باشند؟
٧- اگر در يک سالن دو رديف صندلی و هر رديف ۱۰ صندلی باشد، مشخص کنيد به چند طريق 
آن ها  روی  می توانند  دبيرستان  سوم  دانش آموز   ۴ دوم و  دانش آموز   ٣ دبيرستان،  اول  دانش آموز   ۶

بنشينند طوری که اولی ها در رديف اول و دومی ها در رديف دوم باشند؟

آرش، مهدی و حامد سوار بر اسب هستند و می خواهند با هم مسابقه بدهند. به چند طريق ممکن 
است به خط پايان برسند؟ (امکان هم زمان رسيدن را نيز در نظر داشته باشيد!)

ترکيب 
    در اکثر مسائلی که تا به حال حل کرده ايم ترتيب قرار گرفتن اشياء اعم از حروف، ارقام و... 
مهم بود. در پاره ای از مسائل ترتيب اشياء به هيچ وجه مهم نيست. به عنوان مثال فرض کنيد زهرا 
خواسته باشد ۳ کيلو شيرينی که هر کيلو از آن از يک شيرينی خاص است (سه نوع شيرينی) برای 
مهمانان از شيرينی فروشی محل خريداری کند. زهرا پس از ورود به شيرينی فروشی متوجه می شود 
شيرينی  نوع  سه  تهيه ی  برای  بنابراين  دارد.  وجود  فروش  برای  مختلف  شيرينی  نوع   ۷ آن جا  در 
به  است  مواجه  آن ها  با  زهرا  که  گزينه هايی  قطعاً  دارد.  وجود  او  برای  مختلفی  گزينه های  مختلف 
ترتيب سه نوع شيرينی ربطی ندارد! تنها سه نوع انتخاب شده مهم است، يا اگر قرار  باشد از افراد يک 
کلاس ۳۰ نفره ۳ نفر را برای نمايندگی در شورای دانش آموزی انتخاب کنيم در انتخاب ما ترتيب 
آن ها اهميتی ندارد. مسلماً می توانيد مثال های زيادی در زندگی روزمره بزنيد که در آن ها ترتيب برای 

ما اهميتی ندارد. حال به فعاليت صفحه ی بعد توجه کنيد. 

www.konkur.in

forum.konkur.in



187

    در يک مسابقه شطرنج، ٥ شطرنج باز برتر شرکت کرده اند. قرار است هر دو شطرنج باز يک 
بار با هم مسابقه بدهند. 

الف) هر شطرنج باز چند بازی انجام خواهد داد؟
ب) تعداد کل بازی ها چند تا است؟

ج) اگر برای شرکت کنندگان شماره های ۱ تا ٥ را در نظر بگيريم، تمامی بازی ها را مشخص کنيد. 
د) در کدام قسمت مسئله ترتيب اهميت ندارد؟

نمونه ی ديگر از مواردی که ترتيب در آن ها اهميت ندارد مجموعه ها است. همان گونه که می دانيد 
} با  }, ,1 2 3 ترتيب اعضاء برای مشخص کردن يک مجموعه مهم نيست، به عنوان مثال مجموعه  ی

 .{ } { }, , , ,=1 2 3 2 1 3 } يکسان است، به عبارت ديگر  }, ,2 1 3 مجموعه ی 
اين در حالی است که دو جايگشت ۱۲۳ و ۲۱۳ متفاوت هستند. 

} را پيدا کنيم. تعدادی از آن ها  }, , , ... ,1 2 3 9   می خواهيم تعداد زيرمجموعه های ۳ عضوی 
{ , , },{ , , },{ , , },...12 3 12 4 3 4 9 عبارتند از:                                      

جلوی هر کدام از زير مجموعه های فوق تمام جايگشت های اعضاء را می نويسيم.
{ , , }: , , , , ,
{ , , }: , , , , ,
12 3 123 132 213 231312 321

12 4 124142 214 241412 421

2× جايگشت سه تايی نوشته شده است. 6 در دو سطر فوق 
} چه جايگشت هايی نوشته می شوند؟ }, ,3 4 9 الف) جلوی 

ب) زيرمجموعه ی ۳ عضوی ديگری در نظر گرفته و مشابه عمل بالا را برای آن انجام دهيد. 
ج) آيا ممکن است برای دو زير مجموعه ۳ عضوی مختلف دو جايگشت يکسان به دست آمده باشد؟

د) اگر تعداد کل زير مجموعه های ۳ عضوی را که فعلاً برای ما مجهول است با a نشان دهيم، 
تعداد کل جايگشت های ۳تايی متناظر با آن ها که قسمتی از آن در ابتدای فعاليت و بند (الف) و (ب) 

به دست آمده برحسب a چه مقداری است؟
)P است  , )9 3 } برابر  , ,..., }12 9 هـ) با توجه به اين که تعداد جايگشت های ۳ تايی از اعضای 

و همچنين با استفاده از (د) a را بيابيد. 
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۱- با مراجعه به متن درس بگوييد تعداد گزينه های خريد سه نوع شيرينی برای زهرا چند تا است؟ 
n مشخص کنيد n و k چه اعدادی هستند؟

k
 
 
 

۲- در مثال قبل با توجه به فرمول 
٣- تساوی های زير را ثابت کنيد:

n n(n )  −
= 

 

1
2 2

الف) 

 n n n
k k k

− −     
= +     −     

1 1

1
ب) 

 . n 
= 

 
1

0
٤- دو دليل ذکر کنيد که 

٥- ۱۰ چراغ در يک رديف قرار دارند. به چند طريق می توان ۳ تا از آن ها را روشن کرد؟ به چند 
طريق می توان ۷ تا از آن ها را روشن کرد؟ دو پاسخ را با هم مقايسه کنيد.

A را بيابيد. به چند طريق  { , ,..., }= 12 7 ٦- تعداد زير مجموعه های چهار عضوی مجموعه ی 
می توان ٣ عضو از مجموعه ی A  حذف کرد؟ دو جواب را مقايسه کنيد. چه توضيحی داريد؟

n بيان کنيد.
k
 
 
 

٧- با توجه به دو تمرين قبل يک تساوی برای 

١- از ميان ۶ دانش آموز اول و ۸ دانش آموز دوم به چند طريق می توان کميته ای ۵ نفره تشکيل 
   
 
 

6

3
داد به طوری که ۳ دانش آموز اول و ۲ دانش آموز دوم باشند؟ برای انتخاب ۳ دانش آموز اول 

ضرب  اصل  طبق  بنابراين  داريم.  روش    
 
 

8

2
دوم  دانش آموز   ۲ انتخاب  برای  و  دارد  وجود  راه 

 است.   
×   

   

6 8

3 2
جواب مسئله برابر 

از  متشکل  نفره   ۴ شورای  يک  است  قرار  می کنند  زندگی  خانوار   ۱۰ که  آپارتمان  يک  در   -٢
اعضای آن تشکيل شود. از هر خانواده تنها زن يا شوهر می تواند عضو آن شورا بشود. به چند طريق 

ممکن است شورای ۴ نفره تشکيل شود؟
در ابتدا تعيين می کنيم که چهار خانواری که قرار است يک نفر از آن ها عضو شود کدامند، برای 
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 حالت وجود دارد. پس از انتخاب چهار خانوار از هر کدام به دو حالت يک نفر  
 
 

10

4
اين کار 

 است. 
× 

 
410
2

4
می تواند انتخاب شود. بنابراين جواب مسئله برابر 

nn n n
...

n
     

+ + + =     
     

2
0 1                                                    

۱- نشان دهيد:
۲- از ميان ۷ کشتی گير و ۵ وزنه بردار به چند روش می توان ۳ نفر انتخاب کرد که حداقل يک 

نفر کشی گير باشد؟
شرکت  سوريه  و  ترکيه  فرانسه،  روسيه،  ايران،  از  ورزشکارانی  ورزشی،  مسابقه  يک  در   -۳
کرده اند. قرار است برای ارتباط بهتر ورزشکاران با هم تعدادی فرهنگ لغت به منظور آشنايی هر 

ورزشکار با ساير زبان ها تهيه شود. چند نوع فرهنگ لغت لازم است؟
} را بيابيد. (مجموعه تهی با صفر عضو،  , ,..., }12 10 ۴- تعداد زيرمجموعه های زوج عضوی 

زوج عضوی است.)
۵- هفت نقطه روی محيط يک دايره قرار دارند. چند مثلث مختلف می توان کشيد که رئوس آن 

از بين هفت نقطه انتخاب شده باشد؟
اردوگاه  به  دانش آموز   ٢٠ يزد  و  زاهدان  سنندج،  بوشهر،  بيرجند،  شهر ها ی  از  يک  هر  از   -٦
دانش آموزی ميرزا کوچک خان دعوت شده اند، به چند طريق می توان سه دانش آموز که دو به دو 

غير هم شهری هستند انتخاب کرد؟
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